
集中不等式, 离散傅里叶变换
参考答案

1. (10 分) 完成以下关于 Chernoff bound 的证明.

(1) (0 分) 设随机变量 (X1, . . . , Xn) ∼ (Bern(p))n, 即它们独立地服从 Bern(p). 对任意 t > 0,

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
= Pr[et(X1+···+Xn) ≥ etqn] ≤

Markov’s bound

E[et(X1+···+Xn)]

etqn
=

(E[etX1 ]

etq

)n

.

当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时, 请选取合适的 t 使得上式最紧. 得到的结果应为

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

Remark: 对称地, 当 0 ≤ q ≤ p ≤ 1 时, 可以证明

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≤ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

(2) 设 (X1, . . . , Xn) ∼ P1P2 . . . Pn, 即它们相互独立. 每个 Pi 都是 [0, 1] 上的期望等于 p 的分布.
证明当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时,

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

提示：比较 EX∼Pi
[etX ] 和 EX∼Bern(p)[e

tX ] 的大小.

(3) 有 m > n 个球, 其中 pm 个是白球. 从中无放回的随机选取 n 个球. 用随机变量 (X1, . . . , Xn)

表示这 n 次选取的结果. Xi = 1 表示第 i 个球是白球, Xi = 0 表示第 i 个球不是白球. 显然

E[Xi] = p. 证明当 0 ≤ p ≤ q ≤ 1 时,

Pr
[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
≤ exp(−n · d(q∥p)).

解

(1) 定义 f(t) = ln E[etX1 ]
etq

= ln(pet + 1− p)− tq. 对 f 求导

f ′(t) =
pet

pet + 1− p
− q.

f ′ 单调递增, 且存在唯一 t∗ 使得 f ′(t∗) = 0. 这说明 f 的最小值点为 t∗ = ln( q
1−q

1−p
p
) > 0.

min
t>0

f(t) = f(t∗) = ln
(
p

q

1− q

1− p

p
+ 1− p

)
− q ln

( q

1− q

1− p

p

)
= −d(p∥q).

(2) 只需说明 EX∼Pi
[etX ] ≤ EX∼Bern(p)[e

tX ]. 证明的其余部分和 Bernoulli 分布的情况相同.
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不妨定义一个从 [0, 1] 到 {0, 1} 的 kernel PY |X 使得 PY |X=x = Bern(x). 换言之,

PY |X(y|x) =

x, if y = 1

1− x, if y = 0

对任意 [0, 1] 上期望等于 p 的分布 PX , 考虑 (X,Y ) ∼ PXPY |X . 因为 E[Y ] = E[E[Y |X]] =

E[X] = p, 所以 Y ∼ Bern(p). 对任何 x ∈ Supp(Pi), 因为指数函数的凸性,

E[etY |X = x] ≥ etE[Y |X=x] = etx.

进而

E[etY ] = E[E[etY |X]] ≥ E[etX ].

(3) 只需证明对任何 t > 0,
E[et(X1+···+Xn)] ≤ E

X∼Bern(p)
[etX ]n.

证明的其余部分和 Bernoulli 分布的情况相同.

我们递归地证明这个命题. 当 n = 1 时, 命题显然成立. 下面假设命题对 n− 1 成立, 我们证明

命题对 n 也成立. 考虑 Xn 的条件分布,

Pr[Xn = 1|X1 + · · ·+Xn−1 = s] =
pm− s

m− n+ 1
.

不难看出 s 越大, Xn 的条件期望就越小. 类似地, et(X1+···+Xn−1) 越大, et(Xn) 的条件期望就越

小. 因此

E[et(X1+···+Xn)] = E[et(X1+···+Xn−1) E[et(Xn)|et(X1+···+Xn−1)]]

≤ E[et(X1+···+Xn−1)]E[et(Xn)] ≤ E
X∼Bern(p)

[etX ]n.

第一个不等号可以抽象化为一个类似排序不等式的引理: 对任意非负实数上的分布 P 和任

意单调递减的函数 f , EX∼P [Xf(X)] ≤ EX∼P [X]EX∼P [f(X)]. 其中 X 对应 et(X1+···+Xn),
f(v) := E[et(Xn)|et(X1+···+Xn−1) = v]. 引理的证明如下:

E
X∼P

[X] E
X∼P

[f(X)] =
∑
x

P (x)x
∑
y

P (y)f(y)

=
∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

P (x)P (y)xf(y) +
∑
x>y

P (x)P (y)xf(y)

=
∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

(
P (x)P (y)xf(y) + P (x)P (y)yf(x)

)
≤

∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x<y

(
P (x)P (y)xf(x) + P (x)P (y)yf(y)

)
=

∑
x

P 2(x)xf(x) +
∑
x ̸=y

P (x)P (y)xf(x)

=
∑
x

∑
y

P (x)P (y)xf(x)

=
∑
x

P (x)xf(x)

= E
X∼P

[Xf(X)]
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2. (10 分) 根据 Sanov’s Theorem 我们可以看出, Chernoff bound 对于

Pr
(X1,...,Xn)∼(Bern(p))n

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ q

]
的估计已经很精确, 指数上的系数是紧的. 这个估计对非 Bernoulli 分布是否也同样精确？

考虑有限个正实数上的分布 P . 记 Supp(P ) = {v1, . . . , vT } ⊆ R+. 记 pi := P (vi) > 0. 这个分布的

期望是 v̄ =
∑

pivi. 考虑任意 b ∈ (v̄,maxi vi), 定义

Q∗ = arg min
分布 Q

EX∼Q[X]≥b

D(Q∥P ).

根据 Sanov’s Theorem,

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ (n+ 1)T · exp(−n ·D(Q∗∥P )).

而根据 Chernoff bound,

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ min

t>0

(EX∼P [e
tX ]

etb

)n

.

请问是否存在 P 和 b ∈ (v̄,maxi vi) 使得 Chernoff bound 的估计要弱于 Sanov’s Theorem？

提示：拉格朗日乘数.

解 不存在.

首先考虑 Sanov’s Theorem 一边. 用 q1, . . . , qT 表示 Q 分布下的概率. Q∗ 是如下优化问题的解

最小化 f(q1, . . . , qT ) :=
∑
i

qi ln
( qi
pi

)
= D(Q∥P )/ log e

约束: (1)
∑
i

qivi ≥ b

(2)
∑
i

qi = 1

(3) ∀i qi ≥ 0

约束条件是有界闭集而 f 连续, 所以最小值一定存在. 对最小值点 Q∗ 来说, 条件 (2) 显然是紧的.
条件 (1) 也是紧的, 因为从任何 P 到 Q 的连线上, f(εQ+ (1− ε)P ) 都单调地增长（ε ∈ [0, 1]）. 而

条件 (3) 是松的, 不妨考虑任何一个满足 (1)(2) 的分布 Q 且满足 qi = 0, 我们来说明 Q 不是极小

值点. 计算偏导
∂f

∂qi
= ln

( qi
pi

)
+ 1,

在 qi = 0 的位置, ∂f
∂qi

(Q) = −∞, 这提示我们微调 qi 的值会使函数值更小. 严格来说, 可以分两种

情况讨论

• 如果存在 j, k 使得 qj , qk > 0: 定义 Qε 为

Qε(vx) =



ε, if x = i

qj + Cjε, if x = j

qk + Ckε, if x = k

Q(vx) = qx, otherwise

其中 Cj , Ck 是
1 + Cj + Ck = 0

vi + vjCj + vkCk = 0
的解
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这样对足够小的 ε ≥ 0, Qε 满足 (1)(2)(3). 同时 Q0 = Q, d
dε
f(Qε)|ε=0 = −∞. 因此 Q 不是极

小值点.

• 如果存在 k 使得 qk = 1: 根据现有的条件, 这说明 vk = b ∈ (minx vx,maxx vx). 因此一定存在

j 使得 vi < vk < vj 或 vi > vk > vj . 定义 Qε 为

Qε(vx) =



Ciε, if x = i

Cjε, if x = j

1− ε, if x = k

Q(vx) = 0, otherwise

其中 Ci, Cj 是
Ci + Cj − 1 = 0

viCi + vjCj − vk = 0
的解

同样的论证可以说明 Q 不是极小值点.

使用拉格朗日乘数法, 存在 A,B 使得

∂

∂qi

(
f(Q) +A

∑
j

qjvj +B
∑
j

qj

)
= ln

( qi
pi

)
+ 1 +Avi +B

在极小值点等于 0. 不妨令 t = −A, 那么在极小值点处

qi = pie
−1−Avi−B ∝ pie

tvi .

因为 Q 是概率, 所以 B 的取值一定会令

qi =
pie

tvi∑
j pje

tvj
.

定义 Ct =
∑

j pje
tvj , 定义 Qt 为 Qt(vi) = pie

tvi/Ct. 已经证明存在 t 使得 Q∗ = Qt. 注意到 Qt 的

期望随着 t 严格单调增加, 因此存在唯一的 t∗ > 0 满足

b = E
X∼Qt∗

[X] =

∑
i vipie

t∗vi∑
i pie

t∗vi

同一个 t 使得 Q∗ = Qt∗ 成立.

再考虑 Chernoff bound 一边.

Pr
(X1,...,Xn)∼Pn

[X1 + · · ·+Xn

n
≥ b

]
≤ min

t>0

(EX∼P [e
tX ]

etb

)n

≤
(EX∼P [e

t∗X ]

et∗b

)n

.

只需再证明

ln
(EX∼P [e

t∗X ]

et∗b

)
= −D(Q∗∥P )/ log e.

简单验证即可

左边 = ln( E
X∼P

[et
∗X ])− t∗b = ln

(∑
i

pie
t∗vi

)
− t∗b = lnCt∗ − t∗b

右边 = −
∑
i

Q∗(vi) ln
Q∗(vi)

pi
= −

∑
i

Q∗(vi) ln
et

∗vi

Ct∗
= lnCt∗ − t∗

∑
i

Q∗(vi)vi = lnCt∗ − t∗b
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3. (6 分) 对于一个布尔函数 f : {0, 1}n → {0, 1}, 函数第 i 位的影响被定义为

Influencei(f) := Pr
x←{0,1}n

[
f(x) ̸= f(x⊕ ei)

]
,

其中 ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) 只在第 i 位等于 1.

(1) 布尔函数 f 被称为单调（monotone）, 如果 x ≥ y =⇒ f(x) ≥ f(y). （这里 x ≥ y 表示

∀i, xi ≥ yi.）请寻找一个单调的布尔函数 f , 使得
∑

i Influencei(f) 最大, 并证明.

(2) 布尔函数 f 被称为平衡（balanced）, 如果 Prx←{0,1}n [f(x) = 1] = 1
2
. 请寻找一个平衡的布尔

函数 f , 使得 maxi Influencei(f) 尽量小, 可以忽略常数系数.
Remark: 证明 maxi Influencei(f) 的下界需要非常有技巧地使用傅里叶变换. 本题不需要证明

结果最优.

解

(1) 对于单调布尔函数 f ,∑
i

Influencei(f) =
1

2n

∑
i

∑
x

1
[
f(x) ̸= f(x⊕ ei)

]
=

1

2n−1

∑
i,x s.t. xi=0

(
f(x⊕ ei)− f(x)

)

=
1

2n−1

∑
i,x

f(x), if xi = 1

−f(x), if xi = 0

=
1

2n−1

∑
x

(
x 中 1 的个数− x 中 0 的个数

)
.

因此, 使
∑

i Influencei(f) 最大的 f 即为 majority 函数.

(2) 把 n 个 bit 分成 a 组 G1, · · · , Ga, 每组大约为 b 个 bit, 忽略常数项, 即 ab = n. 取 f(x) 为

[∃i ∈ [a], ∀j ∈ Gi, xj = 1]. 从而有,

Pr
x←{0,1}n

[f(x) = 1] = 1− (1− 2−b)a =
1

2
.

可推得 b = logn− log(logn) +O(1), 对于 Influencei 仅需考虑 i 所在的组全是 1 的 x, 因此,

max
i

Influencei(f) = 21−b = O(
logn
n

).

4. (12 分) 对于函数 f : {0, 1}n → R, 用 f 的傅里叶系数表示如下量

(1) ĝs(x), 其中 gs(x) := f(x⊕ s).

(2) ĝy(x), 其中 gy(x) := (−1)⟨x,y⟩f(x).

(3) f̂i(x), 其中 fi(x) := f(x)− f(x⊕ ei).

(4) ĝk(x), 其中 gk(x1, . . . , xk) := f(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0).
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(5) ĝa(x), 其中 ga(x1, . . . , xk) := Ey←{0,1}n−k [f(x, y)χa(y)].

(6) Var[f(X)], 其中 X 服从均匀分布.

这里约定 f̂(a) = Ex[f(x)χa(x)], f(x) =
∑

a f̂(a)χa(x).

解

(1) ĝs(x) = Ey

[
(−1)⟨x,y⟩f(y ⊕ s)

]
= (−1)⟨x,s⟩Ey

[
(−1)⟨x,y⟩f(y)

]
= (−1)⟨x,s⟩f̂(x).

(2) ĝs(x) = Ey

[
(−1)⟨x⊕s,y⟩f(y)

]
= f̂(x⊕ s).

(3) f̂i(x) = f̂(x)− ĝei(x) = (1− (−1)xi) f̂(x).

(4) ĝk(x) = Ey

[
(−1)⟨x,y⟩f(y, 0)

]
= Ey

[∑
z(−1)⟨y,x⊕z⟩

∑
w f̂(z, w)

]
=

∑
z

∑
w f̂(z, w)Ey

[
(−1)⟨y,x⊕z⟩

]
=∑

w f̂(x,w).

(5) ĝa(x) = Ey

[
(−1)⟨x,y⟩Ez

[
(−1)⟨a,z⟩f(y, z)

]]
= f̂(x, a).

(6) Var[f ] = Ex [f(x)
2]− Ex[f(x)]

2 =
∑

x ̸=0 f̂(x)
2.

5. (5 分) 对于函数 f : {0, 1}n → R, 它的傅里叶系数 f̂ : {0, 1}n → R 满足

f̂(y) =
1

2n

∑
x

f(x)χy(x), f(x) =
∑
y

f̂(y)χy(x).

考虑一个“噪音算子”Tρ : ({0, 1}n → R) → ({0, 1}n → R), 其中 ρ ∈ [0, 1].

Tρ(f)(x) = E
y∼(Bern(ρ))n

[
f(x⊕ y)

]
.

求 T̂ρ(f)(y). 化简后的表达式不应该出现
∑

或 E.

解

T̂ρ(f)(y) = E
x

[
Tρ(f)(x)χy(x)

]
= E

x
E

z∼(Bern(ρ))n

[
f(x+ z)χy(x)

]
= E

x
E

z∼(Bern(ρ))n

[
f(x)χy(x+ z)

]
= E

x
E

z∼(Bern(ρ))n

[
f(x)χy(x)χy(z)

]
= E

x

[
f(x)χy(x)

]
E

z∼(Bern(ρ))n

[
χy(z)

]
= f̂(y)

∏
i

E
zi∼Bern(ρ)

[(−1)yizi ]

= f̂(y)(1− 2ρ)∥y∥1
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6. (10 分) 令 X1, . . . , X2n i.i.d. 服从 Bern(1/2) 分布. 我们要选取一组系数 c1, . . . , c2n ∈ Z, 使得∑
i ciXi 接近均匀分布. 当然, 并不存在 Z 上的均匀分布, 我们实际的要求是统计距离

∆
(∑

i

ciXi,
∑
i

ciXi + 1
)
≤ 2−λ. (*)

一种显然的做法, 是令 n = λ/2, 令 ci = 2i−1; 这样
∑

i ciXi 服从 {0, 1, . . . , 2λ − 1} 上的均匀分布,
而

∑
i ciXi + 1 服从 {1, 2, . . . , 2λ} 上的均匀分布, 满足我们对统计距离的要求.

进一步, 假设 X1, . . . , Xn 中有一半值被泄漏. 要求即使已经看到泄露值, (*) 仍然成立.

为了方便分析, 我们令 c1, . . . , cn 是 i.i.d. 从某个分布 PC 中选取的. 这样不管哪部分值泄露, 分析

都相同. 不失一般性, 可以假设前一半值没有泄露. 定义函数

Err(c1, . . . , cn) = ∆
(∑

i

ciXi,
∑
i

ciXi + 1
)

我们要求当 c1, . . . , cn 是从 (PC)
n 选取时, 以 1− 2−λ 的概率（这个随机性只依赖于 c1, . . . , cn）

Err(c1, . . . , cn) ≤ 2−λ.

请根据 λ, 选取合适的 n 以及分布 PC , 使得要求被满足. 请让 n 的取值尽量小, 可以忽略常数系数.
建议选取 PC 为 {1, 2, 3, . . . , B} 上的均匀分布, 其中 B = 2O(λ) 根据 λ 选取.

解 在本答案中, 我们定义傅立叶变换和逆傅立叶变换为,

f̂(y) =
∑
x∈ZN

f(x)e−2πi
xy
N , f(x) =

1

N

∑
y∈ZN

f̂(y)e2πi
xy
N .

为了能使用离散傅立叶分析, 我们选取一个足够大的 N > nB + 1. 这样, 无论 ci, Xi 如何取值, 总

有
∑

i ciXi,
∑

i ciXi + 1 < N . 因此可以把它们看成 ZN 上的分布.

用 σc : ZN → R 表示 {c} 上的退化分布, τc = 1
2
(σ0 + σc) 表示 {0, c} 的均匀分布, 也就是

σc(x) =

1, if x = c

0, otherwise
τc(x) =

 1
2
, if x ∈ {0, c}

0, otherwise

那么
∑

i ciXi 的分布就是 τc1 ∗ τc2 ∗ · · · ∗ τcn , 这里 ∗ 表示卷积. 类似地,
∑

i ciXi + 1 的分布是

τc1 ∗ τc2 ∗ · · · ∗ τcn ∗ σ1. 这两个分布间的统计距离就是

∆
(∑

i

ciXi,
∑
i

ciXi+1
)
=

1

2

∥∥τc1∗τc2∗· · ·∗τcn−τc1∗τc2∗· · ·∗τcn∗σ1

∥∥
1
=

1

2

∥∥τc1∗τc2∗· · ·∗τcn∗(σ0−σ1)
∥∥
1

为了估计 L1 距离的上界, 只需对 L2 距离有足够紧的估计. 而计算 L2 距离可以利用傅立叶系数.
令 f = τc1 ∗ τc2 ∗ · · · ∗ τcn ∗ (σ0 − σ1), 那么 f̂ = τ̂c1 · τ̂c2 · . . . τ̂cn · σ̂0 − σ1. 对每个 a ∈ ZN ,

• |f̂(a)| ≤ |σ̂0 − σ1(a)| ≤ 2π
N

· |a|, 其中 |a| := min{a,N − a}. 当 |a| 较小时, 这是一个比较好的

估计.
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• 当 |a| 较大时, 使用另一个估计. 注意到

τ̂c(a) =
1

2
(1 + e−2πi

ac
N )

而 c 在 {1, . . . , B} 中均匀取值. 这样当 |a| 较大时, τ̂c(a) 在复平面上, 以 1/2 为中心, 以 1/2

为半径的圆上“均匀”分布. 因此以 Ω(1) 概率, τ̂c(a) 的绝对值小于 1− Ω(1).

具体来说,

E
c←{1,...,B}

[
|τ̂c(a)|2

]
=

1

B

B∑
c=1

|τ̂c(a)|2 =
1

B

B∑
c=1

1

4
(1 + e−2πi

ac
N )(1 + e2πi

ac
N )

=
1

B

B∑
c=1

1

4
(2 + e−2πi

ac
N + e2πi

ac
N )

=
1

2
+

1

B

1

4

(1− e−2πi
aB
N

e2πi
a
N − 1

+
1− e2πi

aB
N

e−2πi
a
N − 1

)
≤ 1

2
+

1

B

1

|e2πi a
N − 1|

≤ 1

2
+

1

B

1

2 · | sin(π a
N
)|

只要 |a| ≥ N/B 且 B ≥ 2

E
c←{1,...,B}

[
|τ̂c(a)|2

]
≤ 1

2
+

1

B

1

2 · | sin(π a
N
)|

≤ 1

2
+

1

B

1

2 sin(π/B)
≤ 3

4
.

根据 Chernoff bound,

Pr
[
1

n

n∑
i=1

|τ̂ci(a)|2 ≥ 7/8

]
≤ e−n/64.

利用算术平均和几何平均的关系,

Pr
[ n∏
i=1

|τ̂ci(a)|2 ≥ (7/8)n
]
≤ e−n/64.

这样以 1−N · e−n/64 的概率, 对所有 a ∈ [N/B,N −N/B], 均有

|f̂(a)| = |σ̂0 − σ1(a)| ·
n∏

i=1

|τ̂ci(a)| ≤
n∏

i=1

|τ̂ci(a)| ≤ (7/8)n/2.

综合两种情况, 以 1−N · e−n/64 的概率

∥f∥22 =
∑
x

f2(x) =
1

N

∑
a

f̂2(a) =
1

N

∑
a:|a|<N/B

f̂2(a) +
1

N

∑
a:|a|≥N/B

f̂2(a)

≤ 1

N

∑
a:|a|<N/B

(2π
N

· |a|
)2

+
1

N

∑
a:|a|≥N/B

(7/8)n

≤ 8π2

B3
+ (7/8)n.

根据 Cauchy-Schwarz 不等式, 此时

Err(c1, . . . , cn) =
1

2
∥f∥1 ≤

1

2

√
N · ∥f∥2 ≤

1

2

√
N
(8π2

B3
+ (7/8)n

)
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为了达到题设的要求, 只需要 n,N,B 满足

1−N · e−n/64 ≥ 1− 2−λ,
1

2

√
N
(8π2

B3
+ (7/8)n

)
≤ 2−λ, N > nB + 1, B ≥ 2.

不难验证, 存在 n = O(λ), B = O(2λλ), N = nB + 1 使得需要的条件均被满足.
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