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导言

缘起
离散数学与结构是计算机科学的基础之一，它在计算机科学的各个领域有着广泛的

应用；特别地，它是今后许多专业课程，例如计算理论、数据结构、算法设计与分析、程序

设计语言、编译原理等的先行课程．换句话说，很少有计算机科学家主要研究离散结构

本身，但大多数计算机科学的领域的研究要求具备处理离散数学概念的能力和技巧．

作者于 2017 年秋季为北京大学第一期图灵班离散数学和结构课程备课时，John
Hopcroft教授建议参照国外现代教学理念在一个学期内将离散数学基本内容完成．与
此同时，信科学院教学副院长李文新教授也提出：不能降低北京大学离散数学基础的深

度．这给课程同时提出了深度和广度的要求，从而给课程的进度安排、同学们的学习都

带来了挑战．

面对这些挑战，我们在课程中设计了一个“专家学生（expert student）”的部分．学生
参与辅助教学一定意义上是北大的传统；我们将这一思路扩展成学习的一个环节，并给

予了 10%的成绩激励同学普遍参与．
专家学生的第一个工作就是主讲习题课．每位同学所负责的习题课的具体话题不

直接指定，而由同学们自愿报名决定，由他们选择最适合自己或是最感兴趣的题目．专

家学生在消化课件及各种资料后，根据自己的心得总结成讲义，以提供给同学们复习和

扩展阅读参考．这些材料深受同学欢迎．专家学生还要负责给出一部分新的习题．它们

应当具有一定的原创性，而且难度适中．这样我们能够不断更新习题集，供下一届同学

使用．在期末考试最后的反馈环节中，大家提出了各种批评和鼓励，其中最为集中鼓励

的便是“专家学生”环节．

在几个学期中，专家学生一起完成的课堂笔记和习题由助教们收集汇总，改进成为

一份较为完整的辅助学习资料．本书就是根据图灵班自 2017年至今开设离散数学与结
构课程的经验，在先前整理编写的讲义、材料的基础上进行整理、改写和扩充得到的．

致谢 在课程的教学中我们曾经使用过 Hopcroft 教授建议的 Rafael Pass 和 Wei-
Lung Dustin Tseng 的《A Course in Discrete Structures》[pass2011course] 以及李文新
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viii 导言

教授推荐的北京大学三位老师耿素云、屈婉玲和王捍贫撰写的《离散数学教程》

[gqw2009discrete]．这两本教材为讲义的编写提供了许多灵感．感谢信科学院和前沿计
算研究中心在教学工作中的支持；John Hopcroft、李文新教授、蒋婷婷教授的许多建议对
教学工作的顺利开展起到了很大的帮助．

我们还要感谢本课程最初两年的助教潘成、王冬鸽和毕泉智同学．他们整理的第

一、二年的教学资料对本书的撰写起到了奠基的作用．历年来的其他助教也对本书的内

容有诸多贡献，在此列出，一并致谢（排名不分先后）：

⊳ 2017年 王冬鸽、潘成；

⊳ 2018年 王冬鸽、陈思禹、李佳蔚、马义平、吴怡凡；

⊳ 2019年 陈昱蓉、魏智德、詹冠其、史梦芝；

⊳ 2020年 陈昱蓉、陈炤桦、许晟伟、胡欣妍、王畅、岳鹏云、李舒辰；

⊳ 2021年 陈炤桦、王畅、李柄辉、唐静吾；

⊳ 2022年 陈炤桦、李翰禹、唐静吾、李柄辉、王颖、潘宇琦．

除此之外，我们要特别感谢的是孔雨晴老师，是她鼓励我们将离散数学课程的材料

整理成书稿．本书能够最终成稿还离不开吴双老师的行政协助以及李哲同学对文字和

排版的意见．最后，非常感谢北京大学 2017～2021级图灵班的全体同学，他们阅读了本
书各版本的草稿，对课程提出了宝贵的建议．

限于作者的知识水平，书中恐有不妥之处，恳请读者不吝批评和指正．

邓小铁 王畅

2022年 4月于燕园
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ix

内容一览
本书是为计算机科学相关专业二年级本科生撰写的教材，因此我们假定读者已经具

有了数学分析和高等代数的基础；它可以直接按顺序作为一学期（48～64学时）离散数
学课程的讲稿，另外也可以供相关研究生和研究人员作为参考．

离散数学课程的定位是广度和深度兼顾．我们希望课程能为学生今后的科研和工

作中提供一个广泛、丰富的工具箱，同时也挖掘出一个自己特别感兴趣和擅长的方向，既

方便他们快速想到需要的数学方法，同时也有所专精．因此，我们在正文中选择了最有

代表性和实用性的材料，在精简的基础上争取显示出相关领域的特点和它们新近在计算

机科学中的前沿应用，努力使用简单、轻松的语言进行叙述．内容分为五个部分，即公理

集合论、数理逻辑初步、数论与代数、计数与概率、图论初步．具体概览如下：

⊳ 公理集合论 本部分以罗素悖论为引，介绍公理集合论的基础架构，由此重新导出集

合的运算、关系、映射等熟知的内容．我们还强调集合论对“无穷”这一概念的认识

和刻画，这是之后自然数、序数和基数部分的叙述线索．基数部分的证明技巧也比

较重要．

⊳ 数理逻辑初步 首先对读者在中学时期就已经熟悉的简单逻辑进行复习，引入范式

等今后常用的概念，然后比较快地进入形式系统的研究．我们选用了一个不太常

见但更容易论证的 Frege型系统．语法和语义之间的区别和联系是这些内容的主
线．最后我们对一阶逻辑作了简短的介绍．

⊳ 数与代数 数论的知识作为代数的例子在本部分作为先声，它在密码学的应用也

在此有了非正式的简介．然后引入群、环、域的概念和性质，其中比较重要的有

Lagrange定理、同构定理、（正规）子群和理想、有限域等．

⊳ 计数与概率 这部分的内容相对比较琐碎．计数部分着重谈及最典型的计数方法，

包括基本计数模型、二项式系数和容斥原理等．同时在后续章节补充了生成函数

和 Pólya方法．在 Pólya方法中还囊括了一些和置换群有关的性质．如果已经学过
概率统计课程，概率部分的基础知识介绍就可以略过．不过之后的概率方法是本

书内容的一个特色之一，我们比较全面地介绍了使用概率方法进行证明的技巧，并

解释了它和随机算法的联系．

⊳ 图论初步 我们以比较短的篇幅快速罗列了图论中的基础概念，然后介绍了几个图

论中的几个重要定理，例如树的性质、判定 Hamilton和 Euler图的定理、连通度的
Whitney定理等．匹配理论是图论部分的高潮，本书的证明采用了代数的方法，即
用线性规划的统一框架快速给出全部结果的论证，另外介绍了稳定匹配这个趣题．

最后我们谈及了平面图判定的 Kuratowski定理和图染色的基本算法．

附录中还对简要概述了渐近分析的基础知识．
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图 1: 各章节之间的依赖关系图

图 1示出了各章节之间的依赖关系图，读者可依据依赖关系选择一部分进行阅读．
其中实线连接的是应当具备的前置章节，虚线表示并非必需但对理解有帮助的前置章

节，带有 *号的章节表示可以跳过或者不看证明．
除了比较短的章节之外，每章大体可以使用一周 3～4学时的时间完成教学．章节以

阅读提示和背景介绍起手，并分为以 §标记的小节．所有的定理都尽量提供较短的证明，
证明之前一般先叙述主要思想，证明的结尾用 ◻标记．如果因比较难而省略证明，则会
指明可以找到详细证明的参考材料．课文中对于一些比较关键或者抽象的内容附有例

子、例题和注，其中例子的结尾用 ♢标记，注的结尾用 ♤标记．在每一节的末尾，我们给
出一定数量的习题．习题中有一些是对课文中没有仔细论述的内容的扩展，有一些是介

绍过的性质的简单应用；有一些习题是基于论文中的研究结果，这些习题中附有引文供

参照．章末提供了关于本章内容的进一步注解，主要是讲述历史背景，介绍一些可以深

入阅读的材料，补充未能论述的内容，以及对所有课文中引述的结果列明参考文献．

课文中有许多术语来源于外文，除了人名以外的词汇尽量选用通译，而人名则使用

拉丁字母的转写．书末的索引中还给出了按字母或汉语拼音排序的中英对照术语表．书

中的数学符号在正文中基本上均给出了定义，同时也可以参照结尾的符号表查阅．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58

第 \ref {chap:zfc} 章.html
第 \ref {chap:natural_number} 章.html
第 \ref {chap:ordinal} 章.html
第 \ref {chap:cardinal} 章.html
第 \ref {chap:propositional} 章.html
第 \ref {chap:frege} 章.html
第 \ref {chap:first_order} 章.html
第 \ref {chap:number_theory} 章.html
第 \ref {chap:group} 章.html
第 \ref {chap:ring_field} 章.html
第 \ref {chap:basic_counting} 章.html
第 \ref {chap:probability} 章.html
第 \ref {chap:generating_function} 章.html
第 \ref {chap:polya} 章.html
第 \ref {chap:probmethod} 章.html
第 \ref {chap:graph} 章.html
第 \ref {chap:tree} 章.html
第 \ref {chap:euler_hamilton} 章.html
第 \ref {chap:matching} 章.html
第 \ref {chap:planar} 章.html
第 \ref {chap:coloring} 章.html
附录 \ref {chap:asympototics}.html


第一部分

公理集合论
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1 | 集合论的公理化
阅读提示

本章的主要目的是为加固和严格化集合论的基础．其中即将讲到的集合的各种

运算操作、等价关系、映射等概念的定义都是读者已经熟悉的，因此全部的重点是

理解集合论公理化的动机，并理解各个公理的意义和使用方法．这些重点和难点

集中在序言、§1.1节和 §1.3节的后半部分中．初学者可以将这一章的内容同数学
分析的前置内容——实数的严格定义相类比，即重新推导那些为我们惯用的性质

和操作，所以开始阅读本章时稍感困难和不习惯是正常的．如果读者对严格性和

形式化有追根溯源的好奇心，也可以将集合论部分的内容和后面逻辑部分的内容

参照阅读，不必拘泥于章节顺序．

集合论是由 Cantor在十九世纪下半叶创立的学科．从那时开始，集合论的理论就被
广泛地应用到数学的各个分支中．它深刻地改变了数学的面貌，以致于今天集合论几乎

成为了数学的根本基础．

不过，在集合论的新生时期，Cantor 是使用直觉来看待集合的．他说：“一个集
合是指我们直觉中或理智中确定的，互不相同的对象汇集而成的整体，这些对象称

为该集合的元素．”现在，我们把这种用直觉“定义”得到的集合论称为朴素集合论

[schilpp1947philosophy]，这也是我们在中学所学到的集合论之样貌．
这种朴素的理解是有益的，比如它明确地说出了集合的元素是确定的，其中的元素

是没有重复的；而且这种朴素的方式不妨碍 Cantor建立广泛而深刻的理论．但是，对于
一些理论的基础问题，特别是集合的定义问题的模糊，使得集合论本身存在逻辑上的漏

洞．比如说，人们发现了形形色色的集合论悖论，朴素集合论对这些问题不能作出令人

满意的回答．

我们讨论一个经典的集合论悖论，它被称为罗素悖论．考虑这样一个集合：

𝑋 = {𝑆 ∶ 𝑆 ∉ 𝑆}．问题是：𝑋 ∈ 𝑋 还是 𝑋 ∉ 𝑋 呢？如果 𝑋 ∈ 𝑋，根据 𝑋 的定义，𝑋 不
满足 𝑋 成员所需要的性质，故 𝑋 ∉ 𝑋；如果 𝑋 ∉ 𝑋，𝑋 的定义又反过来告诉我们 𝑋 满

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



4 一 集合论的公理化

足其成员的性质，于是 𝑋 ∈ 𝑋．这样一来，我们得到

(1.0.1) 𝑋 ∈ 𝑋 ⟺ 𝑋 ∉ 𝑋.

这是一个矛盾！

集合论的发展表明，必须对集合的构造方法加以限制，才能使得它成为可靠的数学

基础；随意地定义和操作集合，将会导致矛盾．罗素悖论中所构造“集合”的方法，不应该

为我们所容许．因此，我们需要明确知道哪些构造方法是规范的，并把那些最基本的构

造方法总结为公理．除了公理之外，我们最初不承认其他任何命题的正确性，而是完全

在公理的基础进行推证，建立严格的集合论系统（公理集合论），并由此构造出全部的数

学．这样的思想称为公理化方法，可以追溯到古希腊的 Euclid和他的《几何原本》．
我们在离散数学课程中谈及公理集合论，不仅是为了理解数学论证的严格基础．公

理集合论的研究大大推动了早期计算理论的发展，von Neumann、Turing、Gödel等人的研
究部分肇源于集合论；而集合论中的不少论证思想至今仍有使用．

在具体谈及集合论公理之前，我们还要确定如何表述这些公理．严格地说，由于随

意使用自然语言也会导致矛盾（例如：“这句话是假话”），所以下面要探讨的集合论必须

是符号化的，它建构在一阶逻辑和二元谓词 ∈, =之上（有关逻辑和一阶逻辑的正式介绍
可参照第 5章等章节，以下只是作一个足够集合论部分使用的介绍）．

首先，我们不定义集合的概念．在论证中则用字母 𝑎, 𝑏, 𝑐, … ; 𝐴, 𝐵, 𝐶, … 等来表示

集合．而且，我们不区分集合和元素，而把它们都抽象地视为集合．也就是说，提到的对

象是集合，而其中的元素也可以被视为集合，比如集合 {𝑎}的“元素”𝑎也是一个集合．当
提到“集族”等词汇时，一般只是为了强调直观上的层次．符号 ∈用来连结两个集合，例
如 𝑎 ∈ 𝐴，但它的具体语义也不定义，同集合一样将由公理刻画，尽管所刻画的直观含义
仍然是“属于”．我们把 𝑎 ∈ 𝐴形象地读作“𝑎属于 𝐴”．对于等号 =，我们将直接将其性质
作为自明的事实使用，特别是：如果 𝑋 = 𝑌，则它们在任何逻辑表达式中的出现均可相互
替换．

以上符号可使我们写出诸如 𝑎 = 𝑏, 𝑎 ∈ 𝑏之类的语句．这些语句用一阶逻辑的连
接词和量词组合就成为我们要使用的符号语言．具体地说，我们要求集合论中涉及

的逻辑表达式具有形式化的简单结构．这样做的目的是规避自然语言中的一些自指

（self-reference）问题（例子还是前面提到的“这句话是假话”）．

1.0.1定义 设 𝑎, 𝑏是代表集合的字母，规定 𝑎 ∈ 𝑏, 𝑎 = 𝑏都是合式公式，而且
(i) 如果 𝜙, 𝜓 是合式公式，那么规定 (𝜙 ∨ 𝜓), (𝜙 ∧ 𝜓), (𝜙 ⟹ 𝜓), (𝜙 ⟺ 𝜓), (¬𝜙), (¬𝜓)
都是合式公式；

(ii) 如果 𝜙(𝑥)是关于变元 𝑥的合式公式，那么规定 ∀𝑥(𝜙(𝑥)), ∃𝑥(𝜙(𝑥))都是合式公式；
(iii) 其他逻辑表达式都不是合式公式．
在集合论中，写出定义 𝑆 ≝ {𝑥 ∈ 𝑇 ∶ 𝐶(𝑥)}时使用的 𝐶(𝑥)必须是合式公式，而且

𝐶(𝑥)表达式中不得含有 ∀𝑥, ∃𝑥, 𝑆（以避免自指）．这样的表达式 𝐶(𝑥)称为集合论条件．
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§1.1 Zermelo–Fraenkel集合论 5

最后，本部分中的逻辑符号均使用自然、符合直觉的语义．对于命题 𝜙, 𝜓，我们以
𝜙 ∧ 𝜓 表示“𝜙而且 𝜓”，以 𝜙 ∨ 𝜓 表示“𝜙或者 𝜓”．命题间的蕴涵关系以 ⟹ 表达，

𝜙 ⟺ 𝜓 则表示 𝜙等价于 𝜓．我们以 ∀ ⋯ 表达量词“对所有⋯⋯”，以 ∃ ⋯ 表达“存在

⋯⋯”．我们还将继续用 𝑌 ⊆ 𝑋 这个记号来表示逻辑表达式 ∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑌 ⟹ 𝑧 ∈ 𝑋)，并
读作“𝑌 是 𝑋 的子集”；用 𝑌 ∉ 𝑋 来记 ¬𝑌 ∈ 𝑋，等等．

1.1 Zermelo–Fraenkel集合论
我们接下来要介绍的公理集合论体系，是Zermelo于 1908年建立的 [zermelo1908untersuchungen]，

后来在 1921年前后，由 Fraenkel等人补充、完善，因而称为 Zermelo–Fraenkel集合论．
表 1.1中了列出整个公理体系中的公理，以下我们会逐条介绍它们的意义和应用．

在具体叙述这些公理的时候，会先用自然语言表述一次，然后列出相应的形式化表达，请

读者注意学习后者的表达方式．

序号 公理名称 课文中叙述 意义概述

1 外延公理 公理 1.1.1 规定了集合相等和 ∈的含义
2 分离公理 公理 1.1.2 限制了集合论条件的使用

3 配对公理 公理 1.1.6 据此定义无序对和有序对的概念

4 并集公理 公理 1.1.7 规定了并集运算

5 幂集公理 公理 1.2.3 规定了幂集运算

6 正则公理 公理 1.3.9 不存在以自身为元素的集合/简化关于序数
的论证

7 替换公理 公理 1.3.11 构造大序数

8 无穷公理 公理 2.1.3 构造自然数/可数无穷
9 选择公理 公理 1.3.7 较复杂,请阅读课文

表 1.1: 公理 1～6和 8组成的公理体系由 Zermelo提出，称为 Z；7由 Fraenkel后来补充，它们合起
来称为 ZF；最后添加选择公理 9会得到 ZFC公理体系

ZF集合论的第一条公理间接地规定了集合的意义．

1.1.1公理 (外延公理) 两个集合相等，如果它们的所有元素都相同：

∀𝑋∀𝑌 (∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑋 ⟺ 𝑥 ∈ 𝑌 ) ⟹ 𝑋 = 𝑌 ).

根据前面指明的相等的性质，任何相等的集合在逻辑表达式中都可以相互替换，所

以上面公理叙述中的“如果”可以改为“当且仅当”．而且，根据 ⊆的定义，证明两个集合
相等仍然可等价地转化为证明二者相互包含．

外延公理的本质是通过指明 ∈的含义来表达本章开头 Cantor的话的意思：集合里
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6 一 集合论的公理化

有一些元素，这些元素从属集合的性质用 ∈表达，集合完全被其中的元素决定．所以，外
延公理保证了通过之后其他公理产生的各种新集合的唯一性．

罗素悖论提示我们，不应该使得所有的集合论条件都用来随意地定义集合．因此，

我们稍稍减弱要求，限制集合论条件的应用范围．以下第二条公理就是允许我们从已有

的集合中通过集合论条件得到新的更小的集合．它也可以用来排除罗素悖论中的问题．

1.1.2公理 (分离公理模式) 对每个集合论条件 𝜙(𝑥)，可以通过该表达式选择给定集合中
的元素，分离出一个新的集合：

∀𝑌 ∃𝑋∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑋 ⟺ (𝑥 ∈ 𝑌 ∧ 𝜙(𝑥))).

根据 ⊆的定义，我们知道这时可以记 𝑋 ⊆ 𝑌，所得的集合就称为子集．

1.1.3注 因为分离公理必须要对所有合法的 𝜙(𝑥)成立，实际上是无穷多个公理，所以加
“模式”二字． ♤

简单地说，分离公理要求运用集合论条件构造新集合时，必须先找一个已有的集合

作为包容集．由于罗素悖论中所叙述的集合并不基于某个已经证明良定义的集合的子

集产生，所以它的操作是没有意义的．当然，这里对罗素悖论的解决方案是“避开”，也就

是说不再认为其规定的集合是理所当然地存在的（从逻辑的角度说，此时还不排除使用

之后谈到的公理重新导出之的可能；但事实上这不可能，参看习题 1.3.8）．我们还可以
用分离公理和罗素悖论的思想导出下面的命题：

1.1.4定理 不存在包括一切集合的集合（“万有集”）．

证明 若存在，根据分离公理，罗素悖论规定的集合就成为确实存在的集合，这样就立刻

导出式 (1.0.1)，矛盾． ◻

据此，也可以这样指出罗素悖论的问题：随意地操作范围过大的集合．实际上，公理集合

论就特别小心地避开这一问题，通过慢慢扩大集合，建立集合的层次结构．在更高阶的

集合论中，所有集合的全体可以构成类．

现在我们知道了从已有的集合中分离新集合的方法，但我们仍然无法确定是否真的

存在一个集合，否则失去了起点的讨论是漫无边际、没有意义的．我们先利用分离公理

和今后要提到的无穷公理（2.1.3）导出一个特别的集合的存在性．

1.1.5引理 存在一个集合，它不包含任何元素：

∃𝑋(∀𝑥(𝑥 ∉ 𝑋)).

证明 设 𝜔是无穷公理保证存在的归纳集（无穷集），我们取集合 {𝑥 ∈ 𝜔 ∶ ¬𝑥 = 𝑥}，则
它不包含任何元素，从而空集存在． ◻

根据外延公理，空集存在且唯一，记为 ∅．
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§1.1 Zermelo–Fraenkel集合论 7

这就好像盘古开天地，有了一个集合并规定了 ∈的操作方式后，我们需要通过已有
的集合产生新的集合．除了分离公理提供的抽取子集的办法外，下面是一个扩大集合的

公理，它把已有集合放在一起．

1.1.6公理 (配对公理) 对任意的集合 𝑋, 𝑌，存在一个集合，使得其中的元素恰包含
𝑋, 𝑌：

∀𝑋∀𝑌 ∃𝑍∀𝑢(𝑢 ∈ 𝑍 ⟺ (𝑢 = 𝑋 ∨ 𝑢 = 𝑌 )).

我们把配对公理中规定的新集合 𝑍 记为 {𝑋, 𝑌 }．借助配对公理可制造许多新集合．例
如，{𝑎, 𝑎} ≝ {𝑎}, ∅, {∅}, {∅, {∅}}都是集合．

配对公理的操作有点像把两个元素取并，但是每运用一次配对公理，都会在符号的

层次上多产生一层大括号．我们现在引入“去掉大括号”的公理，即承诺取并操作：

1.1.7公理 (并集公理) 对任何集合（为了直观，你可以想象为集合的集合，即集族）𝐼，
都存在一个集合 𝐴，使得 𝐴中的元素恰为 𝐼 中一切集合的一切元素：

∀𝐼∃𝐴∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴 ⟺ ∃𝑖 ∈ 𝐼(𝑥 ∈ 𝑖)).

记上述公理中的 𝐴 = ⋃ 𝐼．注意这里的并集和我们以前所熟悉者还是略有差别，因为
此处我们先要把待取并的集合放在一起构成一个集合，然后对后者作并集操作．图 1.1
形象地表示了 ⋃ 𝐼 的效果：图中的圆圈可以视为集合的花括号，虚线表示 𝐼 中的元素
（集合），对于一个集合（族）取并，相当于将其中的内层大括号去掉（此直观理解取自

[dtk1988basicsettheory]）．

𝐼 ⋃ 𝐼

图 1.1: 对于一个集合（族）取并，相当于将其中的内层大括号去掉

至此，我们就得到了一大批可供操作的集合．

1.1.8例 (i) ⋃ ∅ = ∅, ⋃{∅, {∅}} = {∅}．
(ii)如果 𝑋 ∈ 𝑀，那么一定有 𝑋 ⊆ ⋃ 𝑀．
(iii)结合配对公理，我们定义更加熟悉的二元运算 𝐴 ∪ 𝐵 ≝ ⋃{𝐴, 𝐵}．容易验证二元

运算 ∪的基本性质，如交换律、结合律等．
(iv)序列

𝑁1 = ∅, 𝑁2 = {∅}, 𝑁3 = {∅, {∅}}, 𝑁4 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, … , 𝑁𝑖 = 𝑁𝑖−1 ∪ {𝑁𝑖−1}
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8 一 集合论的公理化

中前任意有限多个元素都是集合．（这其实是之后要定义的自然数的雏形．） ♢

1.1.9例题 设 𝐴, 𝐵是集合，证明：⋃(𝐴 ∪ 𝐵) = (⋃ 𝐴) ∪ (⋃ 𝐵)．

证明 我们用⋃, ∪的定义形式化地验证如下：

𝑥 ∈ (⋃ 𝐴) ∪ (⋃ 𝐵) ⟺ 𝑥 ∈ ⋃ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ ⋃ 𝐵

⟺ (∃𝑀(𝑀 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝑀)) ∨ (∃𝑀(𝑀 ∈ 𝐵 ∧ 𝑥 ∈ 𝑀))
⟺ ∃𝑀[(𝑀 ∈ 𝐴 ∨ 𝑀 ∈ 𝐵) ∧ 𝑥 ∈ 𝑀] ⟺ ∃𝑀(𝑀 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ∧ 𝑥 ∈ 𝑀)
⟺ 𝑥 ∈ ⋃(𝐴 ∪ 𝐵). ◻

回忆开头提到的原则，我们要完全在公理的基础进行推证．因此，为了恢复我们对

集合的基本操作的合法性，需要进一步证明那些集合的运算都是合法的．但是不是像并

集一样，对于每个运算我们都要引入新的公理呢？答案是否定的，上面几个简单的公理

已经足够证明集合的交、补、差、对称差所得到的对象都是集合．

因为分离公理允许了更小的集合，所以可以直接定义交集而不必诉诸公理．

1.1.10命题 设 𝐼 是一个非空集族，则 𝑋 = {𝑥 ∶ ∀𝑖(𝑖 ∈ 𝐼 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑖)}是一个集合．称 𝑋
为 𝐼 中集合的交，记为⋂ 𝐼．

证明 因为 𝐼 ≠ ∅，所以可取 𝑖0 ∈ 𝐼，则 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑖0 ∶ ∀𝑖(𝑖 ∈ 𝐼 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑖)}，故由分离公
理得 𝑋 良定． ◻

和并集一样，可进一步定义二元运算 𝐴 ∩ 𝐵 = ⋂{𝐴, 𝐵}．
利用交运算，我们引入一种特殊的并集：

1.1.11定义 设 𝐴, 𝐵是集合，称并集 𝐴 ∪ 𝐵是不交并，如果 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，记作 𝐴 ⊔ 𝐵．

1.1.12注 如若上下文中未强调 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，则 𝐴 ⊔ 𝐵 的含义为 𝐴 × {0} ∪ 𝐵 × {1}，表示
明确地认为 𝐴, 𝐵中元素互异．（笛卡尔积 ×的严格定义在下一节．） ♤

用分离公理亦可同理导出差集和补集运算，读者可以仿照前面的方法自己证明．

1.1.13命题 设 𝐴, 𝐵 是集合，则 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ∉ 𝐵}是一个集合．称 𝑋 为 𝐴, 𝐵 的差，
记为 𝐴 − 𝐵或者 𝐴 ⧵ 𝐵．对于给定的全集 𝑈，定义 𝐴的补集 𝐴𝑐 为 𝑈 ⧵ 𝐴．

最后还要指出一个相对不常见的集合运算，它对应于逻辑中的异或．

1.1.14命题 设 𝐴, 𝐵 是集合，则 𝑋 = (𝐴 ⧵ 𝐵) ∪ (𝐵 ⧵ 𝐴) = (𝐴 ∪ 𝐵) ⧵ (𝐴 ∩ 𝐵)是一个集合．
称 𝑋 为 𝐴, 𝐵 的对称差，记为 𝐴 △ 𝐵（视所讨论语境不同，有时也更形象地记为 ⊕）．其
Venn图如图 1.2所示．

现在，朴素集合论中部分常用的集合操作都已经得到了承诺（或者公理，或者定

理）．朴素集合论中导出的运算性质，例如 de Morgan律和分配律，在公理集合论中也可
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§1.1 Zermelo–Fraenkel集合论 9

𝐴 𝐵

𝐴 △ 𝐵

图 1.2: 对称差操作的 Venn图

以完全一样地证明．我们以例题的方式呈现和复习：

1.1.15例题 设 𝑆 为非空集合，𝐴为集合．假设 𝐴的全体子集构成一个集合 𝐵1．令

𝑇1 = {𝑌 ∈ 𝐵 ∶对某个 𝑋 ∈ 𝑆 有 𝑌 = 𝐴 ∩ 𝑋},
𝑇2 = {𝑌 ∈ 𝐵 ∶对某个 𝑋 ∈ 𝑆 有 𝑌 = 𝐴 ⧵ 𝑋}.

证明：

(1)（分配律）𝐴 ∩ ⋃ 𝑆 = ⋃ 𝑇1；

(2)（de Morgan律）𝐴 ⧵ ⋃ 𝑆 = ⋂ 𝑇2 和 𝐴 ⧵ ⋂ 𝑆 = ⋃ 𝑇2．

证明 (1) 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ ⋃ 𝑆 当且仅当 𝑥 ∈ 𝐴而且存在 𝑋 ∈ 𝑆 满足 𝑥 ∈ 𝑋，这等价于存在
𝑋 ∈ 𝑆 使得 𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝐴，也等价于 𝑥 ∈ ⋃ 𝑇1．

(2)证明如下：

𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ ⋃ 𝑆 ⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (¬ (𝑥 ∈ ⋃ 𝑆)) ⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (¬(∃𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝑋)))

⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (∀𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∉ 𝑋)) ⟺ ∀𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝑋)
⟺ ∀𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ 𝑋) ⟺ 𝑥 ∈ ⋂(𝐴 ⧵ 𝑋)

⟺ 𝑥 ∈ ⋂ 𝑇2,

以及完全对偶地

𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ ⋂ 𝑆 ⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (¬ (𝑥 ∈ ⋂ 𝑆)) ⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (¬(∀𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝑋)))

⟺ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (∃𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∉ 𝑋)) ⟺ ∃𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝑋)
⟺ ∃𝑋 ∈ 𝑆(𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ 𝑋) ⟺ 𝑥 ∈ ⋃(𝐴 ⧵ 𝑋)

⟺ 𝑥 ∈ ⋃ 𝑇2. ◻

1这实际上是下一节要用公理承认存在性的幂集，不过我们这里使用它仅仅是为了定义 𝑇1, 𝑇2：因为应用分
离公理时，需要给出一个包容集．
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10 一 集合论的公理化

1.1.16例题 证明：集合 𝐴 = 𝐵当且仅当存在集合 𝐶，𝐴 ∩ 𝐶 = 𝐵 ∩ 𝐶 ∧ 𝐴 ∪ 𝐶 = 𝐵 ∪ 𝐶．

证明 必要性显然．考虑充分性：为了利用 𝐶，我们必须对 𝐴, 𝐵作出合适的分解．首先

𝐴 = (𝐴 ∩ 𝐶) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶𝑐).

因而我们只需要证明 𝐴 ∩ 𝐶𝑐 = 𝐵 ∩ 𝐶𝑐．为此，利用 𝐴 ∪ 𝐶 = 𝐵 ∪ 𝐶．注意到

𝐴 ∪ 𝐶 = (𝐴 ∩ 𝐶𝑐) ⊔ 𝐶,

故我们也有 𝐴 ∩ 𝐶𝑐 = 𝐵 ∩ 𝐶𝑐．这就完成了证明． ◻

习题 1.1
1. 假设把 ZF集合论中的配对公理和并集公理分别弱化为下面的形式，其他公理均不变：
(a)对任何集合 𝐴, 𝐵都存在一个集合 𝐶，使得 𝐴 ∈ 𝐶 而且 𝐵 ∈ 𝐶．
(b)对任何集合 𝑆 都存在一个集合 𝑈，使得 𝑋 ∈ 𝐴, 𝐴 ∈ 𝑆 能推出 𝑋 ∈ 𝑈．
这样得到公理体系 ZF′．证明：ZF和 ZF′ 等价．

2. 证明：集合的“全局补”不存在，即是对任意的集合 𝐴，“补集”𝐴𝑐 ≝ {𝑥 ∶ 𝑥 ∉ 𝐴}都不可能是一个
集合．

3. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 都是集合，证明：存在一个集合 𝑃，使得 𝑥 ∈ 𝑃 当且仅当 𝑥 = 𝐴或者 𝑥 = 𝐵 或者
𝑥 = 𝐶．推广结论到四个集合的情形．
4. 化简下列表达式：
(1) ∅ ∩ {∅}；
(2) {∅, {∅}} ⧵ ∅；
(3) {∅, {∅}} ⧵ {∅}；
(4) {∅, {∅}} ⧵ {{∅}}．

5. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 为集合，证明：
(1) 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ⧵ (𝐴 ⧵ 𝐵)；
(2) 𝐴 ⧵ (𝐵 ⧵ 𝐶) = (𝐴 ⧵ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)．

6. 设 𝐴, 𝐵, 𝐸, 𝐹 为集合，证明：
(1) 若 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐸 ∪ 𝐹，且 𝐴 ∩ 𝐹 = 𝐵 ∩ 𝐸 = ∅，则 𝐴 = 𝐸, 𝐵 = 𝐹；
(2) 若 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐸 ∪ 𝐹，则 (𝐴 ∩ 𝐸) ∪ (𝐴 ∩ 𝐹 ) = 𝐴．

7. 下述关于集合的等式是否正确？证明或者举出反例．
(1) (⋂ 𝐴) ∩ (⋂ 𝐵) = ⋂(𝐴 ∩ 𝐵)．
(2) (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) ⧵ (𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 △ 𝐵) ∪ (𝐵 △ 𝐶)．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



§1.2 关系 11

1.2 关系
在日常生活中或是数学中，我们常常遇到关系这个概念．例如父子关系、同学关系、

等于关系、小于关系、函数关系等，它们有着不同的性质．在计算机科学中，用关系来给

数据库建模就得到著名的关系型数据库（Codd, 1981年图灵奖）．利用集合论，我们可
以抽象地给出关系的定义并研究它们．

朴素地说，集合 𝐴和 𝐵的元素之间的关系可以视为笛卡尔积 𝐴 × 𝐵的一个子集，若
一个有序对 (𝑎, 𝑏)在该子集中，则表示 𝑎和 𝑏具有某关系．我们首先利用前面介绍的公
理集合论体系来定义有序对和笛卡尔积的概念．

回忆配对公理的叙述，它导出了一个无序对，因为 {𝑎, 𝑏} = {𝑏, 𝑎}．要区别顺序，则可
以通过一些小技巧来完成．我们采用如下标准的方法：

1.2.1定义 (Kuratowski) 设 𝑥, 𝑦为集合，称 {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}为有序对，简记为 (𝑥, 𝑦)．

利用外延公理，我们可以证明这样定义出的有序对确实将第一坐标 𝑥和第二坐标 𝑦
区分开来了．

1.2.2命题 有序对 (𝑥, 𝑦) = (𝑧, 𝑤)当且仅当 𝑥 = 𝑧而且 𝑦 = 𝑤．

证明 充分性显然．下证必要性．设 {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}} = {{𝑧}, {𝑧, 𝑤}}，则
(i) {𝑥} = {𝑧}且 {𝑥, 𝑦} = {𝑧, 𝑤}．于是 𝑥 = 𝑧，而且

(a) 𝑥 = 𝑧, 𝑦 = 𝑤，命题成立．或者
(b) 𝑥 = 𝑤, 𝑦 = 𝑧，则 𝑥 = 𝑧 = 𝑤 = 𝑦，命题也成立．

(ii) 或者 {𝑥} = {𝑧, 𝑤}, {𝑧} = {𝑥, 𝑦}，于是 𝑥 = 𝑧 = 𝑤, 𝑧 = 𝑥 = 𝑦，命题成立．
总之，(𝑥, 𝑦) = (𝑧, 𝑤) ⟺ 𝑥 = 𝑧 ∧ 𝑦 = 𝑤． ◻

不过，现在还不知道两个集合中的元素各取一个得到的有序对的全体（即笛卡尔

积）是否构成了一个集合．为了使笛卡尔积所代表的集合存在，需要使集合的“大小”成

乘法级别的增长．我们可以引入以下公理2：

1.2.3公理 (幂集公理) 对任何集合 𝑋，存在其一切子集组成的集合：

∀𝑋∃𝑌 ∀𝑍(𝑍 ⊆ 𝑋 ⟺ 𝑍 ∈ 𝑌 ).

集合 𝑌 称为 𝑋 的幂集，记为 𝒫 (𝑋)．

因为和集合中元素“个数”的关系，𝑋 的幂集也可以记成 2𝑋．

接下来，我们用幂集公理导出笛卡尔积的存在性，然后用笛卡尔积定义（二元）关

系的概念．

2笛卡尔积存在性可以用后续提到的替换公理（公理 1.3.11）导出，但使用幂集公理可使其定义显著地简
单．同时，对于幂集的定义来说，幂集公理是不可或缺的．
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12 一 集合论的公理化

1.2.4命题 设 𝑋, 𝑌 是集合，则 𝑇 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }是一个集合．称 𝑇 为 𝑋, 𝑌 的
笛卡尔积，记为 𝑋 × 𝑌．

证明 因为 {𝑥}, {𝑥, 𝑦} 都是 𝐴 ∪ 𝐵 的子集，所以 {𝑥}, {𝑥, 𝑦} ∈ 𝒫 (𝐴 ∪ 𝐵)，这样一来
(𝑥, 𝑦) = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}就是𝒫 (𝐴∪𝐵)的子集．于是 {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵} ⊆ 𝒫 (𝒫 (𝐴∪𝐵))，
这就是分离公理所需要的包容集． ◻

1.2.5定义 恰以有序对构成的集合称为关系．𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 称为集合 𝑋, 𝑌 之间的一个关
系；(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅可以简记为 𝑥𝑅𝑦．特别地，𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑋 称为集合 𝑋 上的一个关系．

为了讨论一些比较有意义的关系，我们先定义几个有关关系的性质的词汇．

1.2.6定义 设 𝑅是集合 𝑋 上的一个关系．我们称 𝑅满足
⊳ 自反性 如果对每个 𝑥 ∈ 𝑋 都有 𝑥𝑅𝑥；
⊳ 对称性 如果对每个 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑥同时成立或者不成立；
⊳ 反对称性 如果对每个 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑥同时成立表明 𝑥 = 𝑦；
⊳ 传递性 如果对每个 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋，𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑧能推出 𝑥𝑅𝑧．

比如说，一般而言同学关系是对称而传递的，而父子关系则没有自反性、对称性或是

传递性；等于关系是自反，对称且传递的，而小于关系则只有传递性．

在关系中，我们特别关心的一类是等价关系．

1.2.7定义 所谓等价关系，就是说一个集合上满足自反性、对称性和传递性的关系．

等价关系经常记为 ∼．在 ∼下，与 𝑥等价的一切元素的集合写作 [𝑥]，称为等价类，𝑥
称为这个等价类的一个代表元．

1.2.8例 在 ℝ上定义 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑥 − 𝑦 ∈ ℤ，易验证这是一个等价关系．𝑥 ∈ ℝ所在的等
价类是 [𝑥] = {𝑥 + 𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ}．可以选择 𝑥的小数部分作为等价类的代表元．每一个等
价类的元素都是那些小数部分相同的实数． ♢

为什么要定义等价关系？下面的定理指出，定义了等价关系，就自然诱导了集合 𝑋
上元素的分类．

1.2.9定理 设 ∼是 𝑋 上的等价关系，则所有等价类𝑀 = {[𝑥] ∶ 𝑥 ∈ 𝑋}构成 𝑋 的一个
划分，即

(i) ⋃ 𝑀 = 𝑋，而且
(ii) 对每组不同的 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀，二者不交：𝐴 ∩ 𝐵 = ∅．

证明 依据自反性，对任意 𝑥 ∈ 𝑋 都有 𝑥 ∈ [𝑥] ∈ 𝑀，从而 𝑥 ∈ ⋃ 𝑀，于是 𝑋 ⊆ ⋃ 𝑀．
另一方面显见⋃ 𝑀 ⊆ 𝑋．所以⋃ 𝑀 = 𝑋．
设 𝑥 ∈ [𝑎] ∩ [𝑏]，则 𝑥 ∼ 𝑎, 𝑥 ∼ 𝑏，由传递性 𝑎 ∼ 𝑏．现在，对任意的 𝑎′ ∈ [𝑎]，都有

𝑎′ ∼ 𝑎 ∼ 𝑏，所以 [𝑎] ⊆ [𝑏]，同理 [𝑏] ⊆ [𝑎]，推得 [𝑎] = [𝑏]．故 [𝑎] ≠ [𝑏]表明 [𝑎] ∩ [𝑏] = ∅．◻
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这样一来，集合上的等价关系抽离了集合中某些我们不关心的性质，一个复杂集合

的结构就被等价关系近似为一些等价类组成的集合的结构．这时就只需要关注那些等

价类（或者说等价类的代表元）整体的性质，处理起来可能有所方便．由此引出：

1.2.10定义 设 ∼是 𝑋 上的等价关系，称等价类的集合 {[𝑥] ∶ 𝑥 ∈ 𝑋}为 𝑋 关于等价关
系 ∼的商集，记为 𝑋/ ∼．

1.2.11例 ℝ上等价关系 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑥 − 𝑦 ∈ ℤ的商集记为 ℝ/ℤ，根据前面的讨论知道它
和 [0, 1)之间存在一一对应． ♢

习题 1.2
1. 是否存在以一切偶集（形如 {𝐴, 𝐵}）为元素构成的集合？证明你的论断．
2. 证明：对任何集合 𝑋，幂集 𝒫 (𝑋)都不可能和 𝑋 相等．
3. 计算⋃ 𝒫 (𝒫 (∅))和⋂ 𝒫 (𝒫 (𝒫 (∅)))．

4. 假设我们采用如下对有序对的定义：

(𝑎, 𝑏) ≝ {{𝑎, ∅}, {𝑏, {∅}}}.

(1) 证明：在这种定义下 (𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑)当且仅当 𝑎 = 𝑐 而且 𝑏 = 𝑑．
(2) 将这种有序对定义推广到三元组 (𝑎, 𝑏, 𝑐)，然后证明判定两个三元组相等的充要条件．

5. 设 𝑋 是集合，是否有 𝑋 × (𝑋 × 𝑋) = (𝑋 × 𝑋) × 𝑋？证明或者举出反例．
6. 设 𝑅是一个关系，定义它的定义域 dom𝑅和值域 ran𝑅为

dom𝑅 ≝ {𝑥 ∶ ∃𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅},
ran𝑅 ≝ {𝑦 ∶ ∃𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅}.

证明：dom𝑅, ran𝑅都是集合．
7. 判断下列关系是否具有自反性、对称性或是传递性：
(1) 集合 {𝑎, 𝑏, 𝑐}上的关系 {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎), (𝑎, 𝑎)}；
(2) 设 𝐴是给定的集合 𝑋 的非空子集的集合，其上的关系 𝑢𝑅𝑣 ⟺ 𝑢 ∩ 𝑣 ≠ ∅；
(3) ℝ上的关系 𝑎𝑅𝑏 ⟺ |𝑎 − 𝑏| ≤ 2．

8. 找出平面上所有线段（含退化线段，即一个点）构成的集合上的等价关系，使得相应商集是平
面向量．

9. 在集合 ℤ × (ℤ ⧵ {0})3 上定义关系

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⟺ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐.

3我们还没有给出公理集合论中自然数和整数的严格定义，这里我们采用已有的朴素理解．
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14 一 集合论的公理化

(1) 证明：∼是一个等价关系．
(2) 求等价类 [(0, 1)]和 [(2, 4)]．描述商集 ℤ × (ℤ ⧵ {0})/ ∼的结构．

1.3 映射
映射或是函数是我们熟悉的概念．清代数学家李善兰说：“凡此变数中函彼变数者，

则此为彼之函数．”可见，映射中最关键的组成部分就是对应规则．利用关系的概念，我

们可以很好地给出对应规则的意思，同时也自然地定义定义域、陪域和值域．

1.3.1定义 所谓映射，就是集合𝑋, 𝑌 之间的一个单值的关系𝑅，它满足对给定的 𝑥 ∈ 𝑋，
都恰有一个 𝑦 ∈ 𝑌 满足 𝑥𝑅𝑦．这时 𝑋 称为定义域，𝑌 称为陪域；称 𝑦为 𝑓 在 𝑥处的值，
记为 𝑦 = 𝑓(𝑥)或 𝑥 ↦ 𝑦．

映射有时候也写为 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 或者 (𝑓𝑥)𝑥∈𝑋．

从 𝑋 到 𝑌 的映射的全体记为 𝑌 𝑋，我们注意到它是 𝒫 (𝑋 × 𝑌 )的子集，所以它是一
个良定的集合．我们可以看出 𝑌 𝑋 这种记法和 𝑋 ⟶ 𝑌 的映射“个数”的计数有关．

1.3.2例 设 ∼是集合 𝑋 上的一个等价关系，则

𝜑∶ 𝑋 ⟶ 𝑋/ ∼
𝑥 ↦ [𝑥]

是映射，称为 ∼诱导的自然映射． ♢

对给定的映射 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 和集合 𝐵 ⊆ 𝑋, 𝐶 ⊆ 𝑌，𝐵 的像记为 𝑓(𝐵) ≝ {𝑦 ∈ 𝑌 ∶
∃𝑥 ∈ 𝐵, 𝑓(𝑥) = 𝑦}．特别地，𝑓(𝑋)称为值域，可记为 im 𝑓．𝐶 的原像记为 𝑓 −1(𝐶) ≝ {𝑥 ∈
𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶}．特别地，当 𝐶 为单点集 {𝑦}时，原像也可以写 𝑓 −1(𝑦)，但这时原像仍然
是一个集合．

如果只考虑 𝑓 在 𝐵 上的情形，即将 𝑓 的定义域缩小，得到的新映射称为 𝑓 在 𝐵 上
的限制，记为 𝑓|𝐵．如果将 𝑓 的定义域扩大到 𝑋′ ⊃ 𝑋，得映射 𝑔 ∶ 𝑋′ ⟶ 𝑌，但是仍然有
𝑔|𝑋 = 𝑓，就把 𝑔称作 𝑓 的延拓．
下面是一个有趣的结论，它展现了结合函数的像和集合运算的一些操作方法，同时

也包含了我们将要讲到的序数的影子．其结论之后还会用到．

1.3.3例题 (Knaster–Tarski, [knaster1928theorem; tarski1955lattice]) 设集合 𝑋 非空，
映射 𝑓 ∶ 𝒫 (𝑋) ⟶ 𝒫 (𝑋) 满足对于任意的 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋 都有 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝐵)．证明：
存在 𝑇 ⊆ 𝑋 是 𝑓 的不动点，即 𝑓(𝑇 ) = 𝑇．

证明 这问题的做法类似于介值定理，因为显然有 ∅ ⊆ 𝑓(∅)和 𝑋 ⊇ 𝑓(𝑋)，我们想要的
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§1.3 映射 15

就是一个中间集合．类似介值定理的证法，我们取“上确界”

𝑇 = ⋃{𝐴 ∶ 𝐴满足 𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)},

那么我们有

𝑇 ⊆ ⋃{𝑓(𝐴) ∶ 𝐴满足 𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)} ⊆ 𝑓 (⋃{𝐴 ∶ 𝐴满足 𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)}) = 𝑓(𝑇 ).

式中第一个包含关系由 𝑇 的定义直接导出．第二个包含关系论证如下：任给满足
𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴) 的集合 𝐴，则 𝐴 ⊆ ⋃{𝐴 ∶ 𝐴满足 𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)}，两边作用 𝑓 得到 𝑓(𝐴) ⊆
𝑓 (⋃{𝐴 ∶ 𝐴满足 𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)})，最后由 𝐴的任意性即得断言．

上式两边再作用一次 𝑓 得到 𝑓(𝑇 ) ⊆ 𝑓(𝑓(𝑇 ))．这表明集合 𝑓(𝑇 )也是满足条件的一
个 𝐴，从而 𝑓(𝑇 ) ⊆ 𝑇，结合 𝑇 ⊆ 𝑓(𝑇 )得 𝑇 是 𝑓 的不动点． ◻

我们最后来讨论映射的一些简单性质．

1.3.4定义 设映射 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌，称它是
⊳ 单射 如果对每个 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋，𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)表明 𝑥1 = 𝑥2；

⊳ 满射 如果 im 𝑓 = 𝑌；
⊳ 双射 如果 𝑓 既单又满．

1.3.5例 设 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 是单射，𝐴 ⊆ 𝑋，则 𝑓|𝐴 ∶ 𝐴 ⟶ 𝑓(𝐴)是双射． ♢

1.3.6引理 设 𝐴 ≠ ∅，则存在单射 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵当且仅当存在满射 𝑔 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴．

证明 必要性．因为 𝑓 是单射，所以 𝑓|𝐴 ∶ 𝐴 ⟶ 𝑓(𝐴)是双射，这样一来 𝑓(𝐴)中元素的
原像已经充满了 𝐴，对于剩下 𝐵 ⧵ 𝑓(𝐴)中的元素，将它们固定地映到某个 𝑎0 ∈ 𝐴就可以
了．也就是说，构造如下：

𝑔(𝑦) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥 (存在某个 𝑥使得 𝑦 = 𝑓(𝑥)),
𝑎0 (否则).

充分性．对于每个 𝑥 ∈ 𝐴，因为 𝑔为满射，所以 𝐵𝑥 = 𝑔−1(𝑥)都不是空集，而且对不同
的 𝑥1, 𝑥2 有 𝐵𝑥1 , 𝐵𝑥2 不交（不然的话 𝑔就不是单值的了）．我们从 𝐵𝑥 中任意选择一个 𝑦
作为 𝑥的像即可（如图 1.3所示）．也就是说，构造如下：

𝑓(𝑥) = 𝑦 (对每个 𝑥，任取 𝑦 ∈ 𝑔−1(𝑥)). ◻

仔细考察上面证明的充分性部分，它有一些微妙之处．在对每个 𝑥任取 𝑦的过程中，
我们可能要同时完成在无穷多个无穷集合中任取元素的操作（𝐴可能为无穷集，每个
𝐵𝑥 也可能是无穷集合）．集合论的研究表明，这种一般的“任取”操作不是显然可行的，
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16 一 集合论的公理化

𝐵

𝐵𝑥

𝑔−−−−−−−→

𝐴

𝑥 = 𝑔(𝑦)

图 1.3: 从 𝐵𝑥 中任意选择一个 𝑦作为 𝑥的像来构造单射

它需要如下选择公理作为支撑：

1.3.7公理 (选择公理) 对于所有的不包含空集的集族，均存在一个选择函数，它从每个
集合中选择一个元素：

∀𝑋 (∅ ∉ 𝑋 ⟹ ∃𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ⋃ 𝑋, ∀𝐴 ∈ 𝑋(𝑓(𝐴) ∈ 𝐴)) .

这样一来，在上面的证明中，我们必须指出，根据选择公理，存在一个选择函数

choice∶ 𝐴 ⟶ 𝐵使得对每个 𝑥 ∈ 𝐴, choice(𝑥) ∈ 𝐵𝑥，得到要求的单射．但是，在必要性的

证明中，只需要选择一个 𝑎0 ∈ 𝐴，故不需要用到选择公理．
你可能会想，选择公理太明显了，当然要承认它．令人意想不到的是，这是一个富

有争议的话题．尽管听上去它非常自然（有谁能阻止你做这样随意的选择呢？），但它可

以用来证明许多难以构造的，虚无缥缈的事物的存在性．我们之后会学到一个例子（良

序定理，定理 3.1.16）．又如，著名的分球怪论指出，如果承认选择公理，那么可以证明
三维欧氏空间中存在有限多个互不相交的子集，它们的并集是一个单位球，但只把每个

子集进行一些旋转和平移，就可以重新把它们拼成两个单位球！这些例子都非常不符合

常识．

然而，大部分数学家倾向于承认选择公理．一方面，选择公理有大量用处，证明线性

空间一定有一组基需要用到选择公理，环中极大理想的一般存在性也要用到选择公理，

等等．另一方面，一些反直觉的结论其实并非不可接受．我们并没有理由随意地将那些

有限情形下的，或者符合几何直观的常识推广到复杂的情形中去．

在继续叙述之前，我们还需要对选择公理作点补充讨论，以澄清一些可能的误解．

首先，选择公理所允许的是同时进行“无穷多项”同时的操作，而不是做单个操作（对比

前面的必要性和充分性）．下面的例子 [russell1993introduction]从直观的角度讨论了
何时需要用到选择公理．

1.3.8例 假定你面前有一些盒子．
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§1.3 映射 17

(i)若只有一个盒子，里面有无穷无尽“数不清”的沙子，那么从中拿出一粒沙子不需
要选择公理．

(ii)若有“数不清”个数的盒子，里面各放有一双鞋子，那么从每个盒子中拿出左脚穿
的鞋子不需要选择公理．

(iii)若有“数不清”个数的盒子，里面各有无穷无尽“数不清”的沙子，那么从每个
盒子中拿出一粒沙子需要选择公理．若每个盒子里里的沙子数有限，此时仍需要选择

公理．

本例说明，不是任何挑选元素的问题都需要选择公理．特别地，如果指明如何挑选

的选择函数可以构造性地写出，或者待选择的集族中只有有限个集合，那么这是不需要

选择公理的（可以用归纳法直接证明）． ♢

作为本节的结束，我们给出 ZF公理体系中最后 3条的 2条．正文中我们至多只使
用它们的推论，而不深入讨论引入它们的理由．

1.3.9公理 (正则公理) 对于每个非空的集合 𝑋，都存在一个 𝑦 ∈ 𝑋 使得 𝑦 ∩ 𝑋 = ∅：

∀𝑋(𝑋 ≠ ∅ ⟹ ∃𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ∩ 𝑋 = ∅).

正则公理很少用到，大多数我们想要证明的结论都不需要用到它 [kunen2014set]，
但用正则公理则可以走捷径．下述推论是一个例子（参看练习 2.2.5）．

1.3.10推论 不存在以自身为元素之一的集合．

证明 若 𝑋 ∈ 𝑋，配对公理允许了 𝑋 ∈ {𝑋}，从而 𝑋 ∈ 𝑋 ∩ {𝑋}．我们考虑集合 {𝑋}满
足正则公理所说的性质，其中应当有一个元素和 {𝑋}不交，但这与𝑋 ∈ 𝑋 ∩ {𝑋}矛盾．◻

1.3.11公理 (替换公理模式) 对每个合式公式 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑝)和集合 𝑋，如果对每个 𝑥 ∈ 𝑋 都
存在唯一 𝑦满足 𝜙，那么这些 𝑦构成集合：

∀𝑥∀𝑦∀𝑧(𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑝) ∧ 𝜙(𝑥, 𝑧, 𝑝) ⟹ 𝑦 = 𝑧)
⟹ ∀𝑋∃𝑌 ∀𝑦(𝑦 ∈ 𝑌 ⟺ (∃𝑥 ∈ 𝑋)𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑝)).

注意替换公理模式其实是说对于（满足一定条件的）映射 𝑓，像 𝑓(𝑋)是一个集合．但
这里的映射和我们刚刚定义的映射是有区别的，因为它没有事先指明陪域，而是说根据

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑝)总是能得到合法的像 𝑓(𝑋)．
替换公理模式是相当强的一个公理，设立它之后，若干之前提到的 ZF中的公理就

变得可证了（回顾第 11页脚注 2）．

习题 1.3
1. 设映射 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌，集合 𝐴, 𝐶 ⊆ 𝑋, 𝐵, 𝐷 ⊆ 𝑌，判断以下命题的真假并说明理由：
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18 一 集合论的公理化

(1) 𝑓 −1(𝑌 ⧵ 𝐵) = 𝑓 −1(𝑌 ) ⧵ 𝑓 −1(𝐵)；
(2) 𝑓(𝑋 ⧵ 𝐴) = 𝑓(𝑋) ⧵ 𝑓(𝐴)；
(3) 𝑓 −1(𝐵 ∩ 𝐷) = 𝑓 −1(𝐵) ∩ 𝑓 −1(𝐷)；
(4) 𝑓(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐶)．

2. 证明：如果 𝑋𝑌 = 𝑌 𝑋，则一定有 𝑋 = 𝑌．
3. 对集合 𝑋, 𝑌 之间的关系 𝑅和集合 𝑌 , 𝑍 之间的关系 𝑆，定义 𝑅, 𝑆 的复合 𝑆 ∘ 𝑅为

{(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑍 ∶ ∃𝑦, 𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑆𝑧}.

(1) 证明：若 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 , 𝑔 ∶ 𝑌 ⟶ 𝑍 是映射，则关系的复合 𝑔 ∘ 𝑓 也是映射，称为映射 𝑔, 𝑓 的复
合映射．

(2) 称集合 𝑆 上的映射 𝐼𝑆 (𝑥) = 𝑥为恒等映射．设 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 , 𝑔 ∶ 𝑌 ⟶ 𝑋．
⋄ 若 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐼𝑋，就称 𝑔是 𝑓 的左逆．
⋄ 若 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑌，就称 𝑔是 𝑓 的右逆．
⋄ 如果 𝑔同时为 𝑓 的左逆和右逆，就称它是 𝑓 的逆．

证明以下命题：

a) 𝑓 有左逆当且仅当 𝑓 是单的；
b) 𝑓 有右逆当且仅当 𝑓 是满的；
c) 𝑓 有逆当且仅当 𝑓 是双射；
d) 若 𝑓 有逆，则 𝑓 的逆唯一，记为 𝑓 −1；

e) 若 𝑓 有逆，则 (𝑓 −1)−1 = 𝑓．

4. 设映射 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐴，且存在正整数 𝑛使得 𝑓 𝑛 = 𝐼𝐴，证明：𝑓 是双射．

5. (典范分解) 设 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 为映射，证明：存在单射 𝑔和满射 ℎ，使得 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ．
6. (推广的笛卡尔积) 给定集合 𝐼 和定义在 𝐼 上的映射 𝑋，若 im𝑋 ⊆ 集合𝑀，就说这函数 𝑋 是
𝑀 上的一个族，而 𝐼 称为指标集，𝑖 ∈ 𝐼 为指标，𝑋(𝑖)为这个族的项．
(1) 据此，如何定义朴素的记号⋃𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 和⋂𝑖∈𝐼 𝑋𝑖？（注意这里的集合 𝐼 可能是比自然数集大得
多的集合）

(2) 已知自然数集 ℕ存在．考虑用朴素方式列出的自然数序列 {𝑎𝑖}∞
𝑖=0．用本题的定义应如何表

达该序列？

(3) 对族 𝑋，称映射的集合
{𝑥 ∶ ∀𝑖 ∈ 𝐼(𝑥(𝑖) ∈ 𝑋(𝑖))}

是它们的笛卡尔积．

a) 证明笛卡尔积是一个集合．
b) 证明：如果 𝑋(𝑖)都非空，则它们的笛卡尔积非空等价于选择公理．

7. 用 ZF公理体系中剩下的公理导出配对公理，于是配对公理实际上可以成为一个定理．
8. 证明：在 Z或者 ZF公理体系下，罗素悖论不可能成立．
9. 证明：不存在集合 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，使得 𝐴 ∈ 𝐵, 𝐵 ∈ 𝐶, 𝐶 ∈ 𝐷, 𝐷 ∈ 𝐴．
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2 | 自然数
阅读提示

本章承接前文的公理化方法构造出自然数，若将本章内容接到数学分析之前，则

常见数系的构造就完整了．我们采用的方法是利用 ZF集合论来定义 0和后继
（“向前数”）操作，然后导出 Peano公理和数学归纳法，这也是最符合人类认知规
律的自然数定义方式 [cheung2017infinity]（但不是唯一可能的方式）．除了后继
的概念之外，另外一个重点则是对于无穷集的认识．什么是无穷集？确切定义并

不容易，但是使用“向前数”的直觉就可以表达出来．对于无穷集合的构造和研究，

是现代集合论的极为重要的一隅．如果读者掌握了前一章的公理化方法的思想，

那么本章的内容应当相对容易，惟自然数许多性质（如大小关系、运算性质）的

证明十分繁琐，我们仅仅作简短介绍．

早在几千年前，人们就已经在使用自然数了．在生活中，我们用自然数进行计数和

排序，同时使用它们形象的运算性质．但直到公理化方法的思想被数学界广泛接受之前，

人们都还没有考虑过这些事情的形式化定义．

1889年，意大利数学家 Peano第一个把自然数集作为不定义的概念，设立了五条公
理来刻画它，可以用这些公理来证明自然数的各种性质．这是自然数公理化的首次成功

尝试．1921年，von Neumann在集合论的基础上定义了自然数 [von1923einfuhrung]，这
一定义可以导出 Peano的公理．这就是本章要介绍的内容．

2.1 无穷公理
公理集合论把一切（在其考虑范围内）的事物都视为集合，因此，自然数亦应当是

集合．

如何严格构造自然数？所谓 0，就是“空无所有”，可以考虑用 ∅代表 0，而 1就是
“单”，2就是“偶”（配对公理又称偶集公理）⋯⋯正如我们在例 1.1.8中看到的，我们可
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20 二 自然数

以尝试如下定义：

(2.1.1) 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {∅, {∅}} = {0, 1}, 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {0, 1, 2}, …

直觉上，我们总是让已知的所有数字构成的集合作为“下一个数”的定义，而且“下一个

数”所代表的集合中的元素“个数”恰好就是那个数字．这就是 von Neumann的自然数构
造方法．

更具体地说，每次都把 𝑛定义为 (𝑛 − 1) ∪ {𝑛 − 1}，如此不断地“数”下去，看来就能
得到我们要的自然数集了（注意，推论 1.3.10保证 (𝑛 − 1) ∪ {𝑛 − 1}是不同于 𝑛 − 1的集
合）．其实并不尽然．我们确实定义了 0、1、2、3，而且任给一个数字，我们都能写出其定
义．但是，我们需要的一般定义应该形如：“一个集合 𝑛称为自然数，如果⋯⋯”正如那些
质疑 Cantor的数学家所问，我们无法在省略号中写完所有的自然数，当然也数不尽所有
的自然数，因而用列举的方法确定自然数集是永远不可能的．我们需要用明确的数学语

言定义这个集合，而不是说“如此不断数下去”这种含糊的话．

为了通过元素满足的条件“一下子”给出自然数集的定义，我们需要刻画式 (2.1.1)
所描述的集合的性质，即“下一个数”总是存在．

2.1.1定义 若集合 𝐴满足
(i) 0 = ∅ ∈ 𝐴，
(ii) 若 𝑛 ∈ 𝐴，则 𝑛+ ≝ 𝑛 ∪ {𝑛} ∈ 𝐴，
就称它是归纳集．𝑛+ 称为集合 𝑛的后继．

容易发现，0 = ∅不是任何集合的后继．
在后继的定义中，我们可以看出 𝑛 ∈ 𝑛+ 和 𝑛 ⊆ 𝑛+ 同时成立．在过去的经验里，我们

一般把 ∈和 ⊆看成集合“分层”的一种依据，𝐴 ∈ 𝐵给人 𝐴, 𝐵层次不同的印象，而 𝐴 ⊆ 𝐵
则反之．现在这种经验被打破了，是需要大家逐渐习惯的．我们以下面的例题以熟悉之．

2.1.2例题 设 𝑋 是归纳集，证明：𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 ⊆ 𝑋}是归纳集．

证明 首先 𝑋 是归纳集导出 ∅ ∈ 𝑋，而空集的定义表明 ∅ ⊆ 𝑋，所以 ∅ ∈ 𝑌．
设 𝑦 ∈ 𝑌，我们有 𝑦 ∈ 𝑋 和 𝑦 ⊆ 𝑋．这导出 𝑦 ∪ {𝑦}是 𝑋 的子集．又因为 𝑋 为归纳

集，所以 𝑦 ∪ {𝑦} ∈ 𝑋．从而 𝑦 ∪ {𝑦} ∈ 𝑌，即 𝑌 是归纳集． ◻

所以，1是 0的后继，2是 1的后继，以此类推．我们要订定公理以承认，不仅“以此
类推”的过程可以无休止地进行下去，最终确实有一个合法的集合满足这样的性质．

2.1.3公理 (无穷公理) 存在一个归纳集：

∃𝑥[(∅ ∈ 𝑥) ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑥(𝑦 ∪ {𝑦} ∈ 𝑥)].

无穷公理是一个跨越性的公理，它实质上承认了无穷集的存在．从数学史的角度说，

在这之前的无穷都不是“实无穷”．数学分析中的 lim𝑛→∞
1
𝑛 = 0是一个“潜在”的无穷过
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§2.1 无穷公理 21

程，因为它只是断言对于充分大的 𝑛，1
𝑛 都能充分接近于 0，但 1

𝑛 恒不是 0．而承认无穷公
理，则是断言存在一个“实在”的无穷．这是 Cantor的创见．与之相对，我们之后还要用
自然数来明确定义什么是有限集（有穷集）．

归纳集的存在性使得我们对自然数集的构造彻底合法化，不过在进一步推进之前还

需要做一些清洁工作：若只按归纳集的定义，可以集合中添加 {1}，则 {1} ∪ {{1}}等集合
也将进入我们的视野，这可以视为自然数出现了分支．因此我们规定自然数集时要去掉

这些分支．

在我们面前有许多可能的方案，例如规定自然数集是所有归纳集的交集．但是我们

不能直接这样定义，因为这就需要所有归纳集构成一个集合——这集合太大了，可能做

不到！其实，使用一个简单的技巧就能避开这些问题，而利用一些后续的简单论证就能

恢复前述直觉．

2.1.4定理 设 𝑋 是无穷公理确保的归纳集，则集合 𝜔 = ⋂{𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 为归纳集}良
定且唯一．这个集合称为自然数集1，其中的元素称为自然数．

证明 首先，待取交的集合 {𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 为归纳集} ⊆ 𝒫 (𝑋)，由幂集公理和分离公理
得到良定．𝑋 本身是归纳集说明此集合非空，所以取交是允许的操作．

另外，假设存在两个归纳集 𝑋1, 𝑋2，二者分别导出集合 𝜔1, 𝜔2．注意到按定义

𝑋1 ∩ 𝑋2 仍为归纳集，而且同时为 𝑋1, 𝑋2 的子集，所以⋂{𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋1, 𝑌 为归纳集} =
⋂{𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋2, 𝑌 为归纳集} = ⋂{𝑌 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑋1 ∩ 𝑋2, 𝑌 为归纳集}，由外延公理知道
𝜔1 = 𝜔2，即上述定义确定的集合 𝜔是唯一的． ◻

本质地讲，我们实际上规定了自然数是那些恰属于每个归纳集的集合，这个条件明

确地给出了自然数集的定义，它间接地实现了式 (2.1.1)的直观．

习题 2.1
1. 按 von Neumann自然数的定义计算：
(1) ⋃ ⋃ 8；
(2) ⋃ ⋂{7, 8}．
一般地，对于自然数 𝑛，如何计算⋃ 𝑛和⋂ 𝑛？

2. 设 𝑋 是归纳集，证明：𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 = ∅ ∨ ∃𝑦 ∈ 𝑋(𝑥 = 𝑦 ∪ {𝑦})}是归纳集．
3. 对于自然数 𝑥，证明：不存在集合 𝑧，使得 𝑥 ⊊ 𝑧 ⊊ 𝑥+．

4. 假设我们直接规定自然数集 𝜔 ≝ {𝑛 ∶ 𝑛属于每个归纳集}，这是不是一个良定义？说明理由．如
果是的话，它和课文的定义是否等价？

1自然数集也可以用熟悉的 ℕ来表示．我们使用 𝜔这个符号，主要是强调它具有后面将定义的序结构，以
及和序数的关系．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



22 二 自然数

2.2 Peano公理
我们可以用公理集合论的自然数定义来导出著名的 Peano公理，于此它就变成了定

理．作为准备，我们先罗列并证明一些自然数集的性质，这些性质完全是我们熟悉的，只

不过被严格化了．

2.2.1引理 𝜔是归纳集．

证明 设𝑋是定理 2.1.4中表述的包容 𝜔的归纳集．由于对任意的归纳集 𝐴 ∈ 𝒫 (𝑋)都
要求 0 ∈ 𝐴，所以 0 ∈ 𝜔．另一方面，设 𝑛 ∈ 𝜔，则 𝑛在每个归纳集 𝐴 ∈ 𝒫 (𝑋)中，于是 𝑛+

在也在这些集合中，故 𝑛+ ∈ 𝜔．所以 𝜔是归纳集． ◻

此引理和自然数（集）的定义表明，自然数集作为归纳集具有“最小性”，也就是说：

2.2.2推论 (归纳原理) 设集合 𝐴 ⊆ 𝜔 满足 0 ∈ 𝐴，且对任何 𝑛 ∈ 𝜔，若 𝑛 ∈ 𝐴，就有
𝑛+ ∈ 𝐴，那么 𝐴 = 𝜔．

证明 设 𝑋 是定理 2.1.4中表述的包容 𝜔的归纳集，则 𝐴 ⊆ 𝜔, 𝜔 ⊆ 𝑋．根据条件知 𝐴为
归纳集，因此根据 𝐴 ⊆ 𝑋 和 𝜔的定义得 𝜔 ⊆ 𝐴．所以 𝐴 = 𝜔． ◻

归纳原理是数学归纳法的基础，它是我们证明有关自然数的性质的基本工具．例如：

2.2.3引理 对于任意一个自然数 𝑛，要么 𝑛 = 0，要么存在 𝑚 ∈ 𝜔使得 𝑚+ = 𝑛．

证明 用归纳法．作集合 𝐴 = {0} ∪ {𝑛 ∈ 𝜔 ∶ ∃𝑚, 𝑚+ = 𝑛}．显然 0 ∈ 𝐴．假设非零元素
𝑛 ∈ 𝐴，考虑 𝑛+．取 𝑚 = 𝑛，则 𝑚+ = 𝑛+，这表明 𝑛+ ∈ 𝐴．由归纳原理知 𝐴 = 𝜔． ◻

这就是说，除了 0之外的每个自然数都有一个前驱．
观察我们在式 (2.1.1)中的描写，对两个自然数 𝑎, 𝑏有 𝑎 ∈ 𝑏蕴涵 𝑎 ⊆ 𝑏．做过例题

2.1.2后，这一现象对我们来说应该没有那么不愉快了．这一性质对我们之后引入序数等
概念是有益的，现在抽离之．

2.2.4定义 若集合 𝐴满足 𝑎 ∈ 𝐴蕴涵 𝑎 ⊆ 𝐴，就称 𝐴是传递集．

用“传递”二字称呼这种性质，是因为它等价于 𝑎′ ∈ 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴合起来能推出 𝑎′ ∈ 𝐴，也
就是 𝐴对 ∈关系有传递性．事实上，设定义中条件成立，那么 𝑎 ∈ 𝐴表明 𝑎 ⊆ 𝐴，于是
𝑎′ ∈ 𝑎便导出 𝑎′ ∈ 𝐴．若 𝑎′ ∈ 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴合起来能推出 𝑎′ ∈ 𝐴，则 𝑎 ∈ 𝐴蕴涵 𝑎中元素皆
在 𝐴中，即是 𝑎 ⊆ 𝐴．

2.2.5引理 每个自然数都是传递集．

证明 用归纳法．因为 ∅没有元素，所以其自动成为传递集．设 𝑛是传递集，即 𝑚 ∈ 𝑛
蕴涵 𝑚 ⊆ 𝑛，考虑证明 𝑛+ 是传递集．设 𝑚 ∈ 𝑛+ = 𝑛 ∪ {𝑛}．若 𝑚 ∈ 𝑛，则由归纳假设
𝑚 ⊆ 𝑛 ⊆ 𝑛 ∪ {𝑛}；若 𝑚 = 𝑛，自然有 𝑚 ⊆ 𝑛 ∪ {𝑛}．总之，𝑚 ⊆ 𝑛+，所以自然数都是传递集．◻
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§2.3 自然数的性质 23

这时 Peano公理就可以被导出了，它是对前面叙述的自然数的性质的一个总结．

2.2.6定理 (Peano公理) 自然数集 𝜔和 0满足如下条件：
(i) 0是自然数；
(ii) 每个自然数都有唯一后继；
(iii) 0不是任何自然数的后继；
(iv) 不同自然数有不同后继；
(v) 𝜔满足归纳原理．

证明 第一条和第二条的存在性由定义和 𝜔是归纳集导出；第二条的唯一性是外延公
理；第三条已经在叙述过程中由空集的定义导出；第五条就是归纳原理．

下面证明第四条．只需要证明 𝑛 ≠ 𝑚蕴涵 𝑛+ ≠ 𝑚+．若不然，设 𝑛 ≠ 𝑚但 𝑛+ = 𝑚+，

则由 𝑛 ∪ {𝑛} = 𝑚 ∪ {𝑚}就得到 𝑚 ∈ 𝑛 ∪ {𝑛}, 𝑛 ∈ 𝑚 ∪ {𝑚}．因为 𝑚 ≠ 𝑛，所以 𝑚 ∈ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑚．
由自然数是传递集知，𝑚 ∈ 𝑚，这正是正则公理所不允许的． ◻

2.2.7注 引理 2.2.3和性质 (iv)合起来，说明每个非零自然数的前继存在且唯一． ♤

习题 2.2
1. 设 𝐴是由传递集构成的集合，证明：⋃ 𝐴, ⋂ 𝐴都是传递集．

2. 证明：集合 𝑇 是传递的，当且仅当⋃ 𝑇 ⊆ 𝑇，亦当且仅当 𝑇 ⊆ 𝒫 (𝑇 )．

3. 是否每个归纳集都是传递集？证明你的论断．
4. 设 𝑋 是归纳集，证明：
(1) 𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥是传递集}是归纳集；
(2) 𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥是传递集而且 𝑥 ∉ 𝑥}是归纳集．

5. 在 Peano公理第四条的证明的最后一句话中使用了正则公理，实际上不必．请用归纳法证明：
对任何自然数 𝑛都有 𝑛 ∉ 𝑛（当然不能使用正则公理，且至多只能使用引理 2.2.5及之前的结果）．
6. 对于自然数 𝑚, 𝑛，证明：𝑚 ∈ 𝑛当且仅当 𝑚 ⊊ 𝑛．
7. 设 𝐴 ⊆ 𝜔满足 𝐴 = ⋃ 𝐴，证明：𝐴 = ∅或者 𝐴 = 𝜔．

8. 用数学归纳法证明：𝑛++ = 𝑛对于任意自然数 𝑛都不成立．

2.3 自然数的性质
建立了 Peano公理对自然数的描述后，我们要考虑的事是进一步定义自然数的序．

序关系应该是具有传递性的，由前面的叙述我们知自然数在 ∈下都是传递集，式 (2.1.1)
中的直观也是如此，所以用属于 ∈来定义序关系比较妥当．

2.3.1定义 对自然数 𝑛, 𝑚，称 𝑛 < 𝑚，如果 𝑛 ∈ 𝑚．再定义 𝑚 > 𝑛 ⟺ 𝑛 < 𝑚，
𝑛 ≤ 𝑚 ⟺ 𝑛 < 𝑚 ∨ 𝑛 = 𝑚，以及 𝑛 ≥ 𝑚 ⟺ 𝑛 > 𝑚 ∨ 𝑛 = 𝑚．
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24 二 自然数

2.3.2注 根据自然数的定义以及这样的序关系，我们可以形象地看出自然数都是比它小

的一切自然数组成的集合． ♤

这样的序关系应该满足大家熟知的一些自然数的性质，除了由传递集性质保证的传

递性之外，还有任何两个自然数都可以比大小（三歧性）．下面证明三歧性，首先用到如

下引理：

2.3.3引理 设 𝑚, 𝑛是自然数，则 𝑛 ∈ 𝑚蕴涵 𝑛+ ∈ 𝑚+．

证明 任给 𝑛，我们证明 𝐴𝑛 = {𝑚 ∈ 𝜔 ∶ 𝑛 ∈ 𝑚 ⟹ 𝑛+ ∈ 𝑚+} = 𝜔．对 𝑚用归纳法．
因为 𝑛 ∈ 0恒假，故 0 ∈ 𝐴𝑛．设对于 𝑚有 𝑛 ∈ 𝑚蕴涵 𝑛+ ∈ 𝑚+，考虑 𝑛 ∈ 𝑚 ∪ {𝑚}．若
𝑛 ∈ 𝑚，由归纳假设有 𝑛+ ∈ 𝑚+，故 𝑛+ ∈ 𝑚+ ⊆ 𝑚++；若 𝑛 = 𝑚，则 𝑛+ = 𝑚+ ∈ 𝑚++．总之，

𝑛+ ∈ 𝑚++．由归纳原理 𝐴𝑛 = 𝜔，再由 𝑛的任意性知命题成立． ◻

2.3.4定理 (三歧性) 设 𝑚, 𝑛是自然数，则 𝑛 ∈ 𝑚, 𝑚 = 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑛有且仅有一个成立．

证明 易见只要有两个性质成立，则由传递性必然导出 𝑛 ∈ 𝑛 ∨ 𝑚 ∈ 𝑚，这和正则公理或
是习题 2.2.5的结果矛盾．下证至少有一个性质成立．
先考虑 𝑚 = 0，令 𝐴0 = {𝑛 ∈ 𝜔 ∶ 0 ∈ 𝑛 ∨ 𝑛 = 0}．还是用归纳法去证 𝐴0 = 𝜔．显然

0 ∈ 𝐴0．设元素 𝑛 ∈ 𝐴0，由于 0 ∈ 0+ 成立，故 0+ ∈ 𝐴0，归纳步只再需考虑 𝑛 ≠ 0．由归纳
假设 0 ∈ 𝑛．考虑 𝑛+，因为 𝑛 ∈ 𝑛+，故由传递性得 0 ∈ 𝑛+．所以 𝐴0 = 𝜔．

再考虑一般情况．任给 𝑛，作 𝐴𝑛 = {𝑚 ∈ 𝜔 ∶ 𝑛 ∈ 𝑚 ∨ 𝑛 = 𝑚 ∨ 𝑚 ∈ 𝑛}．0 ∈ 𝐴𝑛是由上

一段话证明的．现在设 𝑚 ∈ 𝐴𝑛，考虑 𝑚+ = 𝑚 ∪ {𝑚}．已经知道 𝑚 = 𝑛 ∨ 𝑚 ∈ 𝑛 ∨ 𝑛 ∈ 𝑚．
若 𝑚 = 𝑛，则 𝑛 ∈ 𝑛+ = 𝑚+；若 𝑛 ∈ 𝑚，则 𝑛 ∈ 𝑚 ∪ {𝑚} = 𝑚+；若 𝑚 ∈ 𝑛，由前面的引理 2.3.3，
𝑚+ ∈ 𝑛+ = 𝑛 ∪ {𝑛}，此时要么 𝑚+ ∈ 𝑛，要么 𝑚+ = 𝑛．总之，𝑛 ∈ 𝑚+, 𝑛 = 𝑚+, 𝑚+ ∈ 𝑛总有
一个成立．故 𝐴𝑛 = 𝜔，再由 𝑛的任意性知命题成立． ◻

三歧性还可引出对自然数离散性质的刻画，下面命题是常用的．

2.3.5引理 设 𝑚, 𝑛是自然数，若 𝑛 < 𝑚，则 𝑛+ ≤ 𝑚．

证明 由自然数的三歧性，只需要证明 𝑛+ > 𝑚不可能．假若如此，则 𝑚 ∈ 𝑛 ∪ {𝑛}，所以
𝑚 ∈ 𝑛或者 𝑚 = 𝑛，由三歧性，这恰好是 𝑛 ≥ 𝑚，确实不可能． ◻

进一步，由我们的自然数构造还可以定义自然数的四则运算，以及这些运算的性质，

详见 [tao2016analysis]或者本节习题．从数学分析课程中我们知道，在自然数基础上还
可以构造 ℤ, ℚ, ℝ, ℂ等数系．以后将假设这些集合和它们的性质都是已知的．

习题 2.3
1. Zermelo对自然数的定义如下：

0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {{∅}} = {1}, 3 = {{{∅}}} = {2}, …
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§2.3 自然数的性质 25

这种定义是可行的，但它有什么不自然之处？

2. 证明：自然数都是比它小的一切自然数组成的集合，也就是对于自然数 𝑛，总是有 𝑛 = {𝑚 ∈ 𝜔 ∶
𝑚 < 𝑛}．
3. 假设非空集合 𝐴 ⊆ 𝜔有上界，即存在 𝑛 ∈ 𝜔使得每个 𝑚 ∈ 𝐴都有 𝑚 ≤ 𝑛，证明：𝐴有最大元，即
某个 𝑚′ ∈ 𝐴有形同 𝑛的性质．
4. (自然数的加法) 设 𝑚, 𝑛是自然数，我们递归地2定义加法

0 + 𝑚 = 𝑚; 𝑛+ + 𝑚 = (𝑛 + 𝑚)+.

(1) 证明：对于每个自然数 𝑛，𝑛 + 0 = 𝑛．
(2) 证明：对于每个自然数 𝑚, 𝑛，𝑛 + 𝑚+ = (𝑛 + 𝑚)+．

(3) 证明自然数加法的交换律 𝑚 + 𝑛 = 𝑛 + 𝑚和结合律 (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)．

5. 设 𝑚, 𝑛为自然数且 𝑚 ≤ 𝑛，根据自然数加法的定义，证明：存在唯一的自然数 𝑝使得 𝑚 + 𝑝 = 𝑛．
6. 模仿自然数加法的递归定义，给出自然数的乘法和幂的定义（不必证明常见运算律，但你也可
以试一试）．

7. 设 𝑃 (𝑛)是关于自然数的一个性质，𝑘 ∈ 𝜔．再设
(i) 𝑃 (0)成立；
(ii)对每个 𝑛 < 𝑘，𝑃 (𝑛)成立可推出 𝑃 (𝑛+)成立．
(1) 证明：对每个 𝑛 ≤ 𝑘都有 𝑃 (𝑛)成立．
(2) 把上述条件改成：𝑃 (𝑘)成立而且对每个 𝑛 ≥ 𝑘，𝑃 (𝑛)成立可推出 𝑃 (𝑛+)成立．证明：对每个

𝑛 ≥ 𝑘都有 𝑃 (𝑛)成立．

8. (有限选择) 设 𝑛 是非零自然数，𝑋1, … , 𝑋𝑛 都是非空的集合，证明：存在一个选择函数

𝑓 ∶ {𝑋1, … , 𝑋𝑛} ⟶ ⋃{𝑋1, … , 𝑋𝑛}，使得对每个 𝑋𝑖 ∈ {𝑋1, … , 𝑋𝑛}，𝑓(𝑋𝑖) ∈ 𝑋𝑖．证明时不

能应用选择公理．

2和一开始对自然数的定义一样，虽然这看上去对每个自然数的加法都做了处理，但定义的展开可能需要
写无穷多步，所以递归定义的合法性实际上是需要证明的．但我们略去这个证明．参看本章末尾有关递归定
理的注解．
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3 | 序数
阅读提示

通过“向前数”（后继），第一个无穷集——自然数集得到了构造．事实证明，自然

数这种前后相接的序关系具有优美的性质，在此基础上可以推广自然数的概念来

构造更大的无穷集（序数），而且可以利用这些推广来完成一个奇妙的任务：为所

有的集合按其结构进行分类．由于这些更大的集合相对远离我们的直观，因此初

学时可能会感到有些抽象．学习本章的诀窍是回归直观，谨记和自然数类比以理

解序数．如果不关心序数，则本章只需要读到定义 3.1.7，知道序关系的几个常见
概念即可．

形象地说，自然数在生活中起着两方面的作用．其一是排序，比如第一名、第二名；

其二是计数，比如三个苹果、四个橘子．注意到，自然数 𝑛恰有 𝑛个元素，其中的元素还
可根据自然数的序关系排成一列．由此可见，自然数作为一种特殊的集合，刻画了有限

集的顺序结构和数量结构，这种刻画是通过一一对应来完成的（如图 3.1）．不过，对于

3 = { ∅⎵
0

第一名

{∅}⎵
1

第二名

{∅, {∅}}⎵⎵⎵
2

第三名

}

图 3.1: 自然数以一一对应来排序和计数

更大的集合，自然数便无能为力了．本章以及下一章是自然数的推广，使得新概念继续

具有代表更大的集合中包含的顺序和数量性质这两个功能．

从表面上看，数量结构比序结构要简单，但从技术上说，从序结构入手更容易．
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28 三 序数

3.1 偏序集和良序集
序，也就是“比大小”，是人们最初从自然数中发现的结构．经过上一章的讨论，我们

已经有了自然数上的一个序关系，此外还特别注意到自然数序结构的一个特质：

3.1.1定理 (良序原理) 自然数集的任何一个非空子集都有最小数，即它不大于任何一个
该子集中的自然数．

证明 任取非空集合 𝑆 ⊆ 𝜔．设 𝐴𝑆 = {𝑛 ∈ 𝜔 ∶ 若 𝑛 ∈ 𝑆 ⊆ 𝜔,则 𝑆 中有最小元}，用归
纳法去证 𝐴𝑆 = 𝜔．
事实上，若 0 ∈ 𝑆，则 0就是所说的最小元素，故 0 ∈ 𝐴𝑆．假设 𝑛 ∈ 𝐴𝑆，即如果 𝑆 包

含 𝑛，则其有最小元素．设 𝑛+ ∈ 𝑆 并作 𝑆 = 𝑆 ∪ {𝑛}，于是 𝑆 有最小元素 𝑚．若 𝑚 ∈ 𝑆，
则它就是 𝑆 的最小元素．否则，必有 𝑚 = 𝑛，于是对每个 𝑎 ∈ 𝑆 都有 𝑛 < 𝑎，进一步由引理
2.3.5，𝑛+ ≤ 𝑎，这时 𝑛+ 成为 𝑆 最小元素．总之 𝑛+ ∈ 𝐴𝑆，所以 𝐴𝑆 = 𝜔，再由 𝑆 的任意性
知命题成立． ◻

自然数的良序原理使得第二数学归纳法成立．

3.1.2定理 (第二数学归纳法) 设 𝑃 (𝑛)是关于自然数的一个性质．如果命题“若 𝑃 (𝑥)对
所有 𝑥 < 𝑛都真，则 𝑃 (𝑛)真”成立，且 𝑃 (0)成立，则 𝑃 (𝑛)对一切自然数都成立．

证明 反证．设 𝑆 = {𝑛 ∈ 𝜔 ∶ ¬𝑃 (𝑛)}非空，则由良序原理，可以设 min𝑆 = 𝑛0．由 𝑃 (0)
成立知 𝑛0 ≠ 0，于是对所有的 𝑥 < 𝑛0，𝑃 (𝑥)成立，根据条件这说明 𝑃 (𝑛0)真，矛盾． ◻

良序性质是自然数所特有的，它是把类似自然数的概念推广到更广泛的集合上去的

钥匙．在抽象良序之前，首先要把序关系推广，说明什么是一般的序．

3.1.3定义 设 𝑅 是集合 𝑋 上的一个关系，若它满足自反性、反对称性和传递性，就
称它是一个偏序，记为 ≤．集合 𝑋 和这个序结构合称偏序集，记为 (𝑋, ≤)．此外，若
𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦，就写 𝑥 < 𝑦．

在偏序集中，有一些元素 𝑥, 𝑦可能是不可比的（不存在关系）．而如果所有的元素
对都可比，即 ∀𝑥∀𝑦(𝑥 ≤ 𝑦 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥)，就称 (𝑋, ≤)是一个全序集，偏序 ≤成为全序．偏序集
的全序子集叫作链，而元素两两不可比的子集叫作反链．

3.1.4例 设 𝑆 是有限集合，在幂集 𝒫 (𝑆)上定义包容序 𝑆 ≤ 𝑇 ⟺ 𝑆 ⊆ 𝑇，则 (𝒫 (𝑆), ⊆)
是一个偏序集．𝑆 中所有元素个数相同的子集组成一个反链． ♢

有序关系后，还需要推广“最小数”的概念，就是定义上下界、最大最小等词汇．

3.1.5定义 设 (𝑋, ≤)为偏序集，𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋．称 𝑎是 𝐴 ⊆ 𝑋 的下界，若对任意的 𝑎′ ∈ 𝐴，都
有 𝑎 ≤ 𝑎′．若下界 𝑎 ∈ 𝐴，就称它是 𝐴的最小元．称 𝑎 ∈ 𝐴是 𝐴的极小元，如果没有元素
𝑏 ∈ 𝐴满足 𝑏 < 𝑎．同理可定义上界、最大元和极大元的概念．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58
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3.1.6例 设 𝑆 = {1, 2, 3}，在 𝑋 = 𝒫 (𝑆)上的包容序中，∅和 𝑆 分别是 𝑋 的最小元和最
大元，该偏序集中除了 𝑆, ∅没有极大元或极小元．
如果去掉 𝑆, ∅，则 {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}都是整个集合的极大元，{1}, {2}, {3}都是其

极小元，但此时便没有最大元或最小元． ♢

从上例中可以总结出，偏序集中如果有最大元或最小元，则它们必定唯一（这是反

对称性的推论）．极大元和极小元不一定唯一，但是如果有最大（小）元，它也就成为唯

一的极大（小）元．

3.1.7定义 集合 𝑋 上的一个序称为良序，若其任意一个非空子集都有最小元素．

考察良序集中任意一个二元子集的最小元，知良序必然是全序．

一个集合是否是良序集与上面的具体顺序密切相关．负整数集 ℤ<0 按整数的自然

序不是良序集，但是如果将它倒过来排序，则就成为良序集．又如，ℚ按有理数的自然序
不是良序集，但之后能知道存在 𝜔 ⟶ ℚ的双射，如果按 𝜔的顺序给 ℚ相应排序，则 ℚ
也成为良序集．

因为良序原理成立，所以一般的良序集中有第二数学归纳法，后者于良序集中的推

广是由 Cantor首先提出的，被称为超限归纳法．由于该归纳法中需要用到比某个元素小
的一切元素，所以在谈及超限归纳法之前自然引出如下概念：

3.1.8定义 设 (𝑋, ≤)是全序集并设 𝑎 ∈ 𝑋，我们把 𝑠𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 < 𝑎}称为 𝑎在 𝑋 中
的前段．

从定义看出，前段参数 𝑎是 𝑠𝑎 的一个上界，而且 𝑎 ∉ 𝑠𝑎．另外，我们希望一般的良序集像

自然数一样可以根据其中蕴含的顺序关系来比较大小．一个很自然的想法是，良序集是

全序集，而且总有一个最小的元素，所以前段的概念还将允许我们可以比较它们的“长

度”（定理 3.1.15）．

3.1.9定理 (超限归纳) 对良序集 𝑊，𝑃 (𝑤) 是关于其中元素的一个陈述，以 𝑃 (𝑠𝑎) 指
∀𝑥 ∈ 𝑠𝑎(𝑃 (𝑥))．若对每个 𝑎 ∈ 𝑊，𝑃 (𝑠𝑎)成立可推出 𝑃 (𝑎)成立，则 𝑃 (𝑤)对一切 𝑤 ∈ 𝑊
都为真．

证明 模仿第二数学归纳法的论证即可． ◻

3.1.10注 在超限归纳法中不需要基础情形，即其蕴涵了命题对最小元成立．事实上，将

上面的条件形式化为逻辑表示为 (∀𝑦(𝑦 < 𝑥0 ⟹ 𝑃 (𝑦))) ⟹ 𝑃 (𝑥0)，当 𝑥0 为良序集最

小元时，𝑦 < 𝑥0 恒假，因此 (∀𝑦(𝑦 < 𝑥0 ⟹ 𝑃 (𝑦)))为真，于是题设条件自动要求 𝑃 (𝑥0)
成立． ♤

3.1.11例 虽然良序集是自然数的推广，而且有第二数学归纳法，但良序集中不再有（第

一）数学归纳法．例如，集合

𝐴 = {1 − 1
𝑛 + 1 ∶ 𝑛 ∈ 𝜔} ∪ {1}
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30 三 序数

在 ℚ的一般序下是良序集．𝐴′ = 𝐴 ⧵ {1}满足归纳性质：0 ∈ 𝐴′ 且 1 − 1
𝑛+1 后面紧接着

1 − 1
𝑛+2 ∈ 𝐴′，但是它不等于 𝐴． ♢

在例 3.1.11中我们可以看出，𝐴′, 𝜔都为良序集，而且 𝐴′和 𝜔可以产生一一对应，对
应过程中序关系得到保持，说明它们的序结构实质一样．这种用映射来对应元素的方法

就是比较序结构的大小关系的手段．

3.1.12定义 设 𝑋, 𝑌 是序集，称序集 𝑋, 𝑌 （序）同构，如果存在双射 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌，且对
任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, 𝑎 ≤𝑋 𝑏 ⟺ 𝑓(𝑎) ≤𝑌 𝑓(𝑏)．而 𝑓 称为相应的同构映射．

3.1.13例 继续以

𝐴 = {1 − 1
𝑛 + 1 ∶ 𝑛 ∈ 𝜔} ∪ {1}

和 𝐴′ = 𝐴 ⧵ {1}为例．取 𝑓(𝑛) = 1 − 1
𝑛+1，得序集 𝐴′ 和 𝜔同构．但是 𝐴与 𝜔不同构，这

是因为 𝐴中有最大元 1，但 𝜔中没有最大元． ♢

以下例题刻画了良序集中保序同构的一个重要性质：保序自同构不能后退．同时它

也是一个超限归纳法使用的例子．

3.1.14例题 设 (𝑋, ≤)是一个良序集，且 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 是从 𝑋 到其一个子集 𝑌 的保序同
构．证明：对任何 𝑥 ∈ 𝑋 都有 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)．

证明 用超限归纳法．对于 𝑎 ∈ 𝑋，假设对一切 𝑥 < 𝑎都已经有 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)，只需再证
𝑎 ≤ 𝑓(𝑎)．如若不然，则 𝑓(𝑎) < 𝑎，由归纳假设 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑓(𝑎))．另一方面，根据定义 𝑓 是
单调映射．因为 𝑋是全序的，我们可指出 𝑓 是严格单调的，否则 𝑎 < 𝑏而 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)，这
与其为双射矛盾．所以 𝑓(𝑓(𝑎)) < 𝑓(𝑎)．这与 𝑋 是全序矛盾． ◻

完成了以上准备工作后，就可以叙述良序集之间的结构关系了．我们不加证明地给

出如下定理：

3.1.15定理 对于任意良序集 𝑋, 𝑌，下列三种情况恰有一个成立：
(i) 𝑋, 𝑌 同构；
(ii) 𝑋 同构于某个 𝑌 的前段；
(iii) 𝑌 同构于某个 𝑋 的前段．

上述定理在某一种意义上说明，良序集之间都可以比大小，情况 (i)、(ii)、(iii)可以分别对
应于 𝑋 = 𝑌 , 𝑋 < 𝑌 , 𝑋 > 𝑌．
进一步，设想任何一个集合都可以被良序化，那么可以据此对集合进行排序和分类；

参照自然数中后继的直觉，还可以构筑更大的集合．这就是我们在本章开头所期待的推

广的概念的功能．

事实上，Zermelo利用选择公理证明了良序定理（注意和良序原理相区别）．

3.1.16定理 (良序定理) 对任何一个集合 𝑋，都存在一个序 ≤，使得 (𝑋, ≤)为良序集．
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对于比较简单的集合，构造良序并不困难．但在 ZFC下明确构造出 ℝ上的良序已被证
明是不太可能的（尽管它存在）[feferman1964some]．

习题 3.1
1. (二重归纳) 设 𝑃 (𝑥, 𝑦)是关于自然数的一个性质．再设命题“若 𝑃 (𝑘, ℓ)对所有 𝑘 < 𝑚以及所有
的 𝑘 = 𝑚和 ℓ < 𝑛都真，则 𝑃 (𝑚, 𝑛)真”成立．证明：𝑃 (𝑥, 𝑦)对一切自然数 𝑥, 𝑦都成立．
2. 设 𝑅是集合 𝑋 上自反且传递的关系．
(1) 规定 𝑋 上的关系 𝑆 为：𝑥𝑆𝑦 ⟺ 𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑥，证明：𝑆 是等价关系．
(2) 在商集 𝑋/𝑆 上定义关系 𝑅为：[𝑥]𝑆𝑅[𝑦]𝑆 ⟺ 𝑥𝑅𝑦，证明：𝑅是偏序关系．

3. 设 4元偏序集 ({𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, ≤)中有 2个极小元和 1个最大元．试求（保序同构意义下）这样集
合的个数．

4. 给定集合 𝑋，设其上的全体偏序构成集合 𝑄，并规定 𝑄上有包容序 ⊆．
(1) 对于 𝑋 = {𝑎, 𝑏}，求出 (𝑄, ⊆)的极大元．
(2) 证明：𝑇 是 𝑄的极大元，当且仅当 𝑇 是 𝑋 上的全序．

5. 设 𝐴为偏序集，𝐶 为其中反链集合的全体．在 𝐶 上定义关系 𝑅：𝑋𝑅𝑌 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝑋(∃𝑦 ∈ 𝑌 (𝑥 ≤
𝑦))，证明：𝑅为偏序关系．
6. 证明以下两个命题：
(1) 一个全序集合是良序的当且仅当其中不存在无穷递降序列 𝑟1 > 𝑟2 > 𝑟3 > ⋯ > 𝑟𝑛 > ⋯；
(2) 对于全序集 (𝐴, ≤)，其上的偏序 ≤自然诱导了 𝐴上的另一个偏序关系，即 (𝐴, ≥)，那么 (𝐴, ≤)
和 (𝐴, ≥)都是良序当且仅当 𝐴是有限集1．

7. 本题研究序集之间的保序同构的（不）唯一性．
(1) 证明：若两个良序集是同构的，则同构映射是唯一的．
(2) 设在 ℤ上使用自然的顺序，证明：它到自身的保序同构是不唯一的，并求出这些同构映射的
全体．

8. 设𝑊 是一个具有如下性质的全序集：对任何满足条件

∀𝑎 ∈ 𝑊 (𝑠𝑎 ⊆ 𝐴 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐴)

的 𝐴 ⊆ 𝑊 都有 𝐴 = 𝑊．证明：𝑊 是良序集．

9. 设 𝐴是良序集，定义

𝜑 = {(𝐵, 𝑏) ∶ 𝐵是 𝐴的非空子集且 𝑏是其最小元}.

(1) 证明：𝜑是一个集合而且是一个映射．
(2) 利用 𝜑从良序定理推出选择公理．

1我们还没有给出有限集的严格定义，这里可以采用已有的朴素理解．
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3.2 序数的定义
良序定理和定理 3.1.15说明，可以通过序结构的不同，对良序集（乃至一般的集合）

分类并排序．现在要考虑为每一个等价类的找合适的代表元，这就是序数．

对于有限集合，我们可以随意给上面的元素排一个全序，然后用一个自然数与其对

应（序同构）．但是正如本章开头所述，自然数和 𝜔还不够用，比如例 3.1.13中的 𝐴就无
法与 𝜔对应，如果像自然数一样添加一个后继 𝜔+ ≝ 𝜔 ∪ {𝜔}，并规定 𝐴 ∋ 1 ↦ 𝜔，这样就
得到 𝐴和 𝜔+ 同构．所以，序数的定义应该要延拓自然数，而且性质大概和自然数一样．

在自然数中，序用 ∈表达；我们还要继续用这个定义方法．确切地说，𝑎 < 𝑏 ⟺
𝑎 ∈ 𝑏，以及 𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ (𝑎 ∈ 𝑏 ∨ 𝑎 = 𝑏)，下面所提到的“以 ∈定义的序”都是指这样的偏
序．鉴于此，在序数的论证中我们会混用 <和 ∈．

3.2.1定义 设集合 𝛼在以 ∈定义的序下是良序集，且它是传递集，则称 𝛼是一个序数．

序数确实是自然数的推广：根据定义和第 2的论证，自然数和自然数集 0, 1, … , 𝜔都是序
数．我们一般用希腊字母 𝛼, 𝛽, 𝛾 等表示序数．

下面的两个性质非常好用，第一个可以认为是序数的等价定义，第二个可以让我们

很方便地在序数中转换 ⊆和 ∈两种关系．

3.2.2引理 (序数的前段定义) 设集合 𝛼 在以 ∈定义的序下是良序集，那么 𝛼 是序数当
且仅当任给 𝑥 ∈ 𝛼，都有前段 𝑠𝑥 = 𝑥．

证明 充分性．任取 𝑥 ∈ 𝛼，依条件我们有 𝑥 = 𝑠𝑥 = {𝑦 ∈ 𝛼 ∶ 𝑦 ∈ 𝑥} ⊆ 𝛼，所以 𝛼为传递
集，从而是序数．

必要性．任取 𝑥 ∈ 𝛼，由传递性，对每个 𝑦 ∈ 𝑥都有 𝑦 ∈ 𝛼，即 𝑦 ∈ 𝑠𝑥，由 𝑦的任意性得
到 𝑥 ⊆ 𝑠𝑥．又注意到 𝑠𝑥 = {𝑦 ∈ 𝛼 ∶ 𝑦 ∈ 𝑥} ⊆ 𝑥，所以 𝑥 = 𝑠𝑥． ◻

3.2.3引理 设 𝛼, 𝛽 是不同的序数，则 𝛼 ∈ 𝛽 当且仅当 𝛼 ⊆ 𝛽．

证明 必要性是定义．充分性，设 𝛼 ⊆ 𝛽．因为 𝛼 ≠ 𝛽，故 𝛽 ⧵ 𝛼 是 𝛽 之非空子集，设其最
小元为 𝛾．

一方面，𝛾 ⊆ 𝛼．如若不然，可取 𝛿 ∈ 𝛾 ⧵ 𝛼，这样 𝛿 ∈ 𝛾 ∈ 𝛽，由序数 𝛽 的传递性知
𝛿 ∈ 𝛽，而 𝛿 < 𝛾，于是我们找到了一个 𝛽 ⧵ 𝛼 中更小的元素，这与 𝛾 的选取矛盾．另一方
面，任取 𝛿 ∈ 𝛼，则必有 𝛿 ∈ 𝛾．否则，因为 𝛾, 𝛿 都是良序集 𝛽 中的元素，故要么 𝛾 ∈ 𝛿，要
么 𝛾 = 𝛿．这两种可能分别导出 𝛾 ∈ 𝛿 ∈ 𝛼和 𝛾 = 𝛿 ∈ 𝛼，利用序数 𝛼的传递性，两种情况
都导出 𝛾 ∈ 𝛼，这与 𝛾 ∈ 𝛽 ⧵ 𝛼矛盾，因此 𝛼 ⊆ 𝛾．综上，𝛾 = 𝛼．
因为 𝛾 ∈ 𝛽，所以我们有 𝛼 = 𝛾 ∈ 𝛽． ◻

以上两个性质我们会反复使用．现在先回归本节开头的主题．用序数作为同构的良

序集的代表元，其良定性来源于下述定理．

3.2.4定理 设 𝛼, 𝛽 是两个序数，若 𝛼, 𝛽 同构，则 𝛼 = 𝛽．
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证明 设 𝑓 ∶ 𝛼 ⟶ 𝛽 是相应的保序同构，用超限归纳法：任给 𝑥 ∈ 𝛼，假设对每个 𝑎 ∈ 𝑠𝑥
都有 𝑓(𝑎) = 𝑎，证明此时 𝑓(𝑥) = 𝑥．

若 𝑦 ∈ 𝑓(𝑥)，则保序同构 𝑓 保证了 𝑓 −1(𝑦) ∈ 𝑥．由 𝛼 是序数和引理 3.2.2 得到
𝑓 −1(𝑦) ∈ 𝑥 = 𝑠𝑥．对前段中的元素 𝑓 −1(𝑦)用归纳假设得 𝑦 = 𝑓(𝑓 −1(𝑦)) = 𝑓 −1(𝑦) ∈ 𝑥，于
是 𝑦 ∈ 𝑥，这导出 𝑓(𝑥) ⊆ 𝑥．
若 𝑦 ∈ 𝑥 = 𝑠𝑥，则保序同构 𝑓 保证了 𝑓(𝑦) ∈ 𝑓(𝑥)，对前段中的元素 𝑦用归纳假设得

𝑦 = 𝑓(𝑦) ∈ 𝑓(𝑥)，于是 𝑦 ∈ 𝑥，这导出 𝑥 ⊆ 𝑓(𝑥)．
总之 𝑥 = 𝑓(𝑥)，根据超限归纳原理，对每个 𝑥 ∈ 𝛼都有 𝑓(𝑥) = 𝑥，命题成立． ◻

而用序数作为同构的良序集的代表元，其完备性来源于下述定理．

3.2.5定理 (计数定理) 对任何良序集，总存在一个序数与其同构．

以上计数定理的证明需要用到下文论述的序数的性质铺垫，以及替换公理模式（公理

1.3.11），因为这种证明方法超出了本课程的范围，我们略去之．
总结起来，序数确实是我们要找的一类标准的良序集．我们把和良序集𝑊 同构的

唯一序数记为 Ord𝑊．

习题 3.2
1. 设 𝛼, 𝛽 是序数且 𝛼同构于 𝛽 的某个真子集，证明：𝛼 ∈ 𝛽．
2. 设 𝛼是序数，证明：𝛼 ∉ 𝛼．不能用正则公理．
3. 设 𝐴, 𝐵都是良序集，𝐴 ⊆ 𝐵，判断以下命题的正确性，并说明理由：
(1) Ord𝐴 ∈ Ord𝐵或者 Ord𝐴 = Ord𝐵；
(2) 如果 𝐴 ≠ 𝐵，则 Ord𝐴 ∈ Ord𝐵．

4. 设集合 𝐴 = {2, 4, 6, … }，求出 Ord𝐴．
5. 设 𝛼是序数，证明：𝛼是自然数当且仅当其每个非空子集都有最大元．

3.3 序数的简单性质
在本章中，我们整个推理过程都是模仿自然数进行的．序数作为自然数的推广，应

该具有和自然数类似的性质，特别是 ∈定义下的良序关系．下面各命题和自然数几乎平
行，请对比（回顾 §2.3节中自然数的那些性质）．
自然数是通过取后继的方式来定义的，序数也具有这样的归纳性质．通过这种归纳

方式可以构造比 𝜔更大的序数．

3.3.1命题 0是序数；若在 𝛼+ ≝ 𝛼 ∪ {𝛼}中保留用 ∈定义的序，则 𝛼+ 是序数（称为序数

𝛼的后继）．
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证明 显然 0 = ∅是传递的良序集．对序数 𝛼，若 𝑎 ∈ 𝛼，则由于 𝛼 是序数，根据序数的
前段定义得到 𝑠𝑎 = 𝑎．再由 𝛼+ 的构造方法知道 𝑠𝛼 = 𝛼．另外，∈延拓到 𝛼+ 上仍然是良

序（分子集是否包含 𝛼简单讨论即可），故由序数的前段定义判定 𝛼+ 确实是序数． ◻

每个自然数都以 0为最小元，且其中的元素都是自然数，序数也是这样．

3.3.2引理 设 𝛼是序数，则 𝛼中元素都是序数．特别地，0属于任何序数．

证明 后一句话是显然的．设 𝑥 ∈ 𝛼，不妨设 𝑥 ≠ 0而且其中有元素 𝑧 ∈ 𝑦 ∈ 𝑥（不存在
这样的 𝑧和/或 𝑦的情形是平凡的）．根据传递性 𝑦 ∈ 𝛼，进一步 𝑧 ∈ 𝛼．于是 𝑥, 𝑦, 𝑧都是
𝛼的元素．由于 ∈是 𝛼中元素的一个序，具有传递性，从而 𝑧 ∈ 𝑦 ∈ 𝑥推得 𝑧 ∈ 𝑥，即 𝑥是
传递集．

我们还要证明，𝛼上用 ∈定义的序限制在 𝑥上也是良序．事实上，依照传递性，𝑥是
𝛼的子集，良序集的子集当然良序．综上所述，𝑥是序数． ◻

自然数的三歧性也自然地推广到序数之上．

3.3.3引理 设 𝛼, 𝛽 是序数，则 𝛼 = 𝛽, 𝛼 ∈ 𝛽, 𝛽 ∈ 𝛼有且仅有一个成立．

证明 根据定理 3.1.15，只有三种情况．
(i) 若 𝛼, 𝛽 同构，由定理 3.2.4知 𝛼 = 𝛽．
(ii) 若 𝛼同构于某个 𝛽 的前段 𝑠𝑡，因为 𝛽 是序数，𝛼也就同构于 𝑡．又因为序数的元素都
是序数，所以 𝑡是序数，于是 𝛼 = 𝑡 ⊊ 𝛽，进一步根据引理 3.2.3得到 𝛼 ∈ 𝛽．

(iii) 若 𝛽 同构于某个 𝛼的前段，则同上可证． ◻

3.3.4推论 若序数 𝛼 < 𝛽，则 𝛼+ ≤ 𝛽，说明 𝛼, 𝛼+ 之间不再有新的序数．

到目前为止，我们还没有明确定义过序数之间的序关系．但以上讨论已经使这样的

关系呼之欲出了．一方面，利用 ∈定义的序关系有三歧性，性质良好；另一方面，序数 𝛼
是良序集，本来有一个内部的序关系 ∈𝛼——然而，其中的元素都是序数．所以，我们可

以把序数内部的关系自然地延拓到序数之间：𝛼 < 𝛽 ⟺ 𝛼 ∈ 𝛽．下面，我们将注 2.3.2中
的自然数性质搬到了序数中来：序数是由所有小于（用 ∈定义）它的序数组成的集合．
这样序数内部的相对顺序就真的统一到序数的绝对顺序 ∈中了．这也是 von Neumann
研究序数时给出的最初定义 [von1923einfuhrung]．

这一结论的直观如下：在序数的等价定义中，我们要求它的元素 𝑎都满足 𝑠𝑎 = 𝑎，而
上面证明了序数内的元素都是序数．这差不多就是说序数 𝛼 都满足 𝑠𝛼 = 𝛼．具体地说，
对于单个序数 𝛼，记其绝对前段为

𝑠(𝛼) ≝ {𝛽 ∶ 𝛽 是序数, 𝛽 < 𝛼}.

式中 <是序数之间的绝对顺序，由 ∈来定义．这样，𝑠(𝛼)就是 𝛼的子集，故绝对前段是一
个良定的集合．根据定义和前面的讨论，𝛽 < 𝛼 ⟺ 𝛽 ∈ 𝛼 ⟺ 𝛽 ∈ 𝛼 ∧ 𝛽 是序数 ⟺
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𝛽 ∈ 𝑠(𝛼)，于是我们有:

3.3.5推论 设 𝛼为序数，则 𝛼 = 𝑠(𝛼)，即任一序数都等于它的绝对前段．

𝛼

𝑠(𝛼)

图 3.2: 任一序数都等于它的绝对前段

而且，正如自然数的良序原理一样，序数的集合（在 ∈定义的序下）也是良序集．

3.3.6引理 以序数组成的集合是（在 ∈定义的序下）良序的．

证明 设 𝐴是某由序数组成的集合 𝐸 的一个子集，任取 𝛼 ∈ 𝐴，如果 𝛼 是最小元，则命
题已经成立．否则，存在 𝐴 ∋ 𝛽 < 𝛼，即 𝛽 ∈ 𝛼，这说明 𝛽 ∈ 𝐴 ∩ 𝛼，换言之 𝐴 ∩ 𝛼 ≠ ∅．因
为 𝛼是良序的，所以 𝐴 ∩ 𝛼中存在最小元 𝛾．断言这就是 𝐴的最小元．若不然，假设某个
𝛾′ ∈ 𝐴满足 𝛾′ ∈ 𝛾，因为 𝛾 ∈ 𝛼而后者是序数，故 𝛾′ ∈ 𝛼，这和 𝛾 = min𝐴 ∩ 𝛼矛盾． ◻

虽然序数具有一些类似自然数的性质，但仍有一些性质是其不满足的．例如，不存

在序数 𝛼，使得 𝛼+ = 𝜔；而每个自然数都有唯一前驱．我们把（除了 0之外）没有前驱的
序数称为极限序数．

3.3.7命题 𝜔是最小的极限序数．

证明 先证 𝜔是极限序数．假设存在某个序数 𝛼使得 𝛼 ∪ {𝛼} = 𝜔，则 𝛼 ∈ 𝜔，所以 𝛼是
自然数，根据 Peano性质，𝛼+ = 𝜔也是自然数．从而 𝜔 ∈ 𝜔，矛盾．

如果有更小的极限序数，则它和 𝜔的某个前段同构．不妨设该极限序数是 𝜔的子
集，则它是自然数，但自然数都有前驱，矛盾．所以 𝜔是最小的极限序数． ◻

习题 3.3
1. 设 𝛼, 𝛽 是序数，证明以下关系：
(1) 若 𝛼+ = 𝛽+，则 𝛼 = 𝛽；
(2) 若 𝛼 < 𝛽，则 𝛼+ < 𝛽+．

2. 设 𝛼是序数，证明：𝛼 = 0或者 𝛼是极限序数，当且仅当⋃ 𝛼 = 𝛼．

3. 设 𝛼, 𝛽 是序数，𝛽 < 𝛼，证明：𝛽 ≤ ⋃ 𝛼．

4. 设 𝑋 是序数组成的非空集合，证明：⋂ 𝑋 是序数，而且还是 𝑋 的最小元．

5. 设 𝛼是序数，证明：𝛼 ∪ {𝛼} = inf{𝛽 ∶ 𝛽 > 𝛼}，这里 inf表示下确界（集合下界中最大的）．
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36 三 序数

6. (Burali-Forti悖论 [burali1897questione]) 证明：对于序数构成的集合 𝑋，⋃ 𝑋 是其上确界（𝑋
上界中最小的），记为 sup𝑋．由此进一步导出，对于任何序数的集合 𝑋，存在序数 𝛼 ∉ 𝑋．这表明
所有的序数放在一起不可能构成一个集合（其全体是一个类，一般记为 On）．
7. 设 𝑋 是序数组成的非空集合，且它没有最大元，证明：sup𝑋 是一个极限序数．（这是除了取后
继之外的另外一种构造更大序数的方法．）

8. 关于序数的超限归纳法：设 𝑃 (𝛼)是关于序数的一条性质，如果对于任何序数 𝛼，∀𝛽 ∈ 𝛼(𝑃 (𝛽))
能推出 𝑃 (𝛼)，证明：𝑃 (𝛼)对一切序数 𝛼都成立．
9. 设 𝛼, 𝛽 都是序数，我们规定加法 𝛼 + 𝛽 是集合 𝛼 ⊔ 𝛽 及这样的序关系所对应的唯一序数：𝛼, 𝛽 中
内部元素的关系保留，对于任意的 𝑎 ∈ 𝛼, 𝑏 ∈ 𝛽，有 𝑎 < 𝑏．
(1) 请问序数加法是否有交换律？说明理由．
(2) 直观地描述序数 (𝜔 + 1) + 𝜔．
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4 | 基数
阅读提示

基数的概念实际上我们早就接触到了．如果在数学分析中没有了解过可数、不可

数集合等概念的话，读者至少也在前一章知道了用映射比较两个集合的结构的方

法，只不过基数忽略了其中可能存在的序关系，而着眼于数量关系．这种映射的

思想在理解无穷集的性质上有着根本的重要性——所谓基数，就是用映射来比较

集合之间数量关系时选择的等价类代表元．本章的重点主要是比较数量关系的

技巧（§4.1和 §4.3节），而基数的定义以及 ℵ数（§4.2节）在本课程中没有特别
重要．如果读者在前面跳过了序数的概念和性质，则在阅读本章时只需要将用到

序数的证明都略过．

基数就是刻画集合数量结构的标准．Cantor最初的朴素集合论中就已经引入了基
数概念，他最先考虑的是集合 {1, 2, 3}和 {2, 3, 4}．它们并非相同，但有相同的基数/元素
个数．骤眼看来，这是显而易见的，但究竟何谓两个集合有相同数目的元素？特别是要弄

清楚在无穷集下这一问题的答案．Cantor的解决方案我们其实在上一章研究序结构的
时候就已经见过了，这就是一一对应，即把两个集合的元素一对一地排起来．

4.1 对等和受制
首先，类似给序结构分类的思想，我们也用映射给数量关系建立等价类．

4.1.1定义 设有集合 𝐴, 𝐵，若存在一个一一映射 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵，则称集合 𝐴, 𝐵 对等（或
者等势），记为 𝐴 ∼ 𝐵．如果 𝑓 只是单射，就称 𝐴受制于 𝐵，记为 𝐴 ⪯ 𝐵．另外定义
𝐴 ≺ 𝐵 ⟺ 𝐴 ⪯ 𝐵 ∧ 𝐴 ≁ 𝐵．

根据引理 1.3.6，𝐴 ⪯ 𝐵 也等价于存在 𝐵 ⟶ 𝐴的满射．可以看出，对等关系也是集合之
间的等价关系．

对等关系的引入，使得有限集和无限集能得到明确的定义．
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38 四 基数

4.1.2定义 能够和某个自然数建立对等关系的集合称为有限集，否则称为无限集（或无

穷集）．

有关有限集的以下性质很符合直觉，证明的方法是用归纳法．为了保证严格性，又

不影响大家接下来探索无穷集的兴致，我们列出而不写证明（留作习题）．我们还将直

接承认有限集元素个数的常见性质，例如若 𝐴有 𝑛个元素，则 𝒫 (𝐴)有 2𝑛 个元素，等等．

4.1.3定理 设 𝐴是有限集：
(i) 存在一个唯一的自然数与 𝐴对等；
(ii) 有限集的任何子集都是有限集；
(iii) 有限个有限集的交、并和笛卡尔积都是有限集；
(iv) 有限集不能与其一个真子集对等．

无限集的严格研究是现代集合论发展的最初动机之一．下面我们考虑一个有关无

限集的形象例子．

4.1.4例 (Hilbert旅馆问题) 假设有一个房间无穷多的旅馆，房间标为 1, 2, …，且所有的
房间均已客满，现在有无穷多个新旅客 𝑟1, 𝑟2, … 要来住宿，是否可以安排？

答案是肯定的，如图 4.1 所示，我们将住在 𝑛 号房间的旅客重新安排到 2𝑛，此时
1, 3, 5, … 就可安排新旅客了．

1 2 3 4 5 6 ... 𝑛

1 2 3 4 5 6 ... 2𝑛

图 4.1: 将住在 𝑛号房间的旅客重新安排到 2𝑛后，又得到无穷多个空房间

上述例子就是说，自然数集和自然数中的偶数集是对等的．实际上它暗含了无穷集

性质的一个重要刻画：

4.1.5引理 集合 𝐴为无穷集当且仅当 𝐴与其某个真子集对等．

证明 充分性就是定理 4.1.3的 (iv)．
必要性．若 𝐴是无限集，断言其中必然存在一个和自然数集对等的子集，然后在这

部分中用前例的映射（挖掉“偶数”，实际上只挖掉一个数即可），其余部分用恒等映射就

证完了．直观上，我们可以每次从集合中拿一个元素，然后去掉它，不断做下去，就得到

一个和 𝜔对等的子集 𝐵 = {𝑎0, 𝑎1, … }．当然，我们要说清楚“不断做下去”是什么意思！
显然 𝐴非空，所以可以取 𝑎0 ∈ 𝐴，我们定义映射 𝑓 ∶ ℕ ⟶ 𝐴如下：它在 0上取

𝑓(0) = 𝑎0．然后，由于 𝐴 ⧵ {𝑓(0)}非空（否则 𝐴与一个自然数对等，是有限的），可取
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𝑓(1) = 𝑎1 ∈ 𝐴 ⧵ {𝑓(0)}，以此类推，我们有：

𝑓(0) = 𝑎0,
𝑓 (𝑖) =集合 𝐴 ⧵ 𝑓({0, … , 𝑖 − 1})中任意一个元素 (𝑖 > 0).

由于明确定义这个映射需要在无穷多个集合上任取元素，因此“以此类推”的过程要用到

选择公理．

得到这样的单射 𝑓 后，利用前述思想，作映射 𝑔：

𝑔(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎𝑖+1 (𝑥 = 𝑎𝑖 ∈ 𝑓(ℕ)),
𝑥 (否则).

容易验证 𝑔是 𝐴 ⟶ 𝐴 ⧵ {𝑎0}的双射． ◻

4.1.6推论 设 𝐵是自然数集的无穷子集，则 𝐵 ∼ ℕ．形象地说，ℕ是最小的无穷集合．

证明 类似上面的证明过程，我们可以证明存在单射 𝑓 ∶ ℕ ⟶ 𝐵．不过，对于这种特殊
情况，我们构造的的函数略有不同

𝑓(0) = 𝑎0,
𝑓 (𝑖) =集合 (𝐵 ⧵ 𝑓({0, … , 𝑖 − 1}))中的最小元素 (𝑖 > 0).

此时 𝑓 的良定性就不需要用选择公理证明了，因为选择函数是明确的．下面利用这个构
造证明 𝑓 还是双射．
任给 𝑏 ∈ 𝐵．首先由 𝑓 的单性知道 𝑓(ℕ)是 ℕ的无穷子集，所以一定存在 𝑛 ∈ ℕ，

使得 𝑓(𝑛) > 𝑏．再令 𝑚 是满足 𝑓(𝑚) ≥ 𝑏 的自然数中最小的，那么对一切 𝑖 < 𝑚 都有
𝑓(𝑖) < 𝑏，即 𝑏 ∉ 𝑓({0, 1, … , 𝑚 − 1})，换言之 𝑏 ∈ 𝐵 ⧵ 𝑓({0, 1, … , 𝑚 − 1})．这样，由 𝑓 的定
义第二条知 𝑓(𝑚) ≤ 𝑏，从而 𝑓(𝑚) = 𝑏．因此 𝑓 是满射，根据构造它也是双射． ◻

下面进一步讨论一些证明集合对等的技巧．

4.1.7例题 证明：ℤ>0 ∼ ℤ>0 × ℤ>0．

证明 参看图 4.2，我们用形如图中的方法把 (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ>0 × ℤ>0 排成一列：先按 𝑎 + 𝑏排
序，再按 𝑎排序．这样，我们按照排列的先后顺序把 ℤ>0 和这些元素一一对应起来，就自

然地得到一个从 ℤ>0 × ℤ>0 到 ℤ>0 的保序同构（请读者尝试用表达式明确写出来）．于

是两个集合当然对等． ◻

4.1.8例题 证明：ℝ ∼ (0, 1)．

证明 注意到 im tan 𝑥 = ℝ，而且它在 (− 𝜋
2 , 𝜋

2 ) 上是严格单调的，换言之 arctan 函
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(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5)

(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5)

图 4.2: 用“蛇形游走”的方法证明 ℤ>0 ∼ ℤ>0 × ℤ>0

数可将 ℝ 一一地映回到 (− 𝜋
2 , 𝜋

2 )．故我们只需要在该基础上添一个伸缩，作映射
𝑓(𝑥) = arctan 𝑥

𝜋 + 1
2，容易验证这是一个双射，所以 ℝ ∼ (0, 1)．可以看到这个映射还是一个

保序同构． ◻

接下来我们问是否可以构造 ℝ和 [0, 1]之间的双射．由于 [0, 1]是紧集而 ℝ不是紧的，
所以无法诉诸于连续映射．尽管如此，稍加变通就可以作出答案．

4.1.9例 我们证明 ℝ ∼ [0, 1]，则只需证明 (0, 1) ∼ [0, 1]．鉴于 (0, 1)是 [0, 1]的真子集，
只需添加两个点，所以利用 Hilbert旅馆的方法，我们作

𝑓(𝑥) =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

0 (𝑥 = 1
2 ) ,

1
𝑛−2 (𝑥 = 1

𝑛 , 𝑛 ≥ 3) ,

𝑥 (其他情况),

就得到了想要的双射． ♢

从上例等例子中我们能看出，对于某些集合，若一定要构造其间的双射，手续可

能会略显麻烦．可以证明，有一些集合虽然对等，但其间的双射甚至是不可构造的

[aws2013constructive]．幸运的是，我们有如下定理，以绕过直接构造双射这种困难．

4.1.10定理 (Schröder–Bernstein) 若集合 𝑋 与集合 𝑌 的一个子集对等，且集合 𝑌 与集
合 𝑋 的一个子集对等，则 𝑋 ∼ 𝑌．

证明 条件就是说存在单射 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 , 𝑔 ∶ 𝑌 ⟶ 𝑋，我们设法将二者拼凑为一个双
射．证明思想由图 4.3示出：给定 𝐴 ⊆ 𝑋，我们先注意到 𝑓 为 𝐴 ⟶ 𝑓(𝐴)的双射，而 𝑔−1

为 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)) ⟶ 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)的双射．若能找到合适的 𝐴，使得 𝐴和 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴))刚好划
分了 𝑋，则 𝑓, 𝑔−1 合起来即为所求．

考虑 𝐹 (𝐴) = 𝑋 ⧵ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴))，我们断言它为单调映射，符合例题 1.3.3的条件——
实际上，设 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋，则 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝐵)，这推出 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐵) ⊆ 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑌．所以，
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𝐴 𝑓(𝐴)

𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)) 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)

图 4.3: Schröder–Bernstein定理证明中双射的“构造”

𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐵)) ⊆ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)) ⊆ 𝑔(𝑌 ) ⊆ 𝑋，故而 𝑋 ⧵ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴)) ⊆ 𝑋 ⧵ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐵))，即是
𝐹 (𝐴)成立保序性.

于是，根据例题 1.3.3的结论，存在 𝐴∗ ⊆ 𝑋 使得 𝐹 (𝐴∗) = 𝐴∗．于是我们令

ℎ(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓(𝑥) 若 𝑥 ∈ 𝐴∗,
𝑔−1(𝑥) 若 𝑥 ∈ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴∗)),

就得到了想要的映射．验证它是双射是简单的：因为 𝑓 是单射，所以它是 𝐴∗ ⟶ 𝑓(𝐴∗)
的双射；同理 𝑔是 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴∗) ⟶ 𝑔(𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴∗)) = 𝑋 ⧵ 𝐴∗ 的双射，二者合起来就表明 ℎ是
𝑋 ⟶ 𝑌 的双射． ◻

关于本定理的应用，需要到处理连续基数时才能比较明显地看见它的威力．

习题 4.1
1. 验证有关对等的以下性质：
(1) 若 𝐴, 𝐶 对等，𝐵, 𝐷对等，则 𝐴 × 𝐵, 𝐶 × 𝐷对等；
(2) 若 𝐴, 𝐶 对等，𝐵, 𝐷对等，且 𝐴, 𝐵不交，𝐶, 𝐷不交，则 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐶 ∪ 𝐷对等；
(3) 若 𝐴, 𝐵对等，则 𝒫 (𝐴), 𝒫 (𝐵)对等；
(4) 若 𝐴, 𝐵对等，则对任何的集合 𝐶，𝐴𝐶 , 𝐵𝐶 和 𝐶𝐴, 𝐶𝐵 分别对等．

2. 设 𝐴, 𝐵对等且 𝐴中至少有两个元素，证明：𝐴, 𝐵之间的双射不唯一．
3. 设 𝐴1 ⊆ 𝐴, 𝐵1 ⊆ 𝐵，且 𝐴1 ∼ 𝐵1, 𝐴 ∼ 𝐵，试问是否有 𝐴 ⧵ 𝐴1 ∼ 𝐵 ⧵ 𝐵1？

4. 证明定理 4.1.3．
5. 称一个集合是 Dedekind-无穷的，如果它和其一真子集对等．证明：
(1) 每个和 ℕ对等的集合都是 Dedekind-无穷的．
(2) 集合是 Dedekind-无穷的当且仅当它包含一个可数无穷子集．
(3) 假设选择公理成立，则 Dedekind-无穷集等价于无穷集．

6. 设 𝐴为集合，任取 ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝒫 (𝐴)并规定 𝑋 上有包容序．证明：𝐴是有限集当且仅当任意的
(𝑋, ⊆)都有极大元．
7. 对以下指定的几个实数区间，给出 𝐴, 𝐵之间的双射：
(1) 𝐴 = [0, 1), 𝐵 = (0, 1]；
(2) 𝐴 = (0, 1], 𝐵 = (0, 1)；
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(3) 𝐴 = [0, 1], 𝐵 = (0, 1]．

8. 请构造双射 𝑓 ∶ (0, 1) ⟶ ℝ>0 和 𝑔 ∶ (0, 1) ⟶ ℝ，使得 𝑓, 𝑔 分别把有理数映为有理数，把无理
数映为无理数．

9. 下面各步勾勒出了 Schröder–Bernstein定理的一个证明 [konig1906sur]：
(1) 不妨设 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅．
(2) 两个集合之间，存在用 𝑓, 𝑔 的映射关系表示的箭头，这些箭头首尾相接形成序列，每个元素
都处于一个箭头序列上．非正式地说，例如对 𝑎 ∈ 𝐴，可能存在序列

⋯ ⟶ 𝑓 −1𝑔−1(𝑎) ⟶ 𝑔−1(𝑎) ⟶ 𝑎 ⟶ 𝑓(𝑎) ⟶ 𝑔𝑓(𝑎) ⟶ ⋯

每个元素 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵属于且仅属于一个序列，从而这些序列构成 𝐴 ∪ 𝐵的划分．
(3) 上述划分可以导出 𝐴, 𝐵之间的双射．
根据提示写出完整证明．这是一个构造性的证明吗？如果是，说明理由；如果不是，考虑是否

能写出一个构造性的证明．

4.2 基数的定义和性质
基数可以从序数出发进行定义．我们已经对集合的序结构有了一个初步的认识．例

如 ℕ对应于序数 𝜔，ℕ × ℕ对应于序数 𝜔 × 𝜔（用字典序）等．不过，这些集合其实都“一
样大”，因为从数量上讲，它们之间的元素存在一一对应．因此，作为数量结构的标尺，序

数太密了．在序数中挑选比较合适的作为代表元，这就得到了基数．

引入基数的正式定义之前，我们还要做对等关系的最后一个预备．这就是 Cantor定
理，其证明的思想是对角线法．

4.2.1定理 (Cantor) 若 𝐴 ≠ ∅，则 𝐴不可能和 𝒫 (𝐴)对等．

证明 设 𝑓 为一个 𝐴 ⟶ 𝒫 (𝐴)的映射，考虑 𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ∉ 𝑓(𝑥)} ∈ 𝒫 (𝐴)．那么一
定有 𝐸 ∉ im 𝑓．事实上，若 𝑓(𝑦) = 𝐸，则根据 𝐸 的定义，𝑦 ∈ 𝐸 导出 𝑦 ∉ 𝑓(𝑦)，即 𝑦 ∉ 𝐸，
反之亦然．于是 𝑦 ∈ 𝐸 ⟺ 𝑦 ∉ 𝐸，矛盾．所以 𝑓 一定不是满射，自然也不可能是双射．◻

本节开头所说的合适的代表元，就是在对等的序数中，找（序数排序下）最小

的．（选择这个略显曲折的方法是因为我们无法把对等的序数的全体作为一个等价类之

代表元，因为它们的全体实际上不构成集合，参看习题 3.3.6．）

4.2.2定义 称一个序数 𝜅 为基数，若序数 𝛼和 𝜅 对等能推出 𝜅 ≤ 𝛼．

我们一般用希腊字母 𝜅, 𝜆, 𝜇等表示基数．
例如，因为比自然数集小的序数只有自然数，而自然数都是有限集，所以任何自然数

都不与自然数集 𝜔对等，这表明自然数集是基数．类似可知每个自然数也都是基数；特
别地，有限集的基数就是自然数．
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和序数类似（定理 3.2.4、3.2.5），我们要证明基数作为代表元时，每个集合都恰好对
应一个基数以反映其数量结构．

4.2.3定理 给定一个集合 𝐴，存在唯一一个基数和其对等．

证明 我们只要选择和 𝐴对等的序数中最小的那个，想要作 𝑆 = {𝛽 ∶ 𝛽 是序数, 𝛽 ∼ 𝐴}
并取结果为 min𝑆．但是要先证明 𝑆 是一个集合．

考虑 𝒫 (𝐴)，则根据计数定理，存在一个序数 𝜋 ∼ 𝒫 (𝐴)．我们去证明 𝑆 ⊆ 𝜋，即选择
𝜋 是一个合适的包容集．事实上，任取序数 𝛽 ∼ 𝐴，假设 𝛽 ∉ 𝜋，由三歧性得 𝜋 ≤ 𝛽．因为
二者都是序数，所以由传递性 𝜋 ⊆ 𝛽，从而 𝜋 ∼ 𝒫 (𝐴) ⪯ 𝛽 ∼ 𝐴，这与 Cantor定理矛盾．故
𝛽 ∈ 𝜋，进一步 𝑆 ⊆ 𝜋．由分离公理知 𝑆 是一个集合．

因为以序数构成的集合都是良序的，所以 𝑆 良序．今取 𝜅 = min𝑆，按定义 𝜅 是基
数．唯一性显然（𝑆 唯一确定，且其最小元必唯一）． ◻

我们把和集合 𝐴对应的唯一的基数记为 card𝐴．现在逐步导出几个比较常用的结
论，方便使用；导出这些结论后，基数的论证主要都是直接构建映射．下面四个推论由前

述定理都是容易证明的．

4.2.4推论 (i)设 𝜅 是基数，则 card 𝜅 = 𝜅．进一步，如果基数 𝜅 ∼ 𝜆，则 𝜅 = card 𝜆 = 𝜆．
(ii)设 𝜅, 𝜆是基数，则 𝜅 ≺ 𝜆 ⟺ 𝜅 < 𝜆（<在序数意义下）．
(iii)设 𝐴, 𝐵是集合，则 card𝐴 = card𝐵 ⟺ 𝐴 ∼ 𝐵．
(iv)设 𝐴, 𝐵是集合，则 card𝐴 < card𝐵 ⟺ 𝐴 ≺ 𝐵且 card𝐴 ≤ card𝐵 ⟺ 𝐴 ⪯ 𝐵．

证明 对于 (i)，由于基数 𝜅 和自己对等，故由唯一性 card 𝜅 = 𝜅，同理当 𝜅 ∼ 𝜆 时
𝜅 = card 𝜆，而 𝜆是基数，所以也有 card 𝜆 = 𝜆．

(ii)：根据定义，𝜅 ≺ 𝜆当且仅当存在 𝜅 ⟶ 𝜆的单射且 𝜅 不等势于 𝜆．因为 𝜅, 𝜆都是
序数，三歧性指出这一情况也就等价于 𝜅 ∈ 𝜆．

(iii)由 (i)导出：由定义和对等是等价关系知道 card𝐴 = card𝐵 蕴涵 𝐴 ∼ 𝐵；而如果
𝐴 ∼ 𝐵，则 card𝐴 ∼ card𝐵，由 (i)得 card𝐴 = card𝐵．
对于 (iv)，我们只证前半句话，后半句话的证明是类似的．根据对等的定义

𝐴 ≺ 𝐵 ⟺ card𝐴 ≺ card𝐵，而由 (ii)，card𝐴 ≺ card𝐵 ⟺ card𝐴 < card𝐵． ◻

从 Cantor定理的证明中看出，不存在最大基数．我们把逐渐增大的无穷基数称为 ℵ
数（ℵ是 Cantor首先使用的记号，它是希伯来语的第一个字母，音为“aleph（阿列夫）”），
依次标记为 ℵ0, ℵ1, ℵ2, … , ℵ𝜔, …．（想一想，怎么构造 ℵ1？怎么构造 ℵ𝜔？）

习题 4.2
1. 用推论 4.2.4导出 Schröder–Bernstein定理．（尽管这样可以轻而易举地证明，但我们知道该定
理的证明无需选择公理，后者则是推论所依赖的．）

2. 设 𝐴 ⊆ 𝐵，且 card𝐴 = card𝐴 ∪ 𝐶，证明：card𝐵 = card𝐵 ∪ 𝐶．
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3. 证明：对任何由基数组成的集合 𝐴，都存在一个基数 𝜅，使得它为 𝐴上确界．进一步导出所有基
数放在一起不构成集合．

4. (基数的运算) 设 𝐴, 𝐵是集合，定义其关联的基数之运算为：
⊳ 加法 card𝐴 + card𝐵 ≝ card𝐴 ⊔ 𝐵（参看注 1.1.12）；
⊳ 乘法 card𝐴 × card𝐵 ≝ card𝐴 × 𝐵；
⊳ 幂 card𝐴card𝐵 ≝ card𝐴𝐵．

设 𝜅, 𝜆, 𝜇为基数，证明：
(1) 𝜅 + 𝜆 = 𝜆 + 𝜅; (𝜅 + 𝜆) + 𝜇 = 𝜅 + (𝜆 + 𝜇)．
(2) 𝜅 × 𝜆 = 𝜆 × 𝜅; (𝜅 × 𝜆) × 𝜇 = 𝜅 × (𝜆 × 𝜇); 𝜅 × (𝜆 + 𝜇) = 𝜅 × 𝜆 + 𝜅 × 𝜇．
(3) 𝜅𝜇 × 𝜅𝜆 = 𝜅𝜆+𝜇; (𝜅 × 𝜆)𝜇 = 𝜅𝜇 × 𝜆𝜇; (𝜅𝜆)𝜇 = 𝜅𝜆×𝜇．

5. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 均为无穷集合，比较下述三个集合的基数大小：
(i) 𝑋 = 𝐴 ⟶ (𝐵 ⟶ 𝐶)；
(ii) 𝑌 = 𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐶；
(iii) 𝑍 = (𝐴 ⟶ 𝐵) ⟶ 𝐶．

4.3 可数集和不可数集
现在来看两个特别重要的基数．

其一是可数基数．顾名思义，具有可数基数的集合中的元素可以像自然数一样一个

一个点数．

4.3.1定义 若某集合和自然数存在一一对应，就称它可数．如果集合有限或者可数，就

称它至多可数（不造成混淆的情况下亦可直接称可数）；否则就称它不可数．可数集合

的基数是 ℵ0，称为可数基数．

4.3.2注 推论 4.1.6说明可数基数是最小的无穷基数． ♤

4.3.3例 若 𝐴, 𝐵 都是可数集，根据例题 4.1.7，𝐴 × 𝐵 ∼ ℕ × ℕ ∼ ℕ，也是可数集．由此导
出有理数 ℚ是可数的：若把 ℚ中元素看成整数的有序对，则 ℚ ⪯ ℤ × ℤ ∼ ℕ × ℕ ∼ ℕ；另
一方面恒等映射是 ℕ ⟶ ℚ的单射，由 Schröder–Bernstein定理得 ℚ ∼ ℕ． ♢

以下定理扩展了上例，它指出了许多常见的集合都是可数的．

4.3.4定理 设 𝐴1, 𝐴2, … 是可数个至多可数的集合，则

(i) ⋃∞
𝑖=1 𝐴𝑖 是至多可数的；

(ii) 对于每个有限的 𝑛，
∏𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖 是至多可数的．

证明 我们承接例题 4.1.7 的排序方法．对于 (i)，无妨设 𝐴1 = {𝑎11, 𝑎12, … }, 𝐴2 =
{𝑎21, 𝑎22, … }（注意这里用到了选择公理，因为对每个 𝐴𝑖 来说排序方法 𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, …
可能有无穷多种，而我们需要选择其中之一），我们将 ⋃∞

𝑖=1 𝐴𝑖 中的元素排成一列
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𝑎11, 𝑎21, 𝑎12, 𝑎31, 𝑎22, 𝑎13, …，即是说 𝑎11 排第一位，而当 𝑖 + 𝑗 > 2时，𝑎𝑖𝑗 排在第

𝑗 +
𝑖+𝑗−2∑
𝑘=1

𝑘

位．对于 (ii)，它则是 ℕ × ℕ ∼ ℕ结合归纳法得到的直接推论． ◻

4.3.5例题 设 𝐸 ⊆ ℝ2 中的点两两之间的欧氏距离均为有理数，证明：𝐸 至多可数．

证明 目标是将这些点同有理数作某种意义上的对应．不妨设 𝐸 为无穷集，任取两点
𝐴, 𝐵，那么 𝐸 中剩下点和 𝐴, 𝐵的距离都必须是有理数，所以

𝐸 ⊆ {𝐴, 𝐵} ∪ ⋃
𝑟1,𝑟2∈ℚ

𝑆(𝐴, 𝑟1) ∩ 𝑆(𝐵, 𝑟2).

式中 𝑆(𝑂, 𝑟)表示圆心为 𝑂，半径为 𝑟的圆．式右侧的分解中，可数并运算的每一项都只
有有限多个点（至多 2个）．所以 𝐸 是可数集． ◻

其二是连续基数，它是 (0, 1)对应的基数，(0, 1)也称为连续统．已经知道ℝ ∼ (0, 1) ∼
[0, 1]（例 4.1.9），所以只需要研究 [0, 1]．下面的定理由 Cantor最初发现．

4.3.6定理 [0, 1]不是可数的．

证明 证明思想就是著名的 Cantor对角线法．若不然，我们把这些数按十进制小数序
列排起来，得到

0.𝒂11𝑎12𝑎13𝑎14 ⋯ ,
0.𝑎21𝒂22𝑎23𝑎24 ⋯ ,
0.𝑎31𝑎32𝒂33𝑎34 ⋯ ,

现在取 𝑥 = 0.𝑏0𝑏1𝑏2 ⋯ 使得 𝑏𝑖 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2 (𝑎𝑖𝑖 = 1)
1 (否则)

，则 𝑥有唯一的小数表示（因为其

中没有重复 9的无限循环节），且小数点后第 𝑖位和第 𝑖个列出的数不同，这说明它未被
写出，矛盾． ◻

4.3.7定义 若集合和 (0, 1)存在一一对应，就称它的基数是连续基数，记为 𝔠．

处理连续基数比处理可数基数麻烦一些，一个常见的技术就是离散化并借助

Schröder–Bernstein定理．

4.3.8例题 证明：card𝒫 (ℕ) = 𝔠．
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证明 ℝ是连续的对象，而 𝒫 (ℕ)是离散的对象，不易直接建立联系．考虑 𝑓(𝑥) = {𝑟 ∈
ℚ ∶ 𝑟 ≤ 𝑥}，易见这是 ℝ ⟶ 𝒫 (ℚ)的单射．实际上，根据实数的 Dedekind分割定义，
对于每个 𝐴 ∈ im 𝑓，取 𝑓 −1(𝐴) = sup𝐴即可，故 ℝ和 𝒫 (ℚ) ∼ 𝒫 (ℕ)之间存在单射．另
一方面，首先用 𝑓𝑠 ∶ ℕ ⟶ {0, 1}表示 𝑠 ∈ 𝒫 (ℕ)，即是 𝑓𝑠(𝑛) = 1𝑛∈𝑠，再展开三进制小数∑

𝑖
𝑓𝑠(𝑖)

3𝑖 ，将集合映射为实数，这也是单射（但若用二进制，则单射就不显然了）．所以

𝒫 (ℕ) ∼ ℝ． ◻

4.3.9注 最好不使用 ℵ1 这个记号表示 ℝ的基数，否则算承认连续统假设．所谓连续统
假设考虑的是 ℵ0, ℵ1, 𝔠 = card𝒫 (ℕ)之间的关系．ℵ1 是最小的不可数基数，由前面的讨

论我们知道 𝔠 ≥ ℵ1．问题在于，等号是否成立？等号成立蕴涵 ℵ0, 𝔠之间不存在其他基
数．这一问题的研究大大推动了集合论的发展——后来，Gödel和 Cohen先后分别证明
了连续统假设在 ZFC公理体系下的相容性（承认正确性则无矛盾）和独立性（ZFC下
不可证）．我们一般不假设连续统假设成立． ♤

4.3.10例题 证明：𝐸 = {{𝑥𝑖}∞
𝑖=1 ∶ 𝑥𝑖 ∈ ℝ}的基数为 𝔠．

证明 我们应用前一例题的结论，存在实数和 𝒫 (ℕ)的一一对应，将 𝐸 中序列转换为自
然数子集的序列，并利用同样的示性函数 𝑓𝑠 ∶ ℕ ⟶ {0, 1}表示 𝑠 ∈ 𝒫 (ℕ)，则

𝐸 ∼ {{𝑓𝑖}∞
𝑖=1 ∣ 𝑓𝑖 ∶ ℕ ⟶ {0, 1}} .

考虑序列 {𝑓𝑖}∞
𝑖=1，确定整个序列只需要确定第 𝑚个映射在自然数 𝑛上的像，即

(4.3.1) {{𝑓𝑖}∞
𝑖=1 ∣ 𝑓𝑖 ∶ ℕ ⟶ {0, 1}} ∼ {𝑔(𝑚, 𝑛)∶ ℕ × ℕ ⟶ {0, 1}} .

注意到 {𝑔(𝑚, 𝑛)∶ ℕ × ℕ ⟶ {0, 1}} ∼ 𝒫 (ℕ × ℕ) ∼ 𝒫 (ℕ) ∼ ℝ，即知命题成立． ◻

4.3.11注 式 (4.3.1) 所使用的技巧称为“uncurrying”，由逻辑学家 Frege 引入，是使
用特别广泛的一个技术．Currying 意谓把多参数的函数转换为单参数函数的序列
[curry1958combinatory]，函数式编程语言常用 currying的操作． ♤

习题 4.3
1. 设 𝐴为可数集，其上有一个等价关系 ∼，证明：商集至多可数．
2. 对于可数集，证明：
(1) 其全部有限子集构成的集合可数；
(2) 以其中元素构成的全体有限序列可数．

3. 假设 𝐸 为 ℝ中一些两两不相交的开区间构成的集合，证明：𝐸 可数．
4. 设无穷集 𝐸 ⊆ (0, 1)，且任取 𝐸 中不同的实数构成的正项级数总收敛，证明：𝐸 可数．
5. 证明下面两个集合都是不可数的：
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(1) 𝑆 = {{0, 1}𝜔 ∶串中没有连续的两个 0}，这里 {0, 1}𝜔 指 0、1构成的无穷长字符串；
(2) 𝑇 = {{𝑎𝑛}∞

𝑛=1 是正整数序列 ∶ 𝑎𝑛+1 ≥ 2𝑎𝑛 }．

6. 我们把是整系数多项式根的复数称为代数数，否则称为超越数．计算全体超越数构成的集合的
基数．

7. 用 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 表示自然数构成的无穷序列．

(1) 求出这些序列的全体构成的集合的基数．
(2) 称 {𝑎𝑛}∞

𝑛=0“几乎为常数”的，如果存在某个 𝑛0 ∈ ℕ和常数 𝐶 使得对每个 𝑛 ≥ 𝑛0 都有 𝑎𝑛 = 𝐶．
求出“几乎为常数”的序列的全体构成的集合的基数．

(3) 称 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0“几乎周期”的，如果存在某个 𝑛0, 𝑝 ∈ ℕ 和常数 𝐶 使得对每个 𝑛 ≥ 𝑛0 都有

𝑎𝑛+𝑝 = 𝑎𝑛．求出“几乎周期”的序列的全体构成的集合的基数．

8. 设 𝐸 ⊆ ℝ2 为可数集，证明：存在两个不相交的集合 𝐴, 𝐵使得 𝐸 = 𝐴 ∪ 𝐵，且任意一条平行于 𝑥
轴的直线交 𝐴至多有有限个点，任意一条平行于 𝑦轴的直线交 𝐵也至多只有有限个点．
9. 设集合 𝐴, 𝐵的基数均为 𝔠．
(1) 证明：𝐴 ∪ 𝐵的基数为 𝔠．
(2) 证明：𝐴 × 𝐵的基数为 𝔠，由此导出 ℝ𝑛 和 ℝ对等．

10. 证明：若⋃∞
𝑖=1 𝐴𝑖 和 ℝ对等，则存在一个 𝐴𝑛 与 ℝ对等． 提示 不妨设⋃∞

𝑖=1 𝐴𝑖 为全体实数

序列构成的集合，然后应用类似对角线法的论证．

11. 设 𝑆 = 𝒫 (ℕ)．在 𝑆 上定义关系 𝐴 ∼ 𝐵 ⟺ 𝐴 △ 𝐵是有限集．
(1) 证明：∼是一个等价关系．
(2) 给定集合 𝐴 ∈ 𝒫 (ℕ)，求 card [𝐴]；再求 card𝒫 (ℕ)/ ∼．
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5 | 命题逻辑
阅读提示

本章是命题逻辑的基础知识，其中不涉及形式的推理和演算，因此其中大多数内

容读者应该在中学已经学过了．惟需要注意的是应当审慎对待中学所学过的直

觉，因为本章的重点有二，其一是建立形式语言的概念，其二是初步区分语法和

语义两个概念，因此抛开熟知的符号的含义来体会形式语言的构建可能是有益的

（主要是语法部分，语义部分则比较简易）．语义、语法的联系和区别是理解数理

逻辑的思想方法的重点和难点，初学时可能会感到有些迷惑，读者可以多和自然

语言或者程序设计作类比．

逻辑是英文 logic的音译，源于希腊语“逻各斯”（λόγος），意思是思维、理性，可以指
推理和证明的思想过程．

推理和证明是数学的思维的重要基础．逻辑学家 Frege曾说：“数学的本质就在于，
一切能证明的都要证明．”数学证明的一个特点就是精确，然而在前面几章中我们可以看

到，自然语言的表述带有歧义性等问题，不适合描述数学中精确的推理和证明过程，因此

我们要将证明和计算的过程形式化．也就是说，我们希望用一套形式语言、公理和转换

规则来描述推理和演绎的过程，这样的事物称为形式逻辑．

形式逻辑在十九世纪末、二十世纪初得到了空前的发展，通过研究形式逻辑，人们不

仅对数学的基础有了比较清楚的认识，还推动了计算机时代的到来，例如 Church利用
𝜆-演算将证明理论变成了算法问题，等等．当代计算机科学中的数理逻辑的应用主要包
括数字逻辑电路设计、编程语言、数据库理论、专家系统、软件正确性的形式化验证等等．

现在它也越来越多地对人工智能的发展产生影响．

建立形式逻辑系统的过程一般包含三个部分：

(i) 确定语言中命题的生成方式（§5.1节）；
(ii) 给出逻辑推理时命题的转换规则（§6.1节）；
(iii) 对形式逻辑作出语义解释（§5.2节）．
在上面各部分中存在语法和语义的分野，二者是数理逻辑的两个基本要素．其中，
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52 五 命题逻辑

(i)、(ii)属于形式系统的语法的范畴（证明论），(iii)则属于语义的范畴（模型论）．语法
是指确定了形式系统中语句的构造、生成和转换方法的规则，它和语句和语句序列的实

际含义无关；而语义则反过来关心形式系统中语句的意义和真伪．语法实现逻辑推演和

认知过程的一致性和机械性，而语义刻画刻画逻辑思维对世间事物的真伪认知．用读者

熟知的编写过程的程序来类比，语法正确就是指程序可被计算机理解并且正确执行，而

语义正确则是指对任何输入，程序执行后的输出是问题的正确答案．

虽然语法和语义二者关心形式系统的两个不同方面，但在这逻辑中这两个部分是相

互关联的．因为在我们的理想中，形式系统应该满足：

⋄（“语法 ⟹ 语义”，一致性）每个转换规则（推演规则）从真前提出发必须得出真

结论，而且凡是通过正确语法导出的公式都是真的；（类比：程序正确执行 ⟹ 程

序结果正确）

⋄（“语义 ⟹ 语法”，完备性）每一个有效论证能够用逻辑推演系统形式地得

出．（类比：程序结果正确 ⟹ 程序正确执行）

下面两章的目的，就是在命题逻辑中，通过前述三个部分来恰当地实现一致性和完

备性的要求．

5.1 命题形式
考察一下推理和证明的过程，这些过程中，我们会罗列一些具有真假意义的判断性

或陈述性的语句，并使用“如果⋯⋯那么⋯⋯”、“而且”、“或者⋯⋯或者⋯⋯”、“当且仅

当”之类的语言把这些语句连接在一起．这些具体的语句被称为命题，而后面那些连接

的词句是连接词．

根据其中是否存在连接词，是否可以被细分成更小的单元，命题分为原子命题（简

单命题）和复合命题．原子命题是命题逻辑中的最基本组成元素．自然语言中，一般使

用简单句表述的命题就是简单命题，而需要用复合句，例如用“或者”、“而且”等连接词连

缀简单句而成的命题是复合命题．

在数理逻辑中，我们只研究抽象的命题．就像用字母代替具体的数一样，为了形式

地研究命题逻辑，我们先要选定一个符号的集合，用这些集合中的字母来书写那些最小

的、不可分解的原子命题．这里，我们规定用 𝑝1, 𝑝2, … 表示之．然后，这些原子命题可以

由下面五种连接词连接得到新的复合命题：

¬, ∧, ∨, →, ↔ .

这五种连接词的读法在表 5.1中示出：
上述字母的全体和连接词，以及括号、逗号等辅助标记组成了我们的符号表．以下

规定如何用连接词得到更加复杂的命题，这样规定好的合法的公式的全体就组成了形式

语言．
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§5.1 命题形式 53

命题的连接 中文

¬𝑝1 𝑝1 的否定/非 𝑝1
𝑝1 ∧ 𝑝2 𝑝1, 𝑝2 的合取/𝑝1 且 𝑝2
𝑝1 ∨ 𝑝2 𝑝1, 𝑝2 的析取/𝑝1 或 𝑝2
𝑝1 → 𝑝2 𝑝1 导出 𝑝2/𝑝1 蕴涵 𝑝2
𝑝1 ↔ 𝑝2 𝑝1 当且仅当 𝑝2/𝑝1 等价于 𝑝2

表 5.1: 五种逻辑连接词

5.1.1定义 命题形式是指含有有限个符号表中符号的表达式，由以下规则递归地定义：

(i) 对任意 𝑖，𝑝𝑖 是命题形式，命题常元 T、F也是命题形式；
(ii) 如果 𝜙, 𝜓 是命题形式，则 (¬𝜙), (𝜙 ∧ 𝜓), (𝜙 ∨ 𝜓), (𝜙 → 𝜓), (𝜙 ↔ 𝜓)都是命题形式；
(iii) 满足上述 (i)、(ii)两条规则的最小字符串集合恰为命题形式的集合．

例如，((𝑝1 ∧ 𝑝2) → (¬(𝑝2 ∨ 𝑝3)))是命题形式，而 𝑝1 ∨ ∧𝑝2, 𝑝1¬ ∧ 𝑝2 等都不是命题形式．

注意，括号在递归定义中是为了保证运算顺序正确而必须加入．实际写的时候，

我们可以按照连接词的优先级来省略括号．规定上面介绍的连接词的优先级规按以

下排列下降：¬, ∧, ∨, →, ↔．例如 𝑝1 ∨ 𝑝2 ∧ 𝑝3 → 𝑝4 ↔ 𝑝5 → 𝑝6 → 𝑝7 的实际形式是

((𝑝1 ∨ (𝑝2 ∧ 𝑝3)) → 𝑝4) ↔ (𝑝5 → (𝑝6 → 𝑝7))．另外，在本书中，我们规定→是右结合的，但
一般都加括号以避免理解歧义．

定义 5.1.1有一个特点就是递归（归纳）定义．根据该定义可以导出如下归纳原理
（也称为结构归纳法），它是证明有关命题形式的性质的有用工具．

5.1.2定理 设 𝑃 是一个陈述，如果：
(i) 对任何 𝑖，𝑃 (𝑝𝑖)成立，而且 𝑃 (𝑇 ), 𝑃 (𝐹 )成立；
(ii) 对任何连接词 ◻和命题形式 𝜙, 𝜓，𝑃 (𝜙), 𝑃 (𝜓)成立可推出 𝑃 (𝜙◻𝜓)成立．
则对一切命题形式，陈述 𝑃 都成立．

证明 根据条件，集合 𝐴 = {𝜙是命题形式 ∶ 𝑃 (𝜙)}满足了定义 5.1.1中的要求 (i)和 (ii)，
又因为命题形式的集合满足定义 5.1.1中的 (iii)，即最小性，所以它必然包含于 𝐴，故 𝑃
对一切命题形式都成立． ◻

这一归纳原理使用时有多种等价的版本，例如我们也可以直接对命题形式中出现的连接

词个数作数学归纳法，等等．

习题 5.1
1. 判断下列语句是否为命题．
(1) 北京大学是世界一流大学．
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54 五 命题逻辑

(2) 这句话是错的．
(3) 燕园的秋天美不美？
(4) 𝑎2 > 1的充分必要条件是 𝑎 > 1．

2. 用符号和连接词形式化下面的命题．
(1) 北京大学规定：除非学生修够学分，否则学生不能毕业．所以，学生修够了学分就能毕业．
(2) 某老师训斥学生：没有差生能够考上一流大学，而能考上一流大学的都不是差生，所以，考不
上一流大学的都是差生．

(3) 教育部下发通知，自 2018年起，体育特长生的高考加分被废止．李雷是体育特长生且 2018
年参加高考，那么李雷不会享受高考加分．

3. 以下每个命题形式中都有部分括号可以省略，请尽可能多地省略其中的括号．
(1) ((¬(¬(¬(𝑝2 ∨ 𝑝3)))) ↔ (𝑝2 ↔ 𝑝3))．
(2) (¬((¬(¬(𝑝2 ∨ 𝑝3))) ↔ (𝑝2 ↔ 𝑝3)))．
(3) ((((𝑝1 → 𝑝2) → (𝑝3 → 𝑝4)) ∧ (¬𝑝1)) ∨ 𝑝3)．

4. 确定以下三者是否为命题形式．若是命题形式，将所有省略的括号重新加上；若不是命题形式，
请根据定义 5.1.1证明它不是命题形式．
(1) 𝑝1 ↔ (¬𝑝1 ∨ 𝑝2) → (𝑝1 ∧ (𝑝2 ∨ 𝑝3)))．
(2) ¬𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ 𝑝3 ∧ 𝑝4 ↔ 𝑝1 ∧ ¬𝑝1．

(3) ((𝑝1 → 𝑝2 ∧ (𝑝3 ∨ 𝑝4) ∧ (𝑝1 ∨ 𝑝4))．

5. (波兰表达式, [lukasiewicz1951aristotle]) 我们可以修改命题形式的写法，使得计算机更容易扫
描和阅读它们．规定：如果 𝜙, 𝜓 是命题形式，则 ¬𝜙, ∧𝜙𝜓, ∨𝜙𝜓, → 𝜙𝜓, ↔ 𝜙𝜓 都是命题形式．例如，
这时 ((¬𝑝1) ∧ (𝑝2 → (¬𝑝3)))可写成 ∧¬𝑝1 → 𝑝2¬𝑝3．

(1) 将 ((𝑝3 → (¬𝑝1)) ∨ 𝑝2)和 (𝑝3 ∨ ((𝑝2 ∧ (¬𝑝4)) → 𝑝3))写成波兰表达式的形式．
(2) 若将波兰表达式中的符号看成字符串，除 ¬外的每个连接词赋值为 +1（¬赋值为 0），原子命
题赋值为 −1．证明：一个字符串是合法的波兰表达式，当且仅当其所有符号的值之和为 −1，
且每个真前缀的符号值之和非负．

5.2 语义分析
如果抛开我们所学过的全部数学，那么前面符合表中的各种符号以及各种命题形式

都是没有含义的．详细地说，现在我们只知道形如 𝑝1 ∧ 𝑝2, ¬𝑝1 之类的命题是合法的，是

符合语法的，但是 𝑝1 ∧ 𝑝2 到底是什么意思，或者说定义它代表 𝑝1 而且 𝑝2，只有 𝑝1, 𝑝2 都

真的时候才是真命题等问题都不属于语法，它们都在语义的范畴中．

现在我们来考虑语义问题．我们把命题的真假意义称为真值．惯用的真值是二值的，

只有真（T，或记为 ⊤）和假（F，或记为 ⊥）两种可能．给定命题形式 𝜙 = 𝜙(𝑝1, … , 𝑝𝑛)，
我们给每个原子 𝑝1, … , 𝑝𝑛 都赋予 T或者 F，这一工作称为解释或者真值指派，记为 𝐼．
根据直觉，每个命题形式的解释都应该对应于一个真值 𝜙(𝐼)．如果某个解释 𝐼 使得 𝜙(𝐼)
为真，就说 𝐼 是 𝜙的模型．
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把解释和相应的真值用表格的形式表达，就得到真值表．下面规定了一般情况下五

种连接词的真值表．

𝑝1 𝑝2 𝑝1 ∧ 𝑝2 𝑝1 ∨ 𝑝2 𝑝1 → 𝑝2 𝑝1 ↔ 𝑝2 ¬𝑝1

T T T T T T F

T F F T F F F

F T F T T F T

F F F F T T T

以上真值表是符合直觉的．例如，𝑝1 ∧ 𝑝2为真当且仅当 𝑝1, 𝑝2都为真．惟→（蕴涵）的语
义需要解释一下．蕴涵 𝑝1 → 𝑝2 中，𝑝1 称为前件，𝑝2 称为后件．一个略反直觉的定义是

假命题蕴涵任何命题，其实这不难理解，因为既然前件不成立，因此后件是否成立便不重

要．例如，考虑命题“如果实数 𝑥满足 𝑥2 < 0，那么月亮是由奶酪做成的”，因为任何实数
的平方都是非负的，所以即便该命题为真，它也无法对月亮的成分作出任何有效的断言．

现在，根据以上规定的连接词的语义和命题形式的递归定义，我们知道每一个公式

的指派都已经对应于一个真值，这样的映射叫作真值函数．可以看出，真值函数和真值

表之间具有一一对应关系．

5.2.1例 命题形式 ((𝑝1 → 𝑝2) ∧ 𝑝1) → 𝑝2 的真值表如 5.2所示．该形式的真值函数是一

((𝑝1 → 𝑝2) ∧ 𝑝1) → 𝑝2
T T T T T T T
T F F F T T F
F T T F F T T
F T F F F T F

表 5.2: 命题形式 ((𝑝1 → 𝑝2) ∧ 𝑝1) → 𝑝2 的真值表

个二元函数．这里我们采用了一种简写法，子表达式的真值写在相应连接词的下面，最

终的真值用下划线标出．

容易看出，含有 𝑛个命题原子的形式的真值表有 2𝑛 行． ♢

考虑著名的三段论：如果所有人都是必死的，并且所有哲学家都是人，那么所有哲学

家都是必死的．这种论证写成命题形式就是 ((𝑝1 → 𝑝2) ∧ 𝑝1) → 𝑝2．如何检验其有效性？

前例表明无论 𝑝1, 𝑝2 的指派如何，这个命题形式恒真．像这样无论如何指派（解释）都

为真的命题形式称为重言式（或永真式）．反之，如果一个命题形式无论如何指派，其恒

假，那它就是矛盾式．非矛盾式的任何公式都称为可满足的．

5.2.2定义 设 𝜙, 𝜓 是命题形式，若 𝜙 ↔ 𝜓 是重言式，就称 𝜙和 𝜓 语义等价（值）．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



56 五 命题逻辑

可以看出，两个公式语义等价，就是指二者的真值表相同．语义等价是等价关系，特别地，

它有传递性．

下面用重言式的语言导出几个常识性的推理方法，证明都是比较简单的．

5.2.3引理 设 𝜙, 𝜓 都是命题形式，且 𝜙, 𝜙 → 𝜓 都是重言式，则 𝜓 也是重言式．

证明 如若 𝜓 有一组解释使其为假，因 𝜙永真，故此时 𝜙 → 𝜓 假，矛盾． ◻

5.2.4定理 (代入规则) (i) 设 𝜙是包含原子 𝑝1, … , 𝑝𝑛的重言式．𝜙1, … , 𝜙𝑛是任意命题

形式，那么用它们分别替换 𝑝1, … , 𝑝𝑛 得到的命题形式也是重言式．

(ii) 设 𝜙1是包含形式 𝜙的命题形式，𝜓1是用 𝜓 替代 𝜙1中的 𝜙一次或多次得到的命题
形式，若 𝜙, 𝜓 语义等价，则 𝜙1, 𝜓1 语义等价．

证明 (i)相当于任给 𝑝1, … , 𝑝𝑛 的指派，因 𝜙永真，故所得命题形式也是重言式．对 (ii)，
因为 𝜙, 𝜓 等值，所以 𝜙1 ↔ 𝜓1 的值总是 T，即语义等价． ◻

5.2.5定理 (de Morgan律) 设命题形式 𝜙只包括连接词 ¬, ∧, ∨．形式 𝜙∗ 由如下方法得

到：互换 𝜙中所有 ∧和 ∨，并把每个原子替换为其否定．则 𝜙∗ 和 ¬𝜙语义等价．

证明 我们使用结构归纳法．首先，单个原子构成的命题形式显然满足上面所说．而一

个复杂命题形式必形 ¬𝜓, 𝜓 ∧ 𝜒, 𝜓 ∨ 𝜒 之一．现在假设命题对 𝜓, 𝜒 都成立，我们以 𝜓 ∧ 𝜒
为例继续验证．

根据归纳假设，¬𝜓 ↔ 𝜓∗ 和 ¬𝜒 ↔ 𝜒∗ 都是重言式．又，容易算出 (¬𝑝1 ∨ ¬𝑝2) ↔
¬(𝑝1 ∧ 𝑝2) 是重言式，故由代入规则知 ¬𝜓 ∨ ¬𝜒 和 ¬(𝜓 ∧ 𝜒) 等价，进一步 𝜓∗ ∨ 𝜒∗ 和

¬(𝜓 ∧ 𝜒)等价，而这就是 𝜙∗ 和 ¬𝜙等价． ◻

利用这一命题，以及代入规则得到熟知的：

5.2.6推论 设 𝜙1, … , 𝜙𝑛 是任给的命题形式，则以下两对命题形式语义等价：

(i) ⋁𝑛
𝑖=1 ¬𝜙𝑖, ¬ ⋀𝑛

𝑖=1 𝜙𝑖；

(ii) ⋀𝑛
𝑖=1 ¬𝜙𝑖, ¬ ⋁𝑛

𝑖=1 𝜙𝑖．

已经看到，给定一个命题形式，可以构造它的真值表．我们接下来说明，给出一个真

值表，也能构造相应的标准的命题形式，其基本思想就是翻译真值表．

引入几个术语．设 𝑝1, … , 𝑝𝑛 为原子命题，则把 𝑝𝑖, ¬𝑝𝑖 都称为文字．文字的合取称为

基本合取式，其析取称为基本析取式，二者统称子句．

5.2.7定理 任意给定一个 𝑛元真值函数 𝑓(𝑝1, … , 𝑝𝑛)，都能构造一个只以 ¬, ∧, ∨为连接
词的命题形式 𝜙 = 𝜙(𝑝1, … , 𝑝𝑛)，使得其真值函数恰为 𝑓．

证明 如果 𝑓 的值恒为 F，那么可以构造矛盾式 (¬𝑝1 ∧ 𝑝1) ∧ 𝑝2 ∧ ⋯ ∧ 𝑝𝑛．

不然，对于每个使得 𝑓 为 T的指派，我们构造基本合取式如下：
(i) 若 𝑝𝑖 指派为 T，则合取式中放入文字 𝑝𝑖；
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(ii) 否则，合取式中放入文字 ¬𝑝𝑖．

如此构造的基本合取式只有相对该指派才为 T，否则为 F，所以这些合取式的析取的真
值函数就是 𝑓． ◻

这样，根据语义等价的定义，任何一个非矛盾式的命题形式都可以写成

𝑚

⋁
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛

⋀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

的形式，其中 𝑝𝑖𝑗 是文字．此时的形式称为析取范式（Disjunctive Normal Form）．进一步
把 ¬𝜙写成析取范式并用 de Morgan律，则任何非重言式 𝜙也可写成

𝑚

⋀
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛

⋁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

的形式．这称为合取范式（Conjunctive Normal Form）．

5.2.8例 求 (¬𝑝1 ∨ 𝑝2) → 𝑝3对应的两个范式，首先画出真值表（如表 5.3所示）．对于析

𝑝1 𝑝2 𝑝3 (¬𝑝1 ∨ 𝑝2) → 𝑝3
T T T T
T T F F
T F T T
T F F T
F T T T
F T F F
F F T T
F F F F

表 5.3: (¬𝑝1 ∨ 𝑝2) → 𝑝3 的真值表

取范式，按照定理证明中的操作方法，需要关注取真的指派，而对于合取范式需要关注取

假的指派（且文字的选择和析取范式相反）．不难给出两个范式为

DNF = (𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ 𝑝3) ∨ (𝑝1 ∧ (¬𝑝2) ∧ 𝑝3) ∨ (𝑝1 ∧ (¬𝑝2) ∧ (¬𝑝3))
∨ ((¬𝑝1) ∧ 𝑝2 ∧ 𝑝3) ∨ ((¬𝑝1) ∧ (¬𝑝2) ∧ 𝑝3),

CNF = (((¬𝑝1) ∨ (¬𝑝2) ∨ 𝑝3) ∧ (𝑝1 ∨ (¬𝑝2) ∨ 𝑝3) ∧ (𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ 𝑝3)). ♢

在讨论范式的过程中，实际上我们证明了只需要连接词 {¬, ∧, ∨}就可以表达全部
的真值函数（逻辑表达式），这种集合的性质总结为
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5.2.9定义 连接词的完备集是指这样一个集合 𝑆，任意真值函数都能用只含 𝑆 中的连
接词的命题形式来表达．

5.2.10引理 {¬, ∧}, {¬, ∨}, {¬, →}都是连接词的完备集．

证明 因为 {¬, ∧, ∨}是完备的，又由代入规则和 de Morgan律知 𝑝1 ∨ 𝑝2 和 ¬(¬𝑝1 ∧ ¬𝑝2)
等价，所以 {¬, ∧}完备．同理可知 {¬, ∨}亦然．

观察到 ¬𝑝1 ∨ 𝑝2 和 𝑝1 → 𝑝2 语义等价，故 ¬𝑝1 → 𝑝2 同 𝑝1 ∨ 𝑝2 等价，于是 {¬, →}也
是连接词的完备集． ◻

有两种新的连接符，它们可以单独成为完备的连接词集，即与非 𝑝1 ∣ 𝑝2 ≝ ¬(𝑝1 ∧ 𝑝2)
和或非 𝑝1 ↓ 𝑝2 ≝ ¬(𝑝1 ∨ 𝑝2)．

5.2.11引理 {∣}, {↓}都是连接词的完备集．

证明 只需证明 {¬, ∨}的表达式可以用 ∣等价写出，{¬, ∧}的表达式可以用 ↓等价写出．
实际上：

(i) ¬𝑝1 和 ¬(𝑝1 ∨ 𝑝1), ¬(𝑝1 ∧ 𝑝1)等价，所以 ¬𝑝1 可用 𝑝1 ↓ 𝑝1 和 𝑝1 ∣ 𝑝1 表出；

(ii) 𝑝1 ∧ 𝑝2 和 ¬(¬𝑝1 ∨ ¬𝑝2)等价，所以 𝑝1 ∧ 𝑝2 可用 (𝑝1 ↓ 𝑝1) ↓ (𝑝2 ↓ 𝑝2)表出；
(iii) 𝑝1 ∨ 𝑝2 和 ¬(¬𝑝1 ∧ ¬𝑝2)等价，所以 𝑝1 ∨ 𝑝2 可用 (𝑝1 ∣ 𝑝1) ∣ (𝑝2 ∣ 𝑝2)表出． ◻

因为硬件上制造与非门和或非门相对容易，门延迟比较低，且二者在逻辑上是完备的，所

以在底层的电路设计中理论上可以只用这两个门．命题逻辑正是数字逻辑设计（集成电

路）的基础之一．

习题 5.2
1. 写出 (¬𝑝1 ∧ 𝑝2) → ((𝑝3 ∨ ¬𝑝1) ↔ (¬𝑝2 ∨ 𝑝3))的真值表．

2. 已知 ¬(𝑝1 ∗ 𝑝1)与 ((𝑝1 ∗ 𝑝2) ∗ 𝑝2) ↔ 𝑝1 ∧ 𝑝2 都是重言式，求 ∗的真值表．

3. 证明以下两对公式都是语义等价的．
(1) (((¬𝑝1) ∧ (¬𝑝2)) → (¬𝑝3))和 (𝑝3 → (𝑝2 ∨ 𝑝1))．
(2) (((¬𝑝1) ∨ 𝑝2) → 𝑝3)和 ((𝑝1 ∧ (¬𝑝2)) ∨ 𝑝3)．

4. 判定一个命题形式是否是可满足的是一个著名的 NP-完全问题 [cook1971complexity]．
(1) 证明：公式 𝜙是可满足的当且仅当 ¬𝜙不是重言式．
(2) 判断下列两个公式是否为可满足的：

a) (𝑝1 ∨ 𝑝2) ∧ (¬𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ 𝑝3) ∧ (¬𝑝1 ∨ ¬𝑝2 ∨ ¬𝑝3)；
b) ((𝑝1 → 𝑝2) ∨ 𝑝3) ↔ (¬𝑝2 ∧ (𝑝1 ∨ 𝑝3))．

5. 设 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛; 𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛; 𝛾 均为命题形式，且 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 均在 𝛾 中出现，将 𝛾 中所有 𝛼𝑖 替

换成 𝛽𝑖 得到形式 𝛿．若 𝛾 为重言式，则 𝛿 是否为重言式？如果 𝛼𝑖 为两两不同的原子命题呢？请证

明或给出反例．
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6. 是否存在二元逻辑运算 ≏使得 ((𝑝1 ≏ 𝑝2) → (𝑝2 ≏ 𝑝1)) ↔ (¬𝑝1 ≏ 𝑝2)为矛盾式？如果存在，请给
出 ≏的真值表并验证．如果不存在，请给出证明．
7. 给出和下列两个命题形式语义等价的合取范式和析取范式．
(1) (𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ 𝑝3) ∨ ((¬𝑝1) ∧ (¬𝑝2) ∧ 𝑝3)．
(2) (((𝑝1 → 𝑝2) → 𝑝3) ↔ 𝑝4)．

8. (消解) 设 𝜓 是一个合取范式，𝑝1 为原子命题．再设 𝑝1 出现在 𝜓 的某个子句 𝜒1 中而且 ¬𝑝1 出现

在 𝜓 的某个子句 𝜒2 中．现在把 𝑝1, ¬𝑝1 分别从 𝜒1, 𝜒2 中去掉，并把两个子句中剩下的全部文字用

析取连接成一个新子句，称为 𝜓 关于 𝑝1 的消解．例如，

(𝑝1 ∨ ¬𝑝3 ∨ ¬𝑝2) ∧ (¬𝑝1 ∨ 𝑝4 ∨ ¬𝑝2) ∧ (𝑝3 ∨ 𝑝4 ∨ 𝑝1)

关于 𝑝1 的消解是 (𝑝3 ∨ 𝑝4 ∨ ¬𝑝2)或者 (¬𝑝3 ∨ 𝑝4 ∨ ¬𝑝2)．把关于所有原子命题的所有消解用合取的
方式全部添加到原范式中，所得的公式称为 𝜓 的消解 Res𝜓．
(1) 分别给出下面范式的消解：

a) (𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ 𝑝3) ∧ (𝑝1 ∨ ¬𝑝2 ∨ 𝑝3)；
b) (𝑝1 ∨ 𝑝3) ∧ (¬𝑝1 ∨ 𝑝2) ∧ (𝑝1 ∨ ¬𝑝3) ∧ (¬𝑝1 ∨ ¬𝑝2)．

(2) 证明：𝜓 → Res𝜓 是重言式．
(3) 证明：若 𝜓 是不可满足的，则存在一个原子命题 𝑝1，使得 Res𝜓 中包含 𝑝1 和 ¬𝑝1 的合取．

9. 规定运算异或 𝑝1 ⊕ 𝑝2 只有 𝑝1, 𝑝2 中恰有一个为真时才为真，其余均为假．分别使用与非和或非

运算符构造和 𝑝1 ⊕ 𝑝2 语义等价的命题形式．

10. 证明以下三个集合都不是连接词的完备集：
(1) {∧, ∨}；
(2) {¬, ↔}；
(3) {↔, →, ∨, ∧}．

11. 设 ∗是一个二元逻辑运算符，而且 {∗}是连接词的完备集，证明：∗只能是与非或者或非．

5.3 真值推导
再次回到经典三段论的推理，它可以写成下面这样的命题形式：

𝜙 → 𝜓, 𝜙; ∴𝜓.

这是一种有效的推理形式．本节我们从语义（真值）的角度规定怎样的推理和证明是有

效的．

5.3.1定义 推理形式是命题形式的一个有限序列：

𝜙1, … , 𝜙𝑛; ∴𝜙.
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其中最后一个命题形式 𝜙称为结论，其他皆为前提．
如果存在一组解释使得前提全为真，但是结论为假，则这个推理是无效的，否则是有

效的．换言之，一个推理形式有效，当且仅当每一个满足 𝜙1, … , 𝜙𝑛 的解释 𝐼 都使得 𝜙(𝐼)
为真．此时记为：

𝜙1, … , 𝜙𝑛 ⊨ 𝜙,

读作“𝜙1, … , 𝜙𝑛 语义蕴涵 𝜙”．若令 Γ = {𝜙1, … , 𝜙𝑛}，则上式也可记为 Γ ⊨ 𝜙．

下面的判定定理给出了一个推理形式是有效的等价条件．

5.3.2定理 (语义演绎定理) 语义蕴涵关系 𝜙1, … , 𝜙𝑛 ⊨ 𝜙成立当且仅当：(i)

𝜙1 → (𝜙2 → (⋯ → (𝜙𝑛 → 𝜙) ⋯ ))

是重言式，亦当且仅当：(ii)
¬𝜙1 ∨ ¬𝜙2 ∨ ⋯ ∨ ¬𝜙𝑛 ∨ 𝜙

是重言式．

证明 设 Γ为有限命题形式集，我们只需证明 Γ ∪ {𝜓} ⊨ 𝜙当且仅当 Γ ⊨ 𝜓 → 𝜙，然后
由归纳法即知 (i)成立．

必要性．设 Γ ∪ {𝜓} ⊨ 𝜙以及解释 𝐼 使得 Γ中公式全为真．若此时 𝜓 指派为假，则
𝜓 → 𝜙为真；若此时 𝜓 指派为真，则由 Γ ∪ {𝜓} ⊨ 𝜙知此时 𝜙为真，因此 𝜓 → 𝜙也为真．
充分性．设 Γ ⊨ 𝜓 → 𝜙以及解释 𝐼 使得 Γ中公式和 𝜓 全为真．则 𝜓 → 𝜙为真，这导出
𝜙为真，说明 Γ ∪ {𝜓} ⊨ 𝜙．
对于 (ii)，只需验证两个公式是语义等价的即可．对连接词的数目作归纳法．用列出

真值表的方法知道 ¬𝜙𝑛 ∨ 𝜙和 𝜙𝑛 → 𝜙语义等价．现在假设 𝜙2 → (⋯ → (𝜙𝑛 → 𝜙) ⋯ )和
¬𝜙2 ∨ ⋯ ∨ ¬𝜙𝑛 ∨ 𝜙语义等价，那么由代入规则

¬𝜙1 ∨ ¬𝜙2 ∨ ⋯ ∨ ¬𝜙𝑛 ∨ 𝜙 = ¬𝜙1 ∨ (¬𝜙2 ∨ ⋯ ∨ ¬𝜙𝑛 ∨ 𝜙)
归纳假设======== ¬𝜙1 ∨ (𝜙2 → (⋯ → (𝜙𝑛 → 𝜙) ⋯ ))
代入规则======== 𝜙1 → (𝜙2 → (⋯ → (𝜙𝑛 → 𝜙) ⋯ )).

因此命题成立． ◻

5.3.3例 (i)决定推理形式

¬𝑝1 ∨ 𝑝2, 𝑝1 → (𝑝3 ∧ 𝑝4), 𝑝4 → 𝑝2; ∴𝑝2 ∨ 𝑝3

是否有效．
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假设它无效，那么构造反例需要 𝑝2, 𝑝3都指派为假，由第一个条件为真得 𝑝1为假，由

第三个条件为真得 𝑝4 也为假，验证此时 𝑝1 → (𝑝3 ∧ 𝑝4)是真的，所以该推理形式无效．
(ii)决定推理形式

𝑝1 → (𝑝2 ∧ 𝑝3), 𝑝2; ∴𝑝1 → 𝑝3

是否有效．

假设它无效，那么构造反例需要 𝑝2 为真，根据第一个条件为真知道需要 𝑝1, 𝑝3 同时

为真或者 𝑝1 为假，但这样结论恒真．这说明不存在使得前提真，结论假的指派，推理形

式有效． ♢

习题 5.3
1. 把习题 5.1.2中的推理形式化，然后判断它们是否为正确的推导．
2. 证明：语义蕴涵关系 𝜙1, … , 𝜙𝑛 ⊨ 𝜙成立当且仅当 (𝜙1 ∧ ⋯ ∧ 𝜙𝑛) → 𝜙是重言式．

3. 设 ∣表示与非，证明：𝑝1, (𝑝1 ∣ (𝑝2 ∣ 𝑝3)) ⊨ 𝑝3．

4. (Craig补间定理（命题逻辑版本）, [lyndon1959interpolation]) (1) 设 𝜙, 𝜓 是命题形式且 𝜙语
义蕴涵 𝜓．再设 𝜙, 𝜓 中都出现了原子命题 𝑝1, … , 𝑝𝑛，证明：存在一个命题形式 𝜒 =
𝜒(𝑝1, … , 𝑝𝑛)，使得 𝜙 ⊨ 𝜒 以及 𝜒 ⊨ 𝜓．

(2) 对于 𝜙 = (𝑝2 → 𝑝1) ∧ (𝑝1 → 𝑝4), 𝜓 = (𝑝2 ∧ 𝑝3) ∧ (𝑝4 ∧ 𝑝3)，找出满足上面要求的 𝜒．
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6 | 命题逻辑的公理系统
阅读提示

本章以一个具体的形式系统为例展开，讲述在形式系统中进行推理和证明的方

法，以及研究形式系统的一组理想性质：一致性和完备性，或者说语法和语义的同

构性．在给形式系统中的推导举例时，我们会给出一些比较“繁琐”的例子．这些

例子的证明写起来都比较冗长，即便是熟练掌握者也不一定很快想到，而后面给

出的元定理可以大大节约时间，因此读者做习题时选择几个例子自己推导一下即

可，不必拘泥．除了上手形式系统中的推理过程之外，还需要特别注意一致性和

完备性的含义和证明过程，这对语义和语法的区别和联系的理解是很有帮助的．

在上一章，我们抽象出了命题公式和推理形式，而且给出了一个符合直觉的有效论

证的语义上的定义．但是还是有一些实际问题没有对应的抽象．比如，在公理集合论的

论证中，我们只承认了一系列公理，然后基于它们作出了一系列的推导．这个过程中，我

们 (i)原则上不关心公理是不是对的；(ii)不允许引入其他任何（即便是正确的）命题．
(i)、(ii)原则下的推导和证明无法用之前的语义规则来定义有效性．为了精确地描述这
种“机械的”推导，不妨先暂时扔掉语义的概念，只关心形式上的推理，引入形式系统和语

法证明的概念．

6.1 形式系统和语法证明
形式系统的功能是把逻辑蕴涵关系加以形式化．它是一些符号和推理规则．这些符

号相当于自然语言中的字母或字符，可以构成句子或命题．我们在形式化逻辑中称命题

形式为（合式）公式，以示差别．推理规则指明了如何从一个句子转换到另一个句子．而

公理是特殊的句子，作为推理的起点．

在形式系统中，符号的一切行为和性质完全由给定的规则集确定（语法决定），而不

依赖于符号特定的意义和具体的性质（语义无关）．以下我们给出严格定义：

6.1.1定义 一个形式系统 𝐼 由下列四个集合组成：
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64 六 命题逻辑的公理系统

(i) 非空集合 Σ，称为符号表；
(ii) Σ中字符构成的串的集合 𝐸，其中元素称为合式公式（well-formed formula, wff）；
(iii) 𝐸 的子集 𝐴，称为公理；
(iv) 𝐸 上一些代数运算（指公式到公式的映射）的集合 𝑅，称为推理规则．

如果读者还记得上一章的定义的话，(i)、(ii)合起来其实就概括了之前提到的形式语言．
形式系统就是在此基础上加入公理和证明，以下我们关注推理和证明的过程．

6.1.2定义 设 𝐼 是一个形式系统，其中的一个证明是指有限公式序列 𝜙1, … , 𝜙𝑛，满足对

于每一个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，𝜙𝑖 或者是 𝐼 的公理，或者存在 𝜙𝑗1 , … , 𝜙𝑗𝑘 (𝑗1, … , 𝑗𝑘 < 𝑖)和某个推理
规则 𝑓 ∈ 𝑅使得 𝑓(𝜙𝑗1 , … , 𝜙𝑗𝑘 ) = 𝜙𝑖．这时 𝜙𝑛 称为 𝐼 的一个定理．

显然，一个证明序列中的每一个公式都是定理，而且公理本身自然成为定理．

6.1.3定义 设 Γ 是 𝐼 中的一些公式组成的集合（元素可以是或不是定理）．一个从
𝜞 的演绎是指有限公式序列 𝜙1, … , 𝜙𝑛，满足对于每一个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，𝜙𝑖 或者是 𝐼 的公
理，或者是 Γ中公式，或者存在 𝜙𝑗1 , … , 𝜙𝑗𝑘 (𝑗1, … , 𝑗𝑘 < 𝑖)和某个推理规则 𝑓 ∈ 𝑅使得
𝑓(𝜙𝑗1 , … , 𝜙𝑗𝑘 ) = 𝜙𝑖．

可以看出，所谓从 Γ开始的演绎，是暂时把 Γ中公式当成公理而得出的一个证明．定义
中 𝜙𝑛 称为从 𝜞 可以演绎的，或者说 Γ产生 𝜙𝑛，记为 Γ ⊢𝐼 𝜙𝑛．

因为证明就是从 ∅开始演绎，所以 𝜙是 𝐼 中定理可写成 ∅ ⊢𝐼 𝜙或更简单的 ⊢𝐼 𝜙．
由于上面的语法证明可以看成一个模式匹配的过程，所以形式系统特别适合用来进

行定理的自动生成和推理过程的自动化研究．

随着其中包含的符号、公理和推理规则的不同，存在着各种各样的形式系统，我们在

这里列举两个常见的系统，在下一节则仔细讨论另一个例子．

Łukasiewicz 命题演算系统 𝐿 符号表是一个可数无穷的集合，包括 ¬, →, (, ) 和
𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, …．其次，合式公式集归纳定义，
(i) 对每个正整数 𝑖，𝑝𝑖 是合式公式；

(ii) 如果 𝜙, 𝜓 是合式公式，则 (¬𝜙)和 (𝜙 → 𝜓)是合式公式；
(iii) 满足上述 (i)、(ii)两条规则的最小字符串集合恰为合式公式的集合．

𝐿中有无穷多条公理，可以总结为三个公理模式．对于任何合式公式 𝜙, 𝜓, 𝜒，以下
都是公理：

⊳ L1 (𝜙 → (𝜓 → 𝜙))．
⊳ L2 ((𝜙 → (𝜓 → 𝜒)) → ((𝜙 → 𝜓) → (𝜙 → 𝜒)))．
⊳ L3 ((¬𝜙 → ¬𝜓) → (𝜓 → 𝜙))．

𝐿中唯一的推理规则称为肯定前件，拉丁文为Modus Ponens，记为MP：

(6.1.1) 𝜙 (𝜙 → 𝜓)
𝜓
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§6.2 Frege公理体系 65

也就是说 𝜙和 (𝜙 → 𝜓)合起来可以转换为（推出）𝜓．

自然推演系统 𝑁 该系统由 Gentzen和 Jadkowski提出，它的符号表和合式公式和我们
在 §5.1节定义的命题形式的一样，但就像最“自然”的逻辑推演一样，它没有任何公理．
所有的推导通过十条推理规则完成（这里略去）．

习题 6.1
1. ⊢, ⊨两个符号在直观上都有“推导”的含义，简要说明它们的不同之处．
2. 验证推理规则MP在语义上是有效的推导．

6.2 Frege公理体系
本节讨论一个具体的形式系统，即 Frege公理体系．Frege公理体系其实是指一大

类形式系统，它是指由一组有限多个公理模式和推理规则导出的具有一致性和完备性的

命题演算系统 [buss1998introduction]．以下系统 ℱ 是其中的一个例子．
公理体系 ℱ 的符号表是一个可数无穷的集合，包括 ¬, →, ∨, ∧, (, )和 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, …．

其次，合式公式集归纳定义为

(i) 对每个正整数 𝑖，𝑝𝑖 是合式公式；

(ii) 如果 𝜙, 𝜓 是合式公式，则 (¬𝜙), (𝜙 ∧ 𝜓), (𝜙 ∨ 𝜓), (𝜙 → 𝜓)都是合式公式；
(iii) 满足上述 (i)、(ii)两条规则的最小字符串集合恰为合式公式的集合．

ℱ 中有无穷多条公理，可以总结为十个公理模式．对于任何公式 𝜙, 𝜓, 𝜒，以下都是
公理：

⊳ F1 𝜙 → (𝜓 → 𝜙)．
⊳ F2 (𝜙 → 𝜓) → ((𝜙 → (𝜓 → 𝜒)) → (𝜙 → 𝜒))．
⊳ F3 𝜙 → (𝜙 ∨ 𝜓)．
⊳ F4 𝜓 → (𝜙 ∨ 𝜓)．
⊳ F5 (𝜙 → 𝜒) → ((𝜓 → 𝜒) → ((𝜙 ∨ 𝜓) → 𝜒))．
⊳ F6 (𝜙 → 𝜓) → ((𝜙 → ¬𝜓) → ¬𝜙)．
⊳ F7 ¬¬𝜙 → 𝜙．
⊳ F8 (𝜙 ∧ 𝜓) → 𝜙．
⊳ F9 (𝜙 ∧ 𝜓) → 𝜓．
⊳ F10 𝜙 → (𝜓 → (𝜙 ∧ 𝜓))．
ℱ 中的唯一推理规则为MP（式 (6.1.1)）．

6.2.1注 我们反复强调，现在的符号表都没有实际语义，只是一些机械的形式，一切性质

都必须从 ℱ 的定义中导出．因而每一个符号都有相应的公理和/或推理规则来说明其作
用并明确它和其他符号的关系．
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66 六 命题逻辑的公理系统

虽然如此，这里选取的符号是符合直觉的．如果你一定要把这些公式视为具有语义

的公式，那么可以验证它们是重言式，并且推理规则不过是三段论．公理是不能缺少的，

但是其选择并非唯一．这里公理和符号的选择到研究 ℱ 的语义时会更加清楚． ♤

下面来看一个在 ℱ 中进行语法证明的例子．

6.2.2例题 对于任何 ℱ 中的公式 𝜙，证明：⊢ℱ (𝜙 → 𝜙)．

证明 形式证明可以逐行写，每行的右边给出推理依据．就目前而言，选择合适的形式

代入公理以展开推导需要一些观察和尝试．证明如下，在下面的证明中我们用下方的括

号示出了公理中所代入的合式公式（熟悉后可以省去）：

1. (𝜙 → ( 𝜙 → 𝜙⎵
𝜓=(𝜙→𝜙)

)) → ((𝜙 → (( 𝜙 → 𝜙⎵
𝜓=(𝜙→𝜙)

) → 𝜙⎵
𝜒=𝜙

)) → (𝜙 → 𝜙⎵
𝜒=𝜙

)) F2

2. 𝜙 → ( 𝜙⎵
𝜓=𝜙

→ 𝜙) F1

3. (𝜙 → ((𝜙 → 𝜙) → 𝜙)) → (𝜙 → 𝜙) 1、2、MP
4. 𝜙 → ((𝜙 → 𝜙) → 𝜙) F1
5. 𝜙 → 𝜙 3、4、MP

证明中应该在公理中代入什么，常常是倒推获知的． ◻

从一般的语义的角度看，上述命题等值为 ¬𝜙 ∨ 𝜙，所以直观上相当于说 ℱ 接纳了排
中律．

从上面问题的求解可以发现，即便是非常简单的定理，其证明也颇费笔墨．只从公

理出发进行定理证明的工作可能是非常冗长而麻烦的．类比标准的数学证明程序，我们

应该引入一些已知的结论来简化证明，比如使用已经证明的定理，或者对于系统 ℱ 陈述
一些性质——这样的性质称为元定理．

下面我们要证明 ℱ 的很重要的简化形式证明的元定理，称为演绎定理．它将演绎
和证明联系在一起．

6.2.3定理 设 Γ 是 ℱ 中公式集，𝜙, 𝜓 是 ℱ 中公式，那么 Γ ∪ {𝜙} ⊢ℱ 𝜓 当且仅当
Γ ⊢ℱ (𝜙 → 𝜓)．

粗略地讲，演绎定理表明在 ℱ 中，元符号 ⊢和符号→有一定的相似性．这样一来，形式
证明中形如 𝜙 → 𝜓 这样的问题可以转化为假设 𝜙成立，证明 𝜓．这非常符合一般数学
证明的直观．

证明 必要性．我们对从 Γ ∪ {𝜙}到 𝜓 的演绎序列中公式的数目 𝑛做数学归纳法．如果
这个序列只有一个公式，那它当然就是 𝜓．于是只有下面两种情况：
(a) 若 𝜓 ∈ Γ或者是公理，则
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1. 𝜓
2. 𝜓 → (𝜙 → 𝜓) F1
3. 𝜙 → 𝜓 1、2、MP

表明 Γ ⊢ℱ (𝜙 → 𝜓)．
(b) 若 𝜓 = 𝜙，则由例题 6.2.2得到结论．

假设对任何公式数小于 𝑛的从 Γ ∪ {𝜙}到公式 𝜒 的推导，必要性都成立．考虑 𝑛步
形式证明．对于 𝜓 是 Γ中公式、公理或者 𝜙的情况，证法同上 (a)、(b)．否则，𝜓 必然由
前面两个形如 𝜒, (𝜒 → 𝜓)的公式和 MP得到．根据归纳假设我们有 Γ ⊢ℱ (𝜙 → 𝜒)和
Γ ⊢ℱ (𝜙 → (𝜒 → 𝜓))．
据此构造 Γ到 𝜙 → 𝜓 的演绎如下：

⋯ ⋯

}
(𝜙 → 𝜒)的证明⋯ ⋯

1. 𝜙 → 𝜒 ⋯
⋯ ⋯

}
(𝜙 → (𝜒 → 𝜓))的证明⋯ ⋯

2. 𝜙 → (𝜒 → 𝜓) ⋯
3. (𝜙 → 𝜒) → ((𝜙 → (𝜒 → 𝜓)) → (𝜙 → 𝜓)) F2
4. (𝜙 → (𝜒 → 𝜓)) → (𝜙 → 𝜓) 1、3、MP
5. 𝜙 → 𝜓 2、4、MP

所以必要性成立．

充分性证明是平凡的：

⋯ ⋯

}
(𝜙 → 𝜓)的证明⋯ ⋯

1. 𝜙 → 𝜓 ⋯
2. 𝜙 𝜙在 Γ ∪ {𝜙}中
3. 𝜓 1、2、MP

故定理证毕． ◻

注意，对于其他的形式系统，演绎定理可能成立也可能不成立．

有了演绎定理之后形式证明会轻松很多．以下将证明一系列 ℱ 中的简单但重要的
定理，它们将辅助我们在下一节对 ℱ 作更多的论证．作为练习，读者也可以尝试自己证
明这些性质．

6.2.4定理 对于任何 ℱ 中的公式 𝜙, 𝜓，我们有：
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(i) 𝜙 → 𝜓 ⊢ℱ ¬𝜓 → ¬𝜙；
(ii) 𝜙, ¬𝜙 ⊢ℱ 𝜓；
(iii) ¬𝜙 ⊢ℱ 𝜙 → 𝜓 和 𝜓 ⊢ℱ 𝜙 → 𝜓；
(iv) 𝜙, ¬𝜓 ⊢ℱ ¬(𝜙 → 𝜓)；
(v) 𝜙, 𝜓 ⊢ℱ 𝜙 ∧ 𝜓；
(vi) ¬𝜙 ⊢ℱ ¬(𝜙 ∧ 𝜓)和 ¬𝜓 ⊢ℱ ¬(𝜙 ∧ 𝜓)；
(vii) 𝜙 ⊢ℱ 𝜙 ∨ 𝜓 和 𝜓 ⊢ℱ 𝜙 ∨ 𝜓；
(viii) ¬𝜙, ¬𝜓 ⊢ℱ ¬(𝜙 ∨ 𝜓)．

证明 (i)由演绎定理，只需证 ¬𝜓, 𝜙 → 𝜓 ⊢ℱ ¬𝜙．事实上，我们有

1. ¬𝜓 演绎假定

2. 𝜙 → 𝜓 演绎假定

3. ¬𝜓 → (𝜙 → ¬𝜓) F1
4. (𝜙 → 𝜓) → ((𝜙 → ¬𝜓) → ¬𝜙) F6
5. 𝜙 → ¬𝜓 1、3、MP
6. (𝜙 → ¬𝜓) → ¬𝜙 2、4、MP
7. ¬𝜙 5、6、MP

即得到 (i)．(i)可以形象地称为逆否命题，该性质非常有用．
对于 (ii)，首先由 F1得 𝜙 → (¬𝜓 → 𝜙)，结合演绎定理我们有 𝜙 ⊢ℱ ¬𝜓 → 𝜙．由 (i)

和演绎定理得 𝜙 ⊢ℱ ¬𝜙 → ¬¬𝜓，再次用演绎定理得 𝜙, ¬𝜙 ⊢ℱ ¬¬𝜓．最后由公理 F7和
MP得到结论．

由 (ii)和演绎定理立刻导出 (iii)的前半部分，而 (iii)的后半部分则由公理 F1和演
绎定理得到．

对于 (iv)，根据演绎定理只需要证 𝜙 ⊢ℱ ¬𝜓 → ¬(𝜙 → 𝜓)．论证如下：

1. ((𝜙 → 𝜓) → 𝜓) → (¬𝜓 → ¬(𝜙 → 𝜓)) (i)
2. 𝜙 → ((𝜙 → 𝜓) → 𝜓) MP、演绎定理
3. 𝜙 演绎假定

4. (𝜙 → 𝜓) → 𝜓 2、3、MP
5. ¬𝜓 → ¬(𝜙 → 𝜓) 1、4、MP

(v)和 (vii)分别是公理 F10和公理 F3、F4的直接推论．对于 (vi)，由演绎定理只需证
明 ¬𝜙 → ¬(𝜙 ∧ 𝜓)，接着证明如下：

1. (𝜙 ∧ 𝜓) → 𝜙 F8
2. ((𝜙 ∧ 𝜓) → 𝜙) → (¬𝜙 → ¬(𝜙 ∧ 𝜓)) (i)
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3. ¬𝜙 → ¬(𝜙 ∧ 𝜓) 1、2、MP

同理可证 (vi)的后半部分．
最后证明 (viii)，先注意由演绎定理只需证明 ¬𝜙 ⊢ℱ ¬𝜓 → ¬(𝜙 ∨ 𝜓)，然后

1. ¬𝜙 演绎假定

2. ¬𝜙 → (𝜙 → 𝜓) (iii)
3. 𝜓 → 𝜓 例题 6.2.2
4. (𝜙 → 𝜓) → ((𝜓 → 𝜓) → ((𝜙 ∨ 𝜓) → 𝜓)) F5
5. 𝜙 → 𝜓 1、2、MP
6. (𝜓 → 𝜓) → ((𝜙 ∨ 𝜓) → 𝜓) 4、5、MP
7. (𝜙 ∨ 𝜓) → 𝜓 3、6、MP

这就得到 (viii)． ◻

6.2.5推论 设 Γ 是 ℱ 中的公式集，如果 Γ ∪ {𝜙} ⊢ℱ 𝜓 而且 Γ ∪ {¬𝜙} ⊢ℱ 𝜓，那么
Γ ⊢ℱ 𝜓．

证明 我们直接给予形式证明：

1. Γ 演绎假定

2. 𝜙 → 𝜓 1、条件、MP
3. ¬𝜙 → 𝜓 1、条件、MP
4. (𝜙 → 𝜓) → (¬𝜓 → ¬𝜙) 前述定理的 (i)
5. (¬𝜙 → 𝜓) → (¬𝜓 → ¬¬𝜙) 前述定理的 (i)
6. ¬𝜓 → ¬𝜙 2、4、MP
7. ¬𝜓 → ¬¬𝜙 3、5、MP
8. (¬𝜓 → ¬𝜙) → ((¬𝜓 → ¬¬𝜙) → ¬¬𝜓) F6
9. (¬𝜓 → ¬¬𝜙) → ¬¬𝜓 6、8、MP
10. ¬¬𝜓 7、9、MP
11. ¬¬𝜓 → 𝜓 F7
12. 𝜓 10、11、MP

根据演绎定理，这就证明了 Γ ⊢ℱ 𝜓． ◻

习题 6.2
1. 设 𝜙, 𝜓, 𝜒 为 ℱ 中的合式公式，证明：⊢ℱ (𝜙 → 𝜓) → ((𝜓 → 𝜒) → (𝜙 → 𝜒))．
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2. 设 𝜙为 ℱ 中的合式公式，证明：⊢ℱ ¬¬𝜙 → 𝜙．

3. 设 𝐿是课文中提到的 Łukasiewicz形式系统．对于任何 𝐿中的公式 𝜙, 𝜓，证明以下结论（不得
使用演绎定理）：

(1) ⊢𝐿 𝜙 → 𝜙；
(2) ⊢𝐿 ¬𝜓 → (𝜓 → 𝜙)．

4. 设 𝐿是课文中提到的 Łukasiewicz形式系统．再设 𝜙, 𝜓, 𝜒 是 𝐿中公式，证明：若 ⊢𝐿 𝜙 → 𝜓 且
⊢𝐿 𝜓 → 𝜒，那么一定有 ⊢𝐿 𝜙 → 𝜒．
5. 设 𝐿是课文中提到的 Łukasiewicz形式系统，叙述并证明 𝐿的演绎定理．
6. 设 𝐿是课文中提到的 Łukasiewicz形式系统．对任何 𝐿中的公式 𝜙, 𝜓, 𝜒，证明以下结论（可以
使用演绎定理）：

(1) ⊢𝐿 ¬¬𝜙 → ((𝜙 → 𝜓) → ¬¬𝜓)；
(2) ⊢𝐿 (𝜙 → 𝜓) → ((𝜙 → ¬𝜓) → (𝜙 → 𝜒))；
(3) ⊢𝐿 (𝜙 → 𝜓) → ((¬𝜙 → 𝜓) → 𝜓)；
(4) ⊢𝐿 (¬𝜙 → 𝜙) → 𝜙．

7. 考虑以连接词 {→, ¬}，以下五条公理和推理规则MP组成的形式系统ℋ：

𝜙 → (𝜓 → 𝜙).(6.2.1a)

(𝜙 → 𝜓) → (𝜙 → (𝜓 → 𝜒)) → (𝜙 → 𝜒).(6.2.1b)

(𝜙 → 𝜓) → (𝜙 → ¬𝜓) → ¬𝜙.(6.2.1c)

¬¬𝜙 → 𝜙.(6.2.1d)

𝜙 → ¬¬𝜙.(6.2.1e)

形式证明以下结论（若要使用演绎定理，请先证明）：

(1) (𝜙 → ((𝜓 → 𝜙) → 𝜓)) → 𝜙 → 𝜓；
(2) (𝜙 → 𝜓) → (¬𝜙 → 𝜓) → 𝜓；
(3) (𝜙 → 𝜓) → (𝜒 → 𝜔) → (¬𝜙 → 𝜒) → (¬𝜓 → 𝜔)；
(4) 𝜙 → 𝜓 → ¬(𝜙 → ¬𝜓)．

6.3 一致性与完备性
在 ℱ 中给一个公式并证明它是定理并不是一个很有意义的练习．一方面，这有时

候很难知道怎么着手，写起来可能很长，而有了若干结论，特别是演绎定理之后它们又完

全成为机械的工作；另一方面，如果真的把这些公式解释为命题形式，那它们在自然的语

义下简直就是显然的直觉．但是成为直觉是好事，因为我们希望形式系统能够反映自然

的命题演算．

为了实现这个希望，我们先把真值指派（解释）的概念搬过来．
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6.3.1定义 回忆 𝐸 为形式系统的公式集．称映射 𝑣∶ 𝐸 ⟶ {T,F}为 𝐿的一个赋值，如
果它对于任意的 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐸
(i) 𝑣(𝜙) ≠ 𝑣(¬𝜙)；
(ii) 𝑣(𝜙 ∨ 𝜓) = F当且仅当 𝑣(𝜙) = F而且 𝑣(𝜓) = F；
(iii) 𝑣(𝜙 ∧ 𝜓) = T当且仅当 𝑣(𝜙) = T而且 𝑣(𝜓) = T；
(iv) 𝑣(𝜙 → 𝜓) = F当且仅当 𝑣(𝜙) = T和 𝑣(𝜓) = F．

这一定义蕴涵了真值指派，因为给每一个符号 𝑝1, 𝑝2, … 进行指派，然后按照连接词的一

般语义进行赋值，则自然就产生一个合法的赋值．

ℱ 中的重言式则是指对每个赋值 𝑣都有 𝑣(𝜙) = T的公式 𝜙，记为 ⊨ℱ 𝜙．另外我们
也把语义蕴涵的概念搬过来：设 Γ是 ℱ 中的合式公式集，我们记 Γ ⊨ 𝜙，如果每个使得 Γ
中公式全为 T的赋值 𝑣一定使 𝑣(𝜙) = T．

于是我们要回答以下两个问题：

⊳ 一致性 ℱ 中的定理都是重言式吗？
⊳ 完备性 每一个属于重言式的 ℱ 中公式都能从公理推导得到吗？
这两个问题也是我们在前一章开头所说到的语义和语法的相互关联问题．现在我们就

来证明，在 ℱ 中，这两个问题都能得到肯定的回答．因此 ℱ 是一个理想的形式系统．
在进入一致性和完备性的证明之前，我们再次解说一下语法和语义的区别和联系．

在前两节中，ℱ 这个形式系统的定义（符号、合式公式、公理、推理规则）是语法
定义，在其上进行形式证明也是语法层面上的，是研究哪些公式 𝜙满足 ⊢ℱ 𝜙．而给 ℱ
中公式赋值，讨论 ℱ 的完备性和一致性，则是语义层面上的，是研究哪些公式 𝜙满足
⊨ℱ 𝜙．

ℱ 如果是一致的，写成符号意思就是 ⊢ℱ 𝜙 ⟹ ⊨ℱ 𝜙；如果它是完备的，则就是
⊨ℱ 𝜙 ⟹ ⊢ℱ 𝜙．因此接下来要证明的两个定理将语法和语义联系在一起，或者说语法
和语义具有同构关系．

6.3.2定理 ℱ 是一致的：⊢ℱ 𝜙 ⟹ ⊨ℱ 𝜙．

证明 设 𝜙是 𝐿中的一个定理，对其从公理出发的推导序列的公式个数 𝑛作归纳．
当 𝜙 的推导只有一步时，𝜙 必是公理．设公理 𝜙 中出现的公式 𝜓, 𝜒, …，那么给

𝜓, 𝜒, … 任意赋值，构造 𝜙的真值表就可以说明 𝜙都是重言式．具体验证 ℱ 的公理是重
言式的工作留给读者进行．

假设推导步数少于 𝑛的定理 𝜒 都是重言式，考虑推导序列为 𝑛 > 1步的公式 𝜙．不
妨设 𝜙不是公理，则它由推导序列之前的两个形如 𝜓, (𝜓 → 𝜙)的公式和MP得到．由归
纳假设知这两个公式都是重言式，因而根据引理 5.2.3得到 𝜙也是重言式． ◻

6.3.3定理 (完备性定理 1) ℱ 是（关于证明）完备的：⊨ℱ 𝜙 ⟹ ⊢ℱ 𝜙．

在证明完备性定理之前，我们需要以下引理：
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6.3.4引理 设 𝜙 = 𝜙(𝑝1, … , 𝑝𝑛)为 ℱ 中公式，𝑝1, … , 𝑝𝑛 为符号表中的命题变元．任给

𝜓1, … , 𝜓𝑛 满足：对每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，𝜓𝑖 ∈ {𝑝𝑖, ¬𝑝𝑖}．那么

𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙 和 𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙

至少有一个成立．

证明 我们对形成合式公式 𝜙 所使用的连接词的个数作数学归纳法．为了归纳法的
便利，我们把命题加强为：设 𝑣是使得 𝜓1, … , 𝜓𝑛 均为真的赋值，若此时 𝑣(𝜙) = T，则
𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙，否则 𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙．

首先，若 𝜙为单个变元形成的公式 𝑝𝑖，那么命题已经成立，因为 𝜓𝑖 ∈ {𝑝𝑖, ¬𝑝𝑖}．而一
个复杂的合式公式必形 ¬𝜙1, 𝜙1 ∧ 𝜙2, 𝜙1 ∨ 𝜙2, 𝜙1 → 𝜙2之一．以下对归纳步作分类讨论．

⊳ 𝜙 = 𝜙1 ∨ 𝜙2 若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 ∨ 𝜙2) = T，那么 𝑣(𝜙1) = T 或者 𝑣(𝜙2) = T．不妨设
𝑣(𝜙1) = T，由归纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙1．结合定理 6.2.4的 (vii)便知 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ
𝜙．若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 ∨ 𝜙2) = F，则 𝑣(𝜙1) = 𝑣(𝜙2) = F，由归纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ
¬𝜙1, 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙2，此时结合定理 6.2.4的 (viii)即得 𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙．

⊳ 𝜙 = 𝜙1 ∧ 𝜙2 若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 ∧ 𝜙2) = T，那么 𝑣(𝜙1) = 𝑣(𝜙2) = T，由归纳假设
𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙1, 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙2，此时由定理 6.2.4的 (v)得到 𝜓1, … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙．
若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 ∧ 𝜙2) = F，那么 𝑣(𝜙1) = F或者 𝑣(𝜙2) = F．不妨设 𝑣(𝜙1) = F，由归
纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙1．由定理 6.2.4的 (vi)得到结论．

⊳ 𝜙 = 𝜙1 → 𝜙2 若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 → 𝜙2) = T，则有两种情况：
⊳ 𝑣(𝜙1) = F 此时由归纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙1，故由定理 6.2.4的 (iii)的前半
句得 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙；

⊳ 𝑣(𝜙1) = 𝑣(𝜙2) = T 此时由归纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙2，故由定理 6.2.4的 (iii)
的后半句得 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙．

若 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜙1 → 𝜙2) = F，则 𝑣(𝜙1) = T, 𝑣(𝜙2) = F，由归纳假设 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ
𝜙1, 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙2，再由定理 6.2.4的 (iv)得 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ ¬𝜙．

⊳ 𝜙 = ¬𝜙1 若 𝑣(¬𝜙1) = F，则归纳假设表明 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ 𝜙1，立刻导出 𝜓1 … , 𝜓𝑛 ⊢ℱ
𝜙1．对于 𝑣(¬𝜙1) = T的情形则完全同理．

综合上述讨论，我们证明了本引理． ◻

证明 (完备性定理 1) 设 𝜙 = 𝜙(𝑝1, … , 𝑝𝑛) 是重言式，任给 𝜓1, … , 𝜓𝑛 满足：对每个

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，𝜓𝑖 ∈ {𝑝𝑖, ¬𝑝𝑖}．我们下面用归纳法证明，对于每个 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，

𝜓1, … , 𝜓𝑘 ⊢ℱ 𝜙.

当 𝑘 = 𝑛时，鉴于 𝜙是重言式，所以由上面的引理即得到命题成立．归纳步：由归
纳假设我们有 𝜓1, … , 𝜓𝑘, 𝑝𝑘+1 ⊢ℱ 𝜙以及 𝜓1, … , 𝜓𝑘, ¬𝑝𝑘+1 ⊢ℱ 𝜙，而由推论 6.2.5便导出
𝜓1, … , 𝜓𝑘 ⊢ℱ 𝜙，完成了归纳．命题在 𝑘 = 0时的情形说明 ⊢ℱ 𝜙，完备性定理证毕． ◻
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6.3.5推论 (完备性定理 2) ℱ 是（关于演绎）完备的：设 Γ 是 ℱ 中合式公式集，则
Γ ⊨ℱ 𝜙 ⟹ Γ ⊢ℱ 𝜙．

证明 如果 Γ是有限集，那么由 Γ ⊨ℱ 𝜙的定义并有限次地使用演绎定理便得到本推论．
Γ是无限集的情形需要用到紧致性定理：若 Γ ⊨ℱ 𝜙，那么存在一个有限子集 Γ0 ⊨ℱ 𝜙，由
此化归到有限集的情形．

命题逻辑中的紧致性定理是拓扑学中 Tychonoff定理的推论，限于课程范围，我们不
介绍紧致性定理的证明． ◻

根据 ℱ 的一致性定理和完备性定理，我们可以导出其具有的一个优良性质：

6.3.6推论 (可判定性定理) 存在一种算法能够判定 ℱ 中的每个公式是否为定理．（这
种性质被称为可判定性．）

证明 根据一致性定理和完备性定理，对于 ℱ 中的公式 𝜙，我们只需要将其看成命题形
式并构造其真值表．如果它是重言式，则必为定理，否则不是定理． ◻

尽管命题逻辑是可判定的，但是判定其中公式是否可满足则是计算机科学中的难解问题

之一．

习题 6.3
1. 记 𝒜 为如下逻辑系统：符号表为 Σ = {(, ), ¬, →, 𝜑, 𝜓, 𝜒, … }，所有的合式公式均采用符合直觉
的递归定义，公理模式为：

𝜑 → (𝜓 → 𝜑).(6.3.1a)

(𝜑 → (𝜓 → 𝜒)) → ((𝜑 → 𝜓) → (𝜑 → 𝜒)).(6.3.1b)

(𝜑 → (𝜓 → 𝜒)) → (𝜓 → (𝜑 → 𝜒)).(6.3.1c)

(𝜑 → 𝜓) → (¬𝜓 → ¬𝜑).(6.3.1d)

𝜑 → ¬¬𝜑.(6.3.1e)

¬¬𝜑 → 𝜑.(6.3.1f)

推理规则：𝜑, 𝜑 → 𝜓 ⊢𝒜 𝜓．
(1) 证明：𝜑 → 𝜓, 𝜓 → 𝜒 ⊢𝒜 𝜑 → 𝜒．
(2) 已知 𝒜 在一般理解的逻辑语义下是一致且完备的．证明：⊢𝒜 (𝜑 → 𝜓) → ((𝜑 → ¬𝜓) → ¬𝜑)．

2. 假设对于 ℱ，已经知道完备性定理（推论 6.3.5）成立，由此证明紧致性定理．
3. (GEB, [hofstadter1999godel]) 考虑 𝑝𝑞 形式系统．该系统只有三个不同的符号 Σ = {𝑝, 𝑞, -}．公
理模式规定为：只要 𝑥仅由一串短杠组成，那么 𝑥-𝑞𝑥𝑝-就是一条公理．推理规则规定为：若 𝑥, 𝑦, 𝑧
均仅由一串短杠组成，且 𝑥𝑞𝑦𝑝𝑧是一条定理，那么 𝑥-𝑞𝑦𝑝𝑧-就是一条定理．
(1) 给出三个 𝑝𝑞形式系统中的公理．
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(2) 证明：⊢𝑝𝑞 -----𝑞--𝑝---，并设计一个算法判定一个给定的合式公式是否为定理．
(3) 根据前面的启发，我们发现 𝑝𝑞系统的推理很像加法，例如 (2)中可以视为 5 = 2 + 3．若以此
作为 𝑝𝑞系统的语义解释，它是否有一致性和完备性？证明你的结论．

4. (GEB, [hofstadter1999godel]) 定义 G-形式系统．G-形式系统的符号表为 Σ = {(, ∧, ∨, →, ), 𝜑𝑛 ∶
𝑛 ∈ ℕ}，所有的合式公式都规定为下面的形式：

((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ) ∨ (𝜑𝑗1
∧ 𝜑𝑗2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑛
)) → (𝜑𝑘1

∧ 𝜑𝑘2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘ℓ

), 𝑚, 𝑛, ℓ ∈ ℤ>0.

两个公理模式为：对于一切 𝑚 ∈ ℤ>0，

G1：((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ) ∨ 𝜑𝑗) → (𝜑𝑘1
∧ 𝜑𝑘2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑚
),(6.3.2a)

G2：(𝜑𝑖 ∨ (𝜑𝑗1
∧ 𝜑𝑗2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑚
)) → (𝜑𝑘1

∧ 𝜑𝑘2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑚

).(6.3.2b)

两类语法推理规则为：对于一切 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ>0，

T1：{((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ) ∨ (𝜑𝑗1
∧ 𝜑𝑗2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑛
)) → (𝜑𝑘1

∧ 𝜑𝑘2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑚

)}(6.3.3a)

⊢ ((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ∧ 𝜑𝑖𝑚+1
) ∨ (𝜑𝑗1

∧ 𝜑𝑗2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑛

∧ 𝜑𝑗𝑛+1
))

→ (𝜑𝑘1
∧ 𝜑𝑘2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑚
∧ 𝜑𝑘𝑚+1

),
T2：{((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ) ∨ (𝜑𝑗1

∧ 𝜑𝑗2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑛

)) → (𝜑𝑘1
∧ 𝜑𝑘2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑛
)}(6.3.3b)

⊢ ((𝜑𝑖1 ∧ 𝜑𝑖2 ∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑖𝑚 ∧ 𝜑𝑖𝑚+1
) ∨ (𝜑𝑗1

∧ 𝜑𝑗2
∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑗𝑛

∧ 𝜑𝑗𝑛+1
))

→ (𝜑𝑘1
∧ 𝜑𝑘2

∧ ⋯ ∧ 𝜑𝑘𝑛
∧ 𝜑𝑘𝑛+1

).

请给 G-形式逻辑系统找一种合理的语义，使得在这种语义下 G-形式逻辑系统具有一致性和完备
性并证明之．

5. (公理的独立性, [kunen2014set]) 我们称一个形式系统 𝐼 的公理 𝒜 是独立的，如果其他所有公
理合起来无法推导出 𝒜．对于 Łukasiewicz形式系统 𝐿中的公理 L1，我们采用如下方式论证其为
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独立的：考虑下面的赋值表

𝑝1 ¬𝑝2

0 1

1 1

2 0

𝑝1 𝑝2 𝑝1 → 𝑝2

0 0 0

1 0 2

2 0 0

0 1 2

1 1 2

2 1 0

0 2 2

1 2 0

2 2 0

按照上表，由合式公式的递归定义，每个合式公式都有一个赋值．注意到使用 L2、L3和MP进行推
导都保持所导出公式的赋值一定是 0，但 L1的赋值却可能为 1、2，因此它不可能被其他公理导出．
仿照上述构造方法，证明在 𝐿中 L2和 L3都是独立的公理．进一步尝试回答：ℱ 中的各公理

是否是独立的？ 提示 可以用计算机辅助搜索需要的赋值．

6. 本题考虑课文中提到的 Łukasiewicz形式系统 𝐿的一致性和完备性．
(1) 叙述 𝐿的赋值和相应的重言式的概念．
(2) 证明：𝐿是一致的．
形式系统 𝐼 的扩充是一个新形式系统，是通过修改或者扩大 𝐼 的公理集得到的，但要求 𝐼 中的定
理仍然是新系统中的定理．称 𝐼 是一致的，如果不存在公式 𝜙，使得 𝜙, ¬𝜙都是 𝐼 的定理．
(3) 证明：𝐿的一个扩充 𝐿∗ 是一致的，当且仅当某个公式不是它的定理；若设这个公式是 𝜙，那么
在 𝐿∗ 中加入 ¬𝜙作为公理得到的扩充 𝐿∗∗ 仍然是一致的．

(4) 设 𝐿∗ 是 𝐿的一致扩充，证明：存在 𝐿∗ 的一致扩充，使得对于每个公式 𝜙都有 𝜙, ¬𝜙恰有一
个是定理．（此时的系统称为 𝐿∗ 的完备扩充．）

(5) 证明：若 𝐿∗ 是 𝐿的一致扩充，则存在 𝐿∗ 的某个赋值使得其中的定理全取值 T．
(6) 根据上面的各步结论导出 𝐿是（关于证明）完备的，并用紧致性定理说明 𝐿也是关于演绎完
备的．
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7 | 一阶逻辑
阅读提示

本章我们对一阶逻辑的形式语言的基本概念作出介绍，然后简介一阶形式系统的

一些著名结论．相比于命题逻辑部分，一阶逻辑的语法（§7.1节）和语义（§7.2
节）都是读者相对不熟悉的，在学习时要特别注意建立直觉，它们实际上都还是

比较形象的，只是严格说起来比较绕．我们省略了对于一阶形式系统的详细介绍，

在 §7.3仅仅一笔带过，而是着重联系了集合论部分的公理系统简单介绍 Genzen
和 Gödel的几个著名定理，这些都是数理逻辑中的经典结果，在计算机科学的发
展过程中起到了推动性的作用，因此有必要了解．

在命题逻辑部分的讨论中我们为许多数学证明的过程进行了形式化．命题逻辑具

有基本的逻辑演算能力，然而命题逻辑的能力犹显不足．让我们考虑一个很常见的论断

模式：3的平方是非负数——这是因为，所有的实数的平方都是非负数；3是实数；因此 3
的平方是非负数．这在直觉上是完全合理的论证，然而一旦要将其放到命题逻辑的形式

语言中，它就会变成

𝑝, 𝑞; ∴𝑟,

这在形式上是错误的．实际上，这种论证的有效性应该依赖于命题内部各个组成部分的

关系及命题本身的形式．它应该用类似这样的方法写：

所有 𝐴都是 𝐵, 𝐶 是一个 𝐴; ∴𝐶 是 𝐵.

这里，一个命题被分解为两个部分，一部分表示一个事物，而另一部分表示断言这个事物

所具有的性质．类比自然语言中的主谓结构，我们把前者叫作主词，后者叫作谓词．此种

表达力更强的系统称为一阶（谓词）逻辑．我们在前面用 ZFC对集合论的形式化就是
基于一阶逻辑的．
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7.1 谓词和量词
我们用大写字母 𝐴, 𝐵, … 表示谓词，用小写字母表示主词．那么像“哲学家是

人”、“实数的平方是非负数”这样的命题都可以统一写为 𝐴(𝑠)（下划线标出了主词）．
当然“所有哲学家都会死”还有一个关键的元素是“所有”一词，它可以写成：对所有

𝑥，(𝐼(𝑥) → 𝑝(𝑥))，其中 𝐼(𝑥)表示 𝑥是哲学家，𝑝(𝑥)表示 𝑥会死．短语“对于所有 𝑥”称为全
称量词，形式地写成 (∀𝑥)．

需要注意的是，量词的引入意味着命题逻辑中运用真值表进行推理有效性判断的方

法不能得到直接的推广．这是因为，写出 (∀𝑥)(𝐼(𝑥) → 𝑝(𝑥))时，我们对 𝑥的属性没有任
何假定，而是认为 𝑥是所考虑范围（论域）中的一切对象．于是无法给蕴涵表达式直接
指派一个真值．

另一个量词用来表示“存在一些白色的马，它不是马”这样的命题．短语“存在一个

𝑥”称为存在量词，形式地写成 (∃𝑥)．例子中就是 (∃𝑥)(𝑊 (𝑥) ∧ ¬𝐻(𝑥))，其中𝑊 (𝑥)表示 𝑥
是白马，𝐻(𝑥)表示 𝑥是马．
在以上公式中，我们可以把 𝑥适当地换成其他的字母而不改变原公式的意思．凡是

这种代表未确定的主体的字母，都称为变元．当变元 𝑥在以量词 ∀𝑥, ∃𝑥开头的公式中被
使用时，这一公式称为其辖域．变元在辖域内使用时称为约束变元，否则为自由变元．

7.1.1例 用 𝐼(𝑥)表示 𝑥是整数．那么“对任意整数都存在比它大的整数”可以符号化为
∀𝑥(𝐼(𝑥) → ∃𝑦(𝐼(𝑦) ∧ 𝑦 > 𝑥))．这里 𝑥的辖域从全称量词之后一直到公式结束，而 𝑦的辖
域为 (𝐼(𝑦) ∧ 𝑦 > 𝑥)． ♢

为了形式地研究一阶逻辑，我们同样先要规定符号表和合式公式的含义．

7.1.2定义 一个一阶语言ℒ 包含如下资料作为符号表：
⊳ 变元 {𝑥𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}；
⊳ 个体常元 {𝑎𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}；
⊳ 谓词符 {𝐴𝑛

𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑛 ∈ 𝐽}；
⊳ 函项符 {𝑓 𝑛

𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑛 ∈ 𝐽}；
⊳ 命题逻辑的形式系统中的部分符号 ¬, →, (, )；
⊳ 量词 ∀．
除了变元必须为可数无穷多个之外，其余的常元、谓词符、函项符集都可以是空集．

7.1.3例 假设我们用 𝑎1 表示群上的幺元，用 𝐴2
1 表示相等，用 𝑓 1

1 , 𝑓 2
1 分别代表求逆元和

元素作乘法，那么

(∀𝑥)𝐴2
1(𝑎1, 𝑓 2

1 (𝑥, 𝑓 1
1 (𝑥)))

可以理解为命题“对任何群中元素 𝑥都有 𝑥𝑥−1 = 1”． ♢

从例 7.1.3中我们可以看出一阶形式语言中各个组分的作用，详述如下．
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首先，个体常元可以理解为描述特定事物的主词．例如 𝐴1
1(𝑎1)可以理解为“苏格拉

底是人”，而 𝐴1
1(𝑥)无法描述这样的命题．

其次，谓词符可以理解为描述了一种关系，其中的下标是为了列举的必要，而上标

则用来表示谓词的目数．通俗地说，目数指出谓词可以作用于几个变元/常元．例如，一
目谓词 𝐴1

𝑖 只能写 𝐴1
𝑖 (𝑥)，表示 𝑥是某某，而 𝑛目谓词则可以构成 𝐴𝑛

𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛)，表示
𝑥1, … , 𝑥𝑛 合起来具有某个性质．目数上标在函项符中的意思也一样．

第三，函项符类似于函数，它是一种特殊的谓词符，主要是为了书写和理解方便用的

——因为谓词符表达了一个（抽象的）关系，而函数也是关系．于是 𝑓 𝑛
𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛)可等

价视为约束 𝐴𝑛+1
𝑗 (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)下的变元 𝑥𝑛+1．

第四，在定义中我们没有明确引入 ∃作为量词．为了方便起见，我们还可以引入一
些不属于一阶语言的记号作为缩写．现在定义 (∃𝑥𝑖)𝜙的含义为 ¬(∀𝑥𝑖)(¬𝜙)．读者可以思
考如何引入 ∨和 ∧，等等．

ℒ 中的合式公式也是递归定义的．

7.1.4定义 设ℒ 是一阶语言，ℒ 中的项递归定义如下：
(i) 变元和个体常元是项；
(ii) 若 𝑓 𝑛

𝑖 是一个函项符，𝑡1, … , 𝑡𝑛 是项，则 𝑓 𝑛
𝑖 (𝑡1, … , 𝑡𝑛)是项；

(iii) 满足上述 (i)、(ii)两条规则的最小字符串集合恰为项的集合．

项就是论证的对象．个体常元称为常项，而只用常项通过上述规则得到的项叫作闭项．

7.1.5定义 设 𝐴𝑛
𝑖 是 ℒ 中的一个谓词符，𝑡1, … , 𝑡𝑛 是项，则 𝐴𝑛

𝑖 (𝑡1, … , 𝑡𝑛)称为原子公式．
而（合式）公式如下递归定义：

(i) 每个原子公式都是公式；
(ii) 如果 𝜙, 𝜓 是公式，则 (¬𝜙)，(𝜙 → 𝜓)和 (∀𝑥𝑖)𝜙都是公式，其中 𝑥𝑖 是任意变元；

(iii) 满足上述 (i)、(ii)两条规则的最小字符串集合恰为合式公式的集合．
（像命题逻辑中一样，我们规定量词的优先级比连接词优先级高，然后据此可以适当地省

略括号．）

这里，当运用 (∀𝑥𝑖)𝜙构筑公式时，我们称 𝜙是该量词的辖域．进一步，当 (∀𝑥𝑖)𝜙作为公
式 𝜓 的子公式出现时，说该量词在 𝜓 中的辖域是 𝜙．
前面提到，在公式中变元是可以进行适当的替换来更改符号的．以下讨论哪些变元

可以替换，可以替换时可以用哪些项进行替换．

哪些变元可以替换？变元 𝑥𝑖 称为约束（出现）的，如果它只出现在 (∀𝑥𝑖)或者其辖
域中，或者不出现；否则就是自由（出现）的．通俗地说，如果是自由变元，那么换成另一

个自由变元也是没有区别的，所以自由意味着可以比较任意的替换．如果是有约束的，

那么换成另一个别的变元有可能会破坏这一公式的本意，所以不能随意替换．

哪些项 𝑡可以替换 𝑥𝑖在公式 𝜙中的自由出现？假如对项 𝑡中的每个变元 𝑥𝑗，𝑥𝑖都不

会自由地出现在 (∀𝑥𝑗)在 𝜙中的每个辖域中，那么我们称项 𝑡可替换 𝜙中的 𝑥𝑖（或者称
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𝑡在 𝜙中相对 𝑥𝑖 是自由的）．可以看出，可替换的直观就是把 𝜙中每个自由的 𝑥𝑖 都换成

𝑡，不会不会引起 𝑥𝑗 与在 𝑡中的量词交叉干扰．
上面几个概念的定义可能有点绕，为了避免混淆，我们看一个例子．

7.1.6例 约束和自由的例子：在公式 (∀𝑥1)(𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2) → (∀𝑥2)𝐴1

1(𝑥2))中，𝑥1 的出现都

是约束的（2 次），而 𝑥2 有 1 次出现是自由的，其余 2 次是约束的．(∀𝑥1) 的辖域是
(𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2) → (∀𝑥2)𝐴1
1(𝑥2))，而 (∀𝑥2)的辖域是 𝐴1

1(𝑥2)．
可替换的例子：在公式 (∀𝑥1)𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2) → (∀𝑥3)𝐴2
2(𝑥3, 𝑥1) 中，𝑥2 可替换 𝑥1（因为

𝑥1 唯一一次自由出现是 𝐴2
2(𝑥3, 𝑥1)，它只被 𝑥3 的全称量词管辖）．类似地，𝑓 2

1 (𝑥2, 𝑥3)
可替换 𝑥2，但是 𝑓 2

2 (𝑥1, 𝑥4) 不可替换 𝑥2．若进行替换 𝑥2/𝑥1，那么上述公式将变为

(∀𝑥1)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2) → (∀𝑥3)𝐴2

2(𝑥3, 𝑥2)（注意 (∀𝑥1)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2)中 𝑥1是约束出现，不能替换）．♢

习题 7.1
1. 用一阶语言形式化下面的推理．
(1) 没有一条狗是短腿的，并非有的猫不是短腿的，所以，有的狗是猫．
(2) 所有的可导函数都是连续的，所以，存在不可导的连续函数．

2. 判断下列符号串哪些是合式公式，并说明理由．
(1) 𝐴2

1(𝑓 1
1 (𝑥1), 𝑥1)．

(2) 𝑓 3
1 (𝑥1, 𝑥3, 𝑥4)．

(3) (𝐴1
1(𝑥2) → 𝐴3

1(𝑥3, 𝑎1))．

3. 判断下列公式中，𝑥1 的出现是约束的还是自由的，然后判断项 𝑓 2
1 (𝑥1, 𝑥3)在这些公式中对 𝑥1 是

否自由．

(1) (∀𝑥2)(𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2) → 𝐴2

1(𝑥2, 𝑎1))．
(2) (𝐴1

1(𝑥3) → (¬(∀𝑥1)(∀𝑥2)𝐴3
1(𝑥1, 𝑥2, 𝑎1)))．

4. 设 𝑥𝑖 在公式 𝜙(𝑥𝑖)中自由出现，𝑥𝑗 则不是自由出现，再设 𝑥𝑗 在 𝜙(𝑥𝑖)中对 𝑥𝑖 自由，𝜙(𝑥𝑗)为用 𝑥𝑗

替换 𝑥𝑖 全部自由出现的结果，证明：𝑥𝑖 在 𝜙(𝑥𝑗)中对 𝑥𝑗 自由．

7.2 解释、可满足性与真值
前一节规定了一阶形式语言的语法，我们现在关注其中公式的语义问题．已经提到，

把命题逻辑中的真值表搬到一阶逻辑中是没有意义的；在一阶逻辑中需要引入更进一步

的解释的概念．

解释的形象概念我们在例 7.1.3已经看到过，其本质意思就是赋予变元和常元具体
的对象，并把谓词符和函项符具象化到这些对象之间特定的关系和函数．这种解释叫作

Tarski语义 [tarski1936wahrheitsbegriff]．
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7.2.1定义 ℒ 上的一个解释 𝐼，是指一个非空集合 𝐷𝐼（论域），一些元素 { ̄𝑎1, ̄𝑎2, … }，以
及一个函项集 { ̄𝑓 𝑛

𝑖 ∶ 𝐷𝑛
𝐼 ⟶ 𝐷𝐼 ∣ 𝑖, 𝑛 ∈ ℤ>0}和关系集 { ̄𝐴𝑛

𝑖 ∶ ̄𝐴𝑛
𝑖 ⊆ 𝐷𝑛

𝐼 , 𝑖, 𝑛 ∈ ℤ>0}．

以后会通过在抽象的符号上面加 \bar来表示其对应的解释．
譬如考虑公式 ∀𝑥1𝐴2

1(𝑓 2
1 (𝑥1, 𝑓 1

1 (𝑥1)), 𝑎1)，构作解释：论域是全体整数，整数 0作为
𝑎1，谓词符 𝐴2

1 解释为关系“相等”，函项符 𝑓 1
1 , 𝑓 2

1 分别解释为求相反数和整数加法．则这

个公式的意思是：对每个 𝑥 ∈ 𝐷𝐼，𝑥𝑖 + (−𝑥𝑖) = 0，是真命题．假如把 𝑓 2
1 解释为整数减法，

则这就是假命题．

7.2.2注 这里可简单阐明“一阶”的含义．一阶是指量词用于量化论域的对象．在二阶或

者更高阶的逻辑中，量词可以用来量化论域中对象的关系和集合．例如，排中律“对于任

何性质 𝑃 和个体 𝑥，要么 𝑃 (𝑥)要么 ¬𝑃 (𝑥)”就是二阶的（∀𝑃 量化了对象的关系）；再如，
像“自然数的任何非空子集必有最小元”这样的命题也不能用一阶逻辑描写，属于二阶逻

辑的范畴． ♤

从例子中看出，解释不同，则命题的真假不同．一阶语言中的重言式的定义和命题

逻辑中的定义会略有不同．以下先减弱要求，首先考虑允许变元是论域中任意对象的全

体解释，使得每个这样的解释都“真”的公式直观上类似于一个对特定事物的正确论述．

7.2.3定义 解释 𝐼 上的一个赋值是指从ℒ 的项集到 𝐷𝐼 的映射 𝑣，满足：
(i) 𝑣(𝑎𝑖) = ̄𝑎𝑖；（给每个常元确定一个论域中的个体作为其解释）

(ii) 𝑣(𝑓 𝑛
𝑖 (𝑡1, … , 𝑡𝑛)) = ̄𝑓 𝑛

𝑖 (𝑣(𝑡1), … , 𝑣(𝑡𝑛))，这里 𝑓 𝑛
𝑖 是任意的函项符，𝑡1, … , 𝑡𝑛 是任意的

项（当然也包含变元）．（根据个体的函数关系确定所有项的赋值）

注意在上述定义中，我们实际上也要求了给每个变元确定一个论域中的个体作为其解

释，因为定义的 (ii)中要求 𝑣(𝑡𝑖)有定义，而变元当然是项．这样一来，我们相当于给一阶
语言描述的公式中的每个“基本元素”都确认了一个对象，然后由此理解公式的真伪．

7.2.4定义 解释 𝐼 的两个赋值 𝑣, 𝑣′ 如果对每个 𝑗 ≠ 𝑖满足 𝑣(𝑥𝑗) = 𝑣′(𝑥𝑗)，就称二者是
（除）𝒊-等值的．

对于解释 𝐼 和赋值 𝑣，我们递归地定义其中合式公式的满足性如下：
(i) 称 𝑣满足原子公式 𝐴𝑛

𝑖 (𝑡1, … , 𝑡𝑛)，当且仅当 ̄𝐴𝑛
𝑖 (𝑣(𝑡1), … , 𝑣(𝑡𝑛))在 𝐷𝐼 中为真（即那

些对象确实具有关系 ̄𝐴𝑛
𝑖 时，该原子公式被满足）；

(ii) 称 𝑣满足 ¬𝜓，当且仅当 𝑣不满足 𝜓；
(iii) 称 𝑣满足 𝜓 → 𝜒，当且仅当 𝑣满足 ¬𝜓 或者满足 𝜒；
(iv) 称 𝑣满足 (∀𝑥𝑖)𝜓，当且仅当对每一个 𝑖-等值于 𝑣的 𝑣′，都有 𝑣′ 满足 𝜓．
这定义也是符合直观的，特别是第 (iv)条，它就是说无论 𝑣为变元 𝑥𝑖 提供了什么赋值

（前面定义要求 𝑣必须这样做），其辖域中的公式恒真．换言之，这一条也可以理解为对
任何 𝑦 ∈ 𝐷𝐼，𝑣都满足 𝜙(𝑦)．当 𝐼, 𝑣满足公式 𝜙时，我们记其为 𝐼, 𝑣 ⊨ 𝜙．

7.2.5例 再次观察公式 (∀𝑥1)𝐴2
1(𝑓 2

1 (𝑥1, 𝑓 1
1 (𝑥1)), 𝑎1)，设给定了上文的解释（论域是全体
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整数，整数 0作为 𝑎1，谓词符 𝐴2
1 解释为关系“相等”，函项符 𝑓 1

1 , 𝑓 2
1 分别解释为求相反数

和整数加法）．则每个 𝐼 上的赋值就是把变元映射到一个整数，即 𝑣(𝑥1)是一个整数，上
述公式的任意一个 1-等值的赋值都保证 𝑣′(𝑥1) + (−𝑣′(𝑥1)) = 0，所以任给的赋值 𝑣都能
满足这个公式（接下来马上会看到这就是真值的定义）． ♢

对于赋值和可满足性，利用可替换的概念进行处理是很有帮助的，现在插入一个之

后会用到的引理．

7.2.6引理 设 𝑥𝑖在公式 𝜙(𝑥𝑖)中自由出现，𝑡是可替换 𝑥𝑖的项．再设 𝑣是一个赋值，𝑣′是

𝑖-等值于 𝑣的．如果 𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑡)，则 𝑣可满足 𝜙(𝑡)当且仅当 𝑣′ 可满足 𝜙(𝑥𝑖)．

这一引理是直观的，证明的方法也很标准（一层一层照归纳定义剥开来），但写起来比较

枯燥．

证明 第一步，我们归纳证明，对任何 𝑥𝑖 在其中出现的项 𝑢，如果用 𝑡替换 𝑥𝑖 的所有出

现得到 𝑢′，则 𝑣(𝑢′) = 𝑣′(𝑢)．
如果 𝑢就是 𝑥𝑖，𝑢′ 就是 𝑡，则由 𝑣′ 的定义 𝑣′(𝑢) = 𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑢′)．而若 𝑢形如

𝑓 𝑛
𝑖 (𝑢1, … , 𝑢𝑛)，并令 𝑢′

1, … , 𝑢′
𝑛 是用 𝑡替换 𝑥𝑖 的所有出现的结果，则

𝑣(𝑢′) = ̄𝑓 𝑛
𝑖 (𝑣(𝑢′

1), … , 𝑣(𝑢′
𝑛)) 归纳假设======== ̄𝑓 𝑛

𝑖 (𝑣′(𝑢1), … , 𝑣′(𝑢𝑛)) = 𝑣′(𝑢).

第二步，归纳证明原命题 𝑣 ⊨ 𝜙(𝑡) ⟺ 𝑣′ ⊨ 𝜙(𝑥𝑖)．
如果 𝜙(𝑥𝑖)形如 𝐴𝑛

𝑗 (𝑢1, … , 𝑢𝑛)，则 𝑣′ ⊨ 𝜙(𝑥𝑖)等价于 ̄𝐴𝑛
𝑗 (𝑣′(𝑢1), … , 𝑣′(𝑢𝑛))为真，根据

第一步的结果知这等价于 ̄𝐴𝑛
𝑗 (𝑣(𝑢′

1), … , 𝑣(𝑢′
𝑛))（其中 𝑢′

1, … , 𝑢′
𝑛 的含义同上），即 𝑣 ⊨ 𝜙(𝑡)．

如果 𝜙(𝑥𝑖)形如 ¬𝜓(𝑥𝑖)或者 𝜓(𝑥𝑖) → 𝜒(𝑥𝑖)，用定义容易完成此归纳步，请读者自行
补充．而如果 𝜙(𝑥𝑖)形如 (∀𝑥𝑗)𝜓(𝑥𝑖) (𝑗 ≠ 𝑖)，我们以充分性为例继续证明．反设 𝑣 ⊭ 𝜙(𝑡)，
则存在一个 𝑗-等值于 𝑣的 𝑤，使得 𝑤 ⊭ 𝜓(𝑡)．再设 𝑤′ 是一个 𝑖-等值于 𝑤的赋值，使得
𝑤′(𝑥𝑖) = 𝑤(𝑡)，则归纳假设表明 𝑤 ⊭ 𝜓(𝑡)可推出 𝑤′ ⊭ 𝜓(𝑥𝑖)．

注意，𝑡可替换 (∀𝑥𝑗)𝜓(𝑥𝑖)中的 𝑥𝑖，故 𝑥𝑗 不出现在 𝑡中．从而对 𝑘 ≠ 𝑗，𝑣(𝑡)仅依赖于
𝑣(𝑥𝑘)，换言之此时 𝑣(𝑥𝑘) = 𝑤(𝑥𝑘)，所以 𝑣(𝑡) = 𝑤(𝑡)．最后，因为 𝑤是 𝑗-等值于 𝑣的，所以
𝑤′ 是 𝑗-等值于 𝑣′ 的．据此知 𝑤′ ⊭ 𝜓(𝑥𝑖)可推出 𝑣′ ⊭ (∀𝑥𝑗)𝜓(𝑥𝑖) = 𝜙(𝑥𝑖)，矛盾．同理可
证充分性．

综上两步归纳法，明所欲证． ◻

如果读者理解了赋值和可满足性带来的直观，那么立刻就可以导出真值的概念．

7.2.7定义 设 𝐼 是ℒ 的一个解释，如果任何的 𝐼 中赋值 𝑣都能满足 𝜙，就称 𝜙在解释 𝐼
下是真的，此时也称 𝐼 是 𝜙的模型，记为 𝐼 ⊨ 𝜙；如果不存在可满足的赋值，则称其是假
的．

7.2.8命题 在给定的解释 𝐼 中，若 𝜙, (𝜙 → 𝜓)都为真，则 𝜓 也是真的．
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证明 任取 𝐼 的赋值 𝑣，则 𝑣满足 𝜙 → 𝜓，照定义得或者 𝑣满足 ¬𝜙，或者满足 𝜓．又 𝑣满
足 𝜙，所以不可能满足 ¬𝜙，故 𝜓 得到满足．由 𝑣的任意性知 𝜓 是真的． ◻

注意，对于给定的解释 𝐼，可能存在一些公式既不真也不假．比如 𝐴1
1(𝑥1)，论域为整

数，𝐴1
1表示“大于零”，那么将 𝑥1赋值为正数和赋值为负数得到 𝐴1

1(𝑥1)的真假不同，因此
这公式不真也不假．但是，根据可满足性的定义，不可能有既真又假的公式．尽管如此，

对于一大类数学上有实用性的公式，非真即假是成立的．这样的公式是指没有自由变元

的公式，称为闭公式．

7.2.9引理 设 𝐼 是ℒ 的一个解释，𝜙是公式．若赋值 𝑣, 𝑤对任意的 𝜙中自由变元 𝑥𝑖 都

有 𝑣(𝑥𝑖) = 𝑤(𝑥𝑖)，那么 𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑤满足 𝜙．

证明 对 𝜙中出现的连接词和量词的个数作数学归纳法．
若 𝜙是原子公式，形如 𝐴𝑛

𝑖 (𝑡1, … , 𝑡𝑛)，则 𝜙中只出现自由变元和常元．根据条件，𝑣, 𝑤
给自由变元相同赋值，根据赋值的定义知常元的赋值也相同，因而 𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑤
满足 𝜙．

对于剩下三种递归情况，论述如下．

𝜙形如 ¬𝜓 或者 𝜓 → 𝜒．这里只写前一种情况，后一种情况类似．由归纳假设，𝑣不
满足 𝜓 当且仅当 𝑤不满足 𝜓，由定义即 𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑤满足 𝜙．

𝜙形如 (∀𝑥𝑖)𝜓．由对称性可只证 𝐼, 𝑣 ⊨ 𝜙 ⟹ 𝐼, 𝑤 ⊨ 𝜙．设 𝑤′ 是任意一个 𝑖-等
值于 𝑤的赋值，由条件及 𝑥𝑖 不自由知对每个 𝜙中自由变元 𝑦，𝑤′(𝑦) = 𝑣(𝑦)．另一方面，
𝐼, 𝑣 ⊨ 𝜙表明任意 𝑖-等值于 𝑣的赋值 𝑣′ 都满足 𝑣′ ⊨ 𝜓．特别地，下面的 𝑣′ 也使 𝜓 得到
满足：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑤′(𝑥𝑖),
𝑣′(𝑥𝑗) = 𝑣(𝑥𝑗) (𝑗 ≠ 𝑖).

而且 𝑤′(𝑦) = 𝑣′(𝑦) (𝑦是 𝜓 中自由变元)．根据归纳假设 𝑣′ ⊨ 𝜓 ⟹ 𝑤′ ⊨ 𝜓，再由 𝑤′ 的

任意性得 𝑤 ⊨ (∀𝑥𝑖)𝜓 = 𝜙．引理证毕． ◻

7.2.10推论 设 𝜙是 ℒ 的一个闭公式，𝐼 是任给的解释，那么 𝐼 ⊨ 𝜙, 𝐼 ⊨ ¬𝜙必有一个
成立．

证明 设 𝑣, 𝑤是 𝐼 中任意两个赋值，由于 𝜙没有自由变元，因此引理条件自然成立．故
𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑤满足 𝜙，这表明要么所有的赋值都满足 𝜙，要么都不满足．所以
𝐼 ⊨ 𝜙, 𝐼 ⊨ ¬𝜙必有一个成立． ◻

由此立刻看出，对于闭公式和一个解释，只要检查是否存在一组赋值使其为真，就能判断

其真假性．举例来说，若将前述不真不假的公式改为 (∀𝑥1)𝐴1
1(𝑥1)，应用递归定义，我们发

现所有 1-等值的赋值不能保证 𝐴1
1(𝑥1)都成立，所以任何赋值都不能使这公式为真，于是

它是假的．

下面几个命题讨论了真值和量词的关系．
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7.2.11命题 设 𝜙是ℒ 的一个公式，𝐼 为其一个解释．则 𝐼 ⊨ 𝜙当且仅当 𝐼 ⊨ (∀𝑥𝑖)𝜙，其
中 𝑥𝑖 是任意变元．

证明 必要性．设 𝐼 ⊨ 𝜙，则任意一个 𝐼 的赋值都满足 𝜙．特别地，对于取定的赋值 𝑣，
其任意一个 𝑖-等值的赋值 𝑣′ 也是可满足的，这说明 𝐼, 𝑣 ⊨ (∀𝑥𝑖)𝜙．依据 𝑣的任意性得
𝐼 ⊨ (∀𝑥𝑖)𝜙．

充分性．设 𝐼 ⊨ (∀𝑥𝑖)𝜙，并任取 𝐼 中赋值 𝑣，则 𝑣满足 (∀𝑥𝑖)𝜙，按照可满足性的定义
任意 𝑖-等值于 𝑣的赋值 𝑣′ 都满足 𝜙，特别地 𝑣也满足 𝜙，根据 𝑣的任意性得到 𝐼 ⊨ 𝜙．◻

7.2.12推论 设 𝜙 是 ℒ 的一个公式，𝐼 为它的一个解释，那么 𝐼 ⊨ 𝜙 当且仅当 𝐼 ⊨
(∀𝑥1)(∀𝑥2) ⋯ (∀𝑥𝑛)𝜙，其中 𝑥1, … , 𝑥𝑛 是任意变元．

如果 𝑥𝑖 不是自由变元，那么 𝜙(𝑥𝑖)和 (∀𝑥𝑖)𝜙(𝑥𝑖)的解释是一样的，这种情形上面命题显
然成立．而命题指出这情形对自由变元也成立．因为一般的数学定理都不会留有自由变

元（没人会这样表述：对于任意的整数 𝑥，𝑦 + 1 = 0），所以这一结论不算太显然．根据该
命题，若 𝑥𝑖 在 𝜙中自由出现，则 (∀𝑥𝑖)𝜙(𝑥𝑖)就可写成 𝜙(𝑥𝑖)，即全称量词在不致混淆时可
省略．

7.2.13命题 在ℒ 的解释 𝐼 中，某个赋值 𝑣满足 (∃𝑥𝑖)𝜙，当且仅当存在某个 𝑖-等值的 𝑣′，

使得 𝐼, 𝑣′ ⊨ 𝜙．

证明 设某个 𝑣满足 (∃𝑥𝑖)𝜙，展开 ∃，即 𝑣满足 ¬(∀𝑥𝑖)𝜙．根据可满足性的定义得这等价
于 𝑣不满足 (∀𝑥𝑖)¬𝜙．再用一次定义，又等价于存在一个 𝑖-等值于 𝑣的赋值 𝑣′，使得 𝑣′不

满足 ¬𝜙，最后用定义一次知道这当且仅当 𝑣′ 满足 𝜙． ◻

最后，我们变动解释 𝐼，确定哪些公式是逻辑有效的．

7.2.14定义 设 𝜙是 ℒ 的一个公式，如果它在任何解释下都是真的，就称它是（逻辑）
有效的；如果都是假的，则它是矛盾的．

换句话说，一个公式是有效的，是指任一解释之任一赋值都满足这个公式．为证明一个

公式不是有效的，只要构造一个解释，使得某个赋值不满足这个公式．

7.2.15例 我们证明：对任意的公式 𝜙和 𝑥𝑖，(∀𝑥𝑖)𝜙 → (∃𝑥𝑖)𝜙是有效的．任取一个解释 𝐼
和赋值 𝑣，若 𝑣不满足 (∀𝑥𝑖)𝜙，那根据可满足性的定义自然有 𝑣满足 (∀𝑥𝑖)𝜙 → (∃𝑥𝑖)𝜙．否
则，𝑣满足 (∀𝑥𝑖)𝜙，即对每个 𝑖-等价于 𝑣的赋值 𝑣′，𝐼, 𝑣′ ⊨ 𝜙．由命题 7.2.13，这就等价于
𝑣满足 (∃𝑥𝑖)𝜙．综上所述，(∀𝑥𝑖)𝜙 → (∃𝑥𝑖)𝜙是有效的． ♢

7.2.16例 (∀𝑥1)(∃𝑥2)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2) → (∃𝑥1)(∀𝑥2)𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2) 不是有效的．取论域 𝐷𝐼 = ℤ，
𝐴2

1(𝑦, 𝑧)解释为 𝑦 < 𝑧，则 (∀𝑥1)(∃𝑥2)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2)是真的，但是 (∃𝑥1)(∀𝑥2)𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2)要求 𝑥1
是最小整数，这是不可能的． ♢

回忆命题逻辑，在其中逻辑有效的公式是重言式．因为一阶逻辑和命题逻辑在结构

上是不同的，因此我们只能通过下面替换的方法把重言式的概念搬到一阶逻辑中．
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7.2.17定义 设 𝜙是 ℒ 中的一个公式，称其为重言式，当且仅当它是由命题逻辑的形式
语言中的某个重言式通过用ℒ 中公式替代其命题符号得到的（相同的字符用相同的公
式代替）．

例如，((∀𝑥1)𝐴1
1(𝑥1) → (∀𝑥1)𝐴1

1(𝑥1)) 是重言式，因为它是替换命题逻辑中的重言式
𝑝1 → 𝑝1 得到的．

一阶逻辑中的重言式是逻辑有效的公式的特例．

7.2.18定理 ℒ 的重言式在其任何解释下都是真的．

证明 设 𝜙0 是 𝐿中一个公式，𝑝1, … , 𝑝𝑛 是其中出现的所有字符；而ℒ 中重言式 𝜙是用
公式 𝜙1, … , 𝜙𝑛 代替 𝑝1, … , 𝑝𝑛 得到的．

令 𝐼 是ℒ 的任意解释，𝑣是 𝐼 的一个赋值，考虑真值指派 𝑣′：

𝑣′(𝑝𝑖) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

T (𝑣满足 𝜙𝑖),
F (否则).

我们下面对 𝜙0 中连接词和量词的个数作数学归纳法来证明，𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑣′ 使得

𝜙0 取值为 T．
如果 𝜙0 就是 𝑝𝑖 之一，则结论显然成立．

若 𝜙0 形如 ¬𝜓0，则 𝜙形如 ¬𝜓，其中 𝜓 代换了 𝜓0．由可满足性的定义，𝑣满足 𝜙等
价于 𝑣不满足 𝜓，根据归纳假设，这等价于 𝑣′(𝜓0) = F，即 𝑣′(𝜙0) = T．

若 𝜙0形如 𝜓0 → 𝜒0，则 𝜙形如 𝜓 → 𝜒，其中 𝜓, 𝜒 分别代换了 𝜓0, 𝜒0．利用定义可给

出如下等价叙述链：

(a) 𝑣满足 𝜙；
(b) 𝑣满足 ¬𝜓 或者 𝜒；
(c) 𝑣不满足 𝜓 或者满足 𝜒；
(d) 𝑣′(𝜓0) = F或者 𝑣′(𝜒0) = T；
(e) 𝑣′(𝜓0 → 𝜒0) = T；
(f) 𝑣′(𝜙0) = T．
综上所述，𝑣满足 𝜙当且仅当 𝑣′ 使得 𝜙0 取值为 T．
回到原定理的证明．根据条件，𝜙0 是重言式，故任何 𝑣′ 都使其取 T，依照归纳法的

结果知道 𝑣满足 𝜙．根据 𝐼, 𝑣的任意性得命题成立． ◻

我们总结一下有关赋值和真值的结论．首先，在一个特定的解释下为真，是指变元

取遍论域中全部之可能，所得赋值均是真，这类似于命题逻辑中给原子命题赋予真假．

不过，自由变元的出现可能导致一个解释下，公式不是非真即假的；但没有自由变元则非

真即假是成立的．其次，逻辑有效的公式则是指在所有的解释下都保证是真的，其中的

一个特例是重言式，后者也可视为替换命题逻辑中重言式得到的．
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习题 7.2
1. 是否存在一个合适的ℒ 的解释使得公式

(∀𝑥1)(𝐴1
1(𝑥1) → 𝐴1

1(𝑓 1
1 (𝑥1)))

被解释为假？若存在，给出这个解释；若不存在，说明理由．

2. 考虑ℒ 中个体常元符 𝑎1，函项符 𝑓 2
1 和谓词符 𝐴2

2 构成的公式

(∀𝑥1)(∀𝑥2)(𝐴2
2(𝑓 2

1 (𝑥1, 𝑥2), 𝑎1) → 𝐴2
2(𝑥1, 𝑥2)).

定义解释 𝐼 为：论域为 ℤ， ̄𝑎1 = 0， ̄𝑓 2
1 (𝑥, 𝑦)为减法 𝑥 − 𝑦， ̄𝐴2

2(𝑥, 𝑦)为 𝑥 < 𝑦．给出该公式在本解释下
的含义及其真值．构造另一个解释 𝐼′ 使得它在 𝐼′ 中的真值与 𝐼 中的真值相反．
3. 设 𝜙(𝑥𝑖)中 𝑥𝑖 自由出现，且 𝑡可替换之，再设赋值 𝑣使得 𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑥𝑖)，证明：𝑣 ⊨ 𝜙(𝑥𝑖)当且仅当
𝑣 ⊨ 𝜙(𝑡)．
4. 设 𝜙(𝑥𝑖)中 𝑥𝑖 自由出现，且 𝑡可替换之，再设赋值 𝑣和与其 𝑖-等值的赋值 𝑣′ 使得 𝑣(𝑡) = 𝑣′(𝑥𝑖)，
证明：𝑣 ⊨ 𝜙(𝑡)可推出 𝑣 ⊨ 𝜙(𝑥𝑖)．

5. 给出一个逻辑有效的公式的例子，要求它不是闭公式．
6. 证明以下两个公式都是逻辑有效的．
(1) ((∃𝑥1)(∀𝑥2)𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2) → (∀𝑥2)(∃𝑥1)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2))．

(2) (∀𝑥1)𝐴1
1(𝑥1) → ((∀𝑥1)𝐴1

2(𝑥1) → (∀𝑥2)𝐴1
1(𝑥2))．

7. 证明以下两个公式都不是逻辑有效的．
(1) (∀𝑥1)(∃𝑥2)𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2) → (∃𝑥2)(∀𝑥1)𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2)．

(2) (∀𝑥1)(∀𝑥2)(𝐴2
1(𝑥1, 𝑥2) → 𝐴2

1(𝑥2, 𝑥1))．

8. 设 𝑡是公式 𝜙(𝑥𝑖)中对 𝑥𝑖 自由的项，证明：𝜙(𝑡) → (∃𝑥𝑖)𝜙(𝑥𝑖)逻辑有效．

7.3 一阶形式系统简介
就像我们在第 6章对命题逻辑所做的那样，对于一阶逻辑我们也可以建立一系列

公理和推理规则（注意要引入额外的公理和规则来刻画 ∀这个量词的性质和使用方法）
得到一个形式系统，利用这些公理作出了一系列的推导．我们还可以作出合适的规定，

使得这个系统中演绎定理成立，而且具有一致性和完备性．对于这个过程的例子请读者

移步 [hamilton1988logic]．本节我们主要探讨一些具有实际数学意义的公理系统，比如
复习第 2章提到的 Peano公理，然后介绍数理逻辑的研究揭示的这些数学系统的性质．
考虑自然数的算术系统，这是数学论证的基础之一．回忆第 2章，要定义算术系统，

首先要定义二元关系“等号”：

⊳ 自反性 𝑥1 = 𝑥1；

⊳ 函数的代换规则 (𝑥 = 𝑢) → (𝑓(𝑡1, … , 𝑥, … , 𝑡𝑛) = 𝑓(𝑡1, … , 𝑢, … , 𝑡𝑛))；
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⊳ 关系的代换规则 (𝑥 = 𝑢) → (𝐴𝑛
𝑖 (𝑡1, … , 𝑥, … , 𝑡𝑛) → 𝐴𝑛

𝑖 (𝑡1, … , 𝑢, … , 𝑡𝑛))．
然后，我们引入后继、加法、乘法函数、常元 0和数学归纳法（归纳原理）等公理．使

用一阶逻辑的语言，Peano公理系统𝑁 应当具有如下公理（回顾定理 2.2.6、习题 2.3.4和
习题 2.3.6）：
⊳ N1 (∀𝑥1)¬(𝑥+

1 = 0)；
⊳ N2 (∀𝑥1)(∀𝑥2)((𝑥+

1 = 𝑥+
2 ) → (𝑥1 = 𝑥2))；

⊳ N3 (∀𝑥1)(𝑥1 + 0 = 𝑥1)；
⊳ N4 (∀𝑥1)(∀𝑥2)(𝑥1 + 𝑥+

2 = (𝑥1 + 𝑥2)+)；
⊳ N5 (∀𝑥1)(𝑥1 × 0 = 0)；
⊳ N6 (∀𝑥1)(∀𝑥2)(𝑥1 × 𝑥+

2 = (𝑥1 × 𝑥2) + 𝑥1；

⊳ N7 如果 𝑥1 在 𝜙(𝑥1)中自由出现，则 𝜙(0) → ((∀𝑥1)(𝜙(𝑥1) → 𝜙(𝑥′
1)) → (∀𝑥1)𝜙(𝑥1))．

我们在第 2章中是利用 ZF公理系统的公理导出的系统𝑁．实际上，我们把 ZF系统
中的集合解释为自然数，利用其中的公理推出了 Peano系统中的公理．这一情况总结为：

7.3.1定义 如果一个解释 𝐼 使得一阶形式系统 𝑆 的所有公理都是真的，则称 𝐼 是 𝑆 的
一个模型．

ZF集合论是 Peano公理系统的一个模型．又如，欧氏平面几何是一个（不严格的）一阶
形式系统，而 Descartes的平面解析几何是这个系统的一个模型．
自然数是我们所知的数学的根本基础．类似任何形式系统，我们要问一个非常重要

的问题，一阶算术系统𝑁 是否具有
⊳ 一致性 是否不存在公式 𝜙使得 𝜙和 𝜙都是定理？
⊳ 完备性 是否对任意公式 𝜙都有 𝜙或 ¬𝜙是定理？
第一个问题在探讨我们研究的数学是否是有意义的，即是否真的存在真理，如果逻辑是

自相矛盾的，那么所有的讨论都是无意义的．第二个问题在探究我们研究的数学是否是

可穷尽的，即是否所有的数学命题都是可以被证明或者证伪的．

对于这两个问题的回答由下面三个数理逻辑中的著名定理总结（本课程中无法介

绍它们的证明）．

7.3.2定理 (Gödel第二定理) 只要一阶系统包含了 𝑁，那么该系统的一致性与否都不是
该系统的定理．

这定理的意思就是说，不可能用 𝑁 本身证明 𝑁 的一致性．虽然如此，我们还是还有一
个正面的结果：可以用比𝑁 更基础的公理系统来证明𝑁 一致性．

7.3.3定理 (Genzen) 假设某个一阶系统ℒ 是一致的，并且 Peano系统𝑁 的一致性是ℒ
的定理，那么𝑁 是一致的．

相比于一致性的正面结果，对于完备性的回答则是否定的（这就是著名的 Gödel
不完备定理）．称一个形式系统是 𝝎-一致的，如果对任意满足 𝑥1 在其中自由出现而且

𝜙(0𝑛)是定理（即该公式对自然数是定理）的公式 𝜙(𝑥1)，¬(∀𝑥1)𝜙(𝑥1)不是定理．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



88 七 一阶逻辑

7.3.4定理 (Gödel第一定理) 如果 𝑁 是 𝜔-一致的，那么存在一个公式 𝜓 使得 𝜓, ¬𝜓 都
不是𝑁 的定理，即𝑁 并不是完备的．

Gödel的结果告诉我们，数学如果要保持无矛盾，就不可能穷尽所有定理的证明！尽管我
们所熟知的自然数系统解释里，每一个命题都应该是对的或者错的．但是推理和证明是

有极限的，某些命题的对与错是不可能推导得出的．

相比 𝑁，ZF公理系统的一致性和完备性则更加复杂．人们现在暂时还无法证明其
一致性．而且如果认可 ZF系统的 𝜔-一致性，因为 ZF可以导出𝑁，所以我们也不得不承
认 ZF是不完备的．

习题 7.3
1. 我们想在自然数集 ℕ的范围内构造一系列谓词公式，其中 ≤是唯一的谓词（即只有一个谓词
符，用 𝑥1 ≤ 𝑥2 代表 𝐴2

1(𝑥1, 𝑥2)），并且没有任何常量出现．举例而言，等号可以如下定义：

[𝑥 = 𝑦] ≝ [(𝑥 ≤ 𝑦) ∧ (𝑦 ≤ 𝑥)].

一旦一个谓词可以只用 ≤进行描述，我们就可以将其用作后续的公式中，如：

[𝑥 > 0] ≝ [(∃𝑦)¬(𝑥 = 𝑦) ∧ (𝑦 ≤ 𝑥)].

按照如上要求，为下面三个语句构造谓词公式：

(1) [𝑥 = 0]；
(2) [𝑥 = 𝑦 + 1]；
(3) [𝑥 = 3]．

2. 假设一个一阶系统已经有我们在课文中定义的等号（等词），请定义量词“存在且仅存在两个”．
3. 描述一个关于环论的一阶形式系统（包括其一阶语言和公理），然后给出这个系统的一个模型
（要求它不能是环）．（若没有学过环论，可等学过后再来做本题．）

4. 在 ZF公理系统中可以构造不可数集，但是已知存在 ZF公理系统的一种模型，它的论域（即所
考虑的所有集合对象）仅包含可数集，如何理解这一“矛盾”？
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8 | 数论初步
阅读提示

本章是对初等数论基本内容的一个快速概览，包括了带余除法、最大公因数、素

数、算术基本定理、同余、著名数论定理（Euler定理、Fermat小定理、中国剩余定
理等）的介绍．阅读本章一般不会有太多困难，但是需要注意多加练习——如果

读者发现在读证明的时候经常不知道用到的小结论是什么，则说明对前面的定理

尚未建立直觉或者未熟练掌握，可以再返回阅读或者尝试自己证明．掌握这些基

本的数论知识除了直接应用之外，还有一个用处就是为之后两章更抽象的代数结

构提供例子．

数论是研究整数性质的学科（后来也不限于整数），是数学中最古老的分支之一．

初等数论则主要是用整数的四则运算方法研究整数性质的数论分支．近年来，它在密码

学、编码理论和量子计算等领域得到了广泛而深入的应用——即便我们不关心能被表

成两个平方和的整数，也一定会关心两个人之间如何保密通讯的问题（参看本章最后一

节）．另外，数论也为我们进一步了解更加抽象的代数概念提供了丰富的例子和动机．

8.1 整除性
整数 ℤ对加法，减法和乘法都具有封闭性，而对于 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0，𝑎

𝑏 不一定是整数．

而对那些确实整除的情形的研究则是初等数论的基础．

8.1.1定义 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0，若存在 𝑞 ∈ ℤ使得 𝑎 = 𝑏𝑞，就称 𝑏整除 𝑎，记为 𝑏 ∣ 𝑎，否则
记为 𝑏 ∤ 𝑎．当 𝑏 ∣ 𝑎时，称 𝑏是 𝑎的因数（因子），𝑎是 𝑏的倍数．

由定义，下面罗列的整除之性质都是容易证明的．

8.1.2命题 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ．
(i) 总是有 1 ∣ 𝑎, 𝑎 ∣ 𝑎, 𝑎 ∣ 0．
(ii) 若 𝑐 ∣ 𝑏, 𝑏 ∣ 𝑎，则 𝑐 ∣ 𝑎而且 𝑏

𝑐 ∣ 𝑎．
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(iii) 设 𝑐 ≠ 0，则 𝑏 ∣ 𝑎 ⟺ 𝑐𝑏 ∣ 𝑐𝑎．
(iv) 对于任意的 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ，𝑐 ∣ 𝑎, 𝑐 ∣ 𝑏蕴涵 𝑐 ∣ 𝑚𝑎 + 𝑛𝑏．
(v) 若 𝑏 ∣ 𝑎且 𝑎 ≠ 0，则 |𝑏| ≤ |𝑎|．
(vi) 若 𝑏 ∣ 𝑎, 𝑎 ∣ 𝑏，则 |𝑎| = |𝑏|．此时称 𝑎, 𝑏相伴．

第 6条性质虽然简单，但可能会成为我们证明两个数相等的手法．

证明 上述性质的证明方法类似，这里选证 (vi)，其余留给读者自己完成．由整除关系可
设 𝑏 = 𝑎𝑞, 𝑎 = 𝑏𝑝，这样得 𝑏 = 𝑎𝑞 = (𝑏𝑝)𝑞．因 𝑏 ≠ 0，所以 𝑝𝑞 = 1，这表明 𝑝 = 𝑞 = ±1，命题
成立． ◻

对于两个数整数 𝑎, 𝑏，无论 𝑎是否能整除 𝑏，我们都可以进行带余除法．

8.1.3定理 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0，则存在唯一的整数 𝑞, 𝑟满足 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|，使得 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟．
这时称 𝑟是 𝑏除 𝑎的余数，𝑞为不完全商．

证明 考虑序列

… , −2|𝑏|, −|𝑏|, 0, |𝑏|, 2|𝑏|, …

𝑎必然落在某两个元素之间，设 𝑞|𝑏| ≤ 𝑎 < (𝑞 + 1)|𝑏|，令 𝑟 = 𝑎 − 𝑞|𝑏|即得存在性．
设 (𝑞, 𝑟), (𝑞′, 𝑟′)都满足条件，则 −|𝑏| < 𝑟 − 𝑟′ = (𝑞 − 𝑞′)|𝑏| < |𝑏|，表明 𝑞 − 𝑞′ = 0，进

一步 𝑟 − 𝑟′ = 0，即得唯一性． ◻

带余除法是整除的基本定理，其中一个极重要特性是余数 𝑟严格小于除数，这是之
后经常被用到的性质；另一个重要性质是除以 𝑘只有 0, 1, … , 𝑘 − 1这 𝑘种余数，它可用
来对整数进行分类，而且，连续 𝑘个整数中必有一个能被 𝑘整除．下面是一个简单应用．

8.1.4例题 设奇数 𝑎 > 1，证明：一定存在正整数 𝑑 ≤ 𝑎 − 1，使得 𝑎 ∣ 2𝑑 − 1．

证明 考虑以下 𝑎个数 20, 21, … , 2𝑎−1，它们或者是 1，或者是偶数，自然不被 𝑎整除．因
此它们分别被 𝑎除的带余除法只能为 1, 2, … , 𝑎 − 1其一，于是存在某两个数 2𝑖, 2𝑗 除以

𝑎的余数相等，不妨设 𝑗 > 𝑖，则 𝑎 ∣ 2𝑗 − 2𝑖 = 2𝑖(2𝑗−𝑖 − 1)．
最后，设 𝑎 = 2𝑏−1，并令 𝑛 = 2𝑖−1(2𝑗−𝑖−1)，那么 𝑎 ∣ 2𝑏𝑛 = 𝑎𝑛+𝑛，所以 𝑎 ∣ 2𝑏𝑛−𝑎𝑛 = 𝑛．

递归地论证下去即得 𝑎 ∣ 2𝑗−𝑖 − 1，而 𝑗 − 𝑖 ≤ 𝑎 − 1． ◻

习题 8.1
1. 证明：任何奇数的平方减一都是 8的倍数．
2. 设 𝛼为正整数，考虑满足 2𝛼 ∣ 3𝑛 + 1的正整数 𝑛．
(1) 若 𝛼 ≤ 2，求出全部这样的 𝑛；
(2) 若 𝛼 > 2，求出全部这样的 𝑛．
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3. 设整系数多项式 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0有有理数解 𝑞，证明：𝑞 是整数，而且一定有
𝑞 ∣ 𝑎0．

4. 设 𝑛, 𝑘是正整数，𝑛 ≠ 1，证明：(𝑛 − 1)2 ∣ 𝑛𝑘 − 1当且仅当 𝑛 − 1 ∣ 𝑘．
5. 设整数 𝑘 ≥ 3，求出所有的整数集合 {𝑎1, … , 𝑎𝑘}，使得从中任取三个数，它们的和可被这三个数
中的任意一个整除．

6. 求出满足下列条件的全部互不相同的正整数 𝑎, 𝑏, 𝑐：均不为 1，满足 (𝑎 − 1)(𝑏 − 1)(𝑐 − 1) ∣ 𝑎𝑏𝑐 − 1．

7. 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0，证明：存在唯一的整数 𝑞, 𝑟满足 − |𝑏|
2 ≤ 𝑟 < |𝑏|

2 ，使得 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟．

8. (𝑏进制) 设 𝑏 ≥ 2为正整数，证明：任何正整数 𝑛均可唯一地表成

𝑛 = 𝑟𝑘𝑏𝑘 + 𝑟𝑘−1𝑏𝑘−1 + ⋯ + 𝑟1𝑏 + 𝑟0

的形式，其中 𝑟0, … , 𝑟𝑘 都是非负整数，𝑟𝑘 ≠ 0, 0 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 𝑏 − 1 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)．

9. 设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=1 是严格递增的正整数序列，证明：存在序列中的两个不同数 𝑎𝑝, 𝑎𝑞 以及无穷多个 𝑎𝑚，

满足 𝑎𝑚 = 𝑥𝑎𝑝 + 𝑦𝑎𝑞，这里 𝑥, 𝑦是适当的两个正整数．

8.2 最大公因数
我们想把各种整数的性质联系起来，所以要关心多个数共同的因数和倍数．

8.2.1定义 设 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ不全为 0．若 𝑐同时为 𝑎1, … , 𝑎𝑛的因数，就称它是 𝑎1, … , 𝑎𝑛
的公因数；公因数中最大的称为最大公因数，记为 gcd(𝑎1, … , 𝑎𝑛)．最大公因数为 1的两
个数称作互素．

设 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ均不为 0．若 𝑐 同时为 𝑎1, … , 𝑎𝑛 的倍数，就称它是 𝑎1, … , 𝑎𝑛 公倍

数；正的公倍数中最小的称为最小公倍数，记为 lcm(𝑎1, … , 𝑎𝑛)．

8.2.2注 因为 1，𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 分别是公因数和公倍数，且公因数不大于 min(𝑎1, … , 𝑎𝑛)，公倍
数不小于 max(𝑎1, … , 𝑎𝑛)，所以最大公因数和最小公倍数的定义都是良好的．一般我们
取正的最大公因数和最小公倍数．以下在讨论公因数和公倍数时，均默认所考虑的整数

为正整数． ♤

现在问，如何求取最大公因数？下面的引理将帮助我们简化问题．

8.2.3引理 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0并有带余除法 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟，则 gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟)．

证明 注意到 gcd(𝑏, 𝑟) ∣ 𝑎 = 𝑏𝑞+𝑟，故 gcd(𝑏, 𝑟)是 𝑎, 𝑏之公因数，从而 gcd(𝑏, 𝑟) ≤ gcd(𝑎, 𝑏)．
另一方面，由 𝑎 − 𝑏𝑞 = 𝑟 得 gcd(𝑎, 𝑏) ∣ 𝑟，根据公因数的定义 gcd(𝑎, 𝑏) ∣ gcd(𝑏, 𝑟)，所以
gcd(𝑎, 𝑏) ≤ gcd(𝑏, 𝑟)．总之，gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟)． ◻

基于上面引理可以获得以下 Euclid算法，它是由古希腊数学家 Euclid于公元前 3
世纪提出的，它是一种求两个正整数的最大公因数的有效方法．
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8.2.4定理 (Euclid算法) 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ>0，令 𝑟0 = 𝑎, 𝑟1 = 𝑏，不断作带余除法一定得到下述
有限序列：

(0) 𝑟0 = 𝑟1𝑞1 + 𝑟2, 0 < 𝑟2 < 𝑟1,
(1) 𝑟1 = 𝑟2𝑞2 + 𝑟3, 0 < 𝑟3 < 𝑟2,

⋯ ⋯
(𝑛 − 2) 𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−1𝑞𝑛−1 + 𝑟𝑛, 0 < 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1,
(𝑛 − 1) 𝑟𝑛−1 = 𝑟𝑛𝑞𝑛.

(8.2.1)

且 𝑟𝑛 就等于 gcd(𝑎, 𝑏)．

证明 由于 𝑟1 > 𝑟2 > ⋯ 是严格下降的非负整数序列，由良序原理一定有一个时刻

𝑟𝑛+1 = 0．另外，根据引理 8.2.3，gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑟1, 𝑟2) = ⋯ = gcd(𝑟𝑛−1, 𝑟𝑛) = 𝑟𝑛，所以 𝑟𝑛
是 𝑎, 𝑏的最大公因数． ◻

8.2.5例题 设整数 𝑎 > 1, 𝑚, 𝑛 > 0，证明：gcd(𝑎𝑚 − 1, 𝑎𝑛 − 1) = 𝑎gcd(𝑚,𝑛) − 1．

证明 作带余除法 𝑚 = 𝑞1𝑛 + 𝑟1，计算得

𝑎𝑚 − 1 = 𝑎𝑟1 (𝑎𝑞1𝑛 − 1) + 𝑎𝑟1 − 1.

由于 𝑎𝑛 − 1 ∣ 𝑎𝑞1𝑛 − 1，所以 gcd(𝑎𝑛 − 1, 𝑎𝑟1 − 1)．另外 gcd(𝑚, 𝑛) = gcd(𝑛, 𝑟1)，所以由辗转相
除法即得到结论成立． ◻

从 Euclid算法可导出非常多常用的性质，特别是下面这个等式．

8.2.6推论 (Bézout等式) 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ不全为零，则存在整数 𝑠, 𝑡使得 𝑠𝑎 + 𝑡𝑏 = gcd(𝑎, 𝑏)．

证明 在式 (8.2.1)中，从 (𝑛 − 2)式出发，

𝑟𝑛 = 𝑟𝑛−2 − 𝑟𝑛−1𝑞𝑛−1,

右边代入 (𝑛 − 3)式 𝑟𝑛−1 = 𝑟𝑛−3 − 𝑟𝑛−2𝑞𝑛−2消去 𝑟𝑛−1，再代入 (𝑛 − 4)式消去 𝑟𝑛−2⋯⋯最后

代入 (0)式消去 𝑟2，就得到想要的等式． ◻

8.2.7例 求取 gcd(963, 657)，计算得

963 = 657 × 1 + 306, 657 = 306 × 2 + 45,
306 = 45 × 6 + 36, 45 = 36 × 1 + 9,

36 = 4 × 9.
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结果为 9，再按照前一推论的证明过程找出 Bézout等式．

gcd(963, 657) = 9 = 45 − 36 × 1
= 45 − (306 − 45 × 6) × 1 = 45 × 7 − 306 × 1
= (657 − 306 × 2) × 7 − 306 × 1 = 306 × (−15) + 657 × 7
= (963 − 657 × 1) × (−15) + 657 × 7
= (−15) × 963 + 22 × 657. ♢

Bézout 等式极为有用，它把 gcd(𝑎, 𝑏) 和 𝑎, 𝑏 用更加显明的方式联系起来了．在
𝑠𝑎 + 𝑡𝑏 = gcd(𝑎, 𝑏)中由公因数的定义立刻得到：

8.2.8推论 所有的公因数必然整除最大公因数，即如果 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 不全为零且满足
𝑑 ∣ 𝑎, 𝑑 ∣ 𝑏，那么 𝑑 ∣ gcd(𝑎, 𝑏)．

可见，最大公因数中的“最大”也可以视为整除偏序下的最大．

8.2.9推论 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，则 𝑎, 𝑏互素当且仅当存在整数 𝑠, 𝑡满足 𝑠𝑎 + 𝑡𝑏 = 1．此时我们称
𝑠, 𝑎互为模 𝑏意义下的逆，𝑡, 𝑏互为模 𝑎意义下的逆．

可以利用 Bézout等式的思想证明互素．例如，相邻的两个整数 𝑛 + 1 − 𝑛 = 1，所以
必然互素．不过很多时候并不一定需要找出该等式本身．

8.2.10例题 设 𝑛是正整数，证明： 𝑛!+1
(𝑛+1)!+1 是既约分数．

证明 注意到

(𝑛! + 1)(𝑛 + 1) − ((𝑛 + 1)! + 1) = 𝑛,

所以它们的最大公因数 𝑑 满足 𝑑 ∣ 𝑛，进一步 𝑑 ∣ 𝑛!，可是 𝑑 ∣ 𝑛! + 1，所以只好 𝑑 = 1． ◻

8.2.11推论 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ，其中 𝑎, 𝑏不全为零，𝑐 ≠ 0．
(i) gcd(𝑎𝑐, 𝑏𝑐) = gcd(𝑎, 𝑏)|𝑐|．
(ii) gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑑 当且仅当 gcd(

𝑎
𝑑 , 𝑏

𝑑 ) = 1．

证明 注意到在式 (8.2.1)中两边都乘以 |𝑐|，一系列等式仍成立，就得到 (i)．(ii)是 (i)的
直接推论． ◻

上面推论一个主要的用处是帮助我们把不互素的情形转换为互素的情形，紧接着我

们会看到，如果 𝑎, 𝑏互素，则许多性质推导起来会顺利很多．所以，得出 𝑎, 𝑏互素时的结
论后，运用上面推论代入 𝑎

gcd(𝑎,𝑏) , 𝑏
gcd(𝑎,𝑏) 就有可能推广到一般情况．

承上，在整除性的讨论中，互素条件的威力确实是巨大的，下面是一些很有用的

结论．

8.2.12推论 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ，且 𝑎, 𝑏互素．我们有：
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(i) gcd(𝑎, 𝑏𝑐) = gcd(𝑎, 𝑐)；
(ii) 若 𝑎 ∣ 𝑏𝑐，则 𝑎 ∣ 𝑐；
(iii) 若 𝑎 ∣ 𝑐, 𝑏 ∣ 𝑐，则 𝑎𝑏 ∣ 𝑐；
(iv) 若 gcd(𝑎, 𝑐) = 1，则 gcd(𝑎, 𝑏𝑐) = 1．

证明 (i)：由 gcd(𝑎, 𝑏𝑐) ∣ 𝑎𝑐, 𝑏𝑐 结合推论 8.2.8得 gcd(𝑎, 𝑏𝑐) ∣ gcd(𝑎𝑐, 𝑏𝑐) = gcd(𝑎, 𝑏)|𝑐| =
|𝑐|．再结合 gcd(𝑎, 𝑏𝑐) ∣ 𝑎得 gcd(𝑎, 𝑏𝑐) ∣ gcd(𝑎, 𝑐)．又显然有 gcd(𝑎, 𝑐) ∣ 𝑎, 𝑏𝑐，结合推论
8.2.8得 gcd(𝑎, 𝑐) ∣ gcd(𝑎, 𝑏𝑐)．总之，gcd(𝑎, 𝑏𝑐) = gcd(𝑎, 𝑐)．

(ii)：由 (i)，gcd(𝑎, 𝑐) = gcd(𝑎, 𝑏𝑐) = 𝑎，即 𝑎 ∣ 𝑐．
(iii)：设 𝑐 = 𝑏𝑑，则 𝑎 ∣ 𝑏𝑑，由 (ii)得 𝑎 ∣ 𝑑，进一步 𝑎𝑏 ∣ 𝑏𝑑 = 𝑐．
(iv)是 (i)的直接推论． ◻

作为例子，我们利用最大公因数的性质讨论一下不定方程．不定方程是一类特殊的

方程，其特点是方程的个数少于未知数的个数，且它的解受到某种限制（如整数或正整

数等）．公元 3世纪初，古希腊数学家 Diophantus（丢番图）曾大力研究过这类方程，因
此不定方程也叫做丢番图方程．一般的丢番图方程的求解是一个著名的不存在通用算

法的问题的例子（Matiyasevich, 1970）．
我们主要解决二元一次不定方程的求解问题．

8.2.13例 (一次不定方程) 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ，最大公因数 𝑑 = gcd(𝑎, 𝑏)存在．考虑求不定方
程 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 的整数解．

如果 𝑑 ∣ 𝑐，可设 𝑑𝑑′ = 𝑐，运用 Bézout 等式，存在 𝑥0, 𝑦0 使得 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑑，所
以 (𝑑′𝑥0, 𝑑′𝑦0)是原方程的一组解．显然方程有解要求 𝑑 ∣ 𝑐，因此只有这种情况下它才
有解．

进一步，假如 𝑥0, 𝑦0 是原方程的一组解，将 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑐 和 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 相减得到
𝑎(𝑥 − 𝑥0) = −𝑏(𝑦 − 𝑦0)，两边除以 𝑑 并运用推论 8.2.11的 (ii)得

𝑎
𝑑 (𝑥 − 𝑥0) = − 𝑏

𝑑 (𝑦 − 𝑦0) gcd(
𝑎
𝑑 , 𝑏

𝑑 ) = 1.

由推论 8.2.12的 (ii)，
𝑎
𝑑 | (𝑦 − 𝑦0), 𝑏

𝑑 | (𝑥 − 𝑥0),

所以 𝑎
𝑑 𝑡 = (𝑦 − 𝑦0), 𝑏

𝑑 𝑡′ = (𝑥 − 𝑥0)，回代得 𝑡 = −𝑡′，于是

𝑥 = 𝑥0 + 𝑏
𝑑 𝑡, 𝑦 = 𝑦0 − 𝑎

𝑑 𝑡

就是方程的全部解，其中 𝑡 ∈ ℤ． ♢

最小公倍数和最大公因数是紧密相连的，对最小公倍数我们只证明以下命题．

8.2.14定理 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ均不为零，则 lcm(𝑎, 𝑏) gcd(𝑎, 𝑏) = |𝑎𝑏|．
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证明 类似最大公因数，现在指出最小公倍数是公倍数的因子．设 𝑎, 𝑏有一个公倍数 𝑚，
作带余除法 𝑚 = 𝑞 × lcm(𝑎, 𝑏) + 𝑟．这就得到 𝑟也是公倍数，由 lcm(𝑎, 𝑏)的最小性知 𝑟 = 0．

今设 gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑑, lcm(𝑎, 𝑏) = 𝑚．由 𝑎, 𝑏 ∣ 𝑚 得 𝑎𝑏 ∣ 𝑚𝑎, 𝑚𝑏，再结合推论 8.2.8 知
𝑎𝑏 ∣ gcd(𝑚𝑎, 𝑚𝑏) = 𝑚𝑑．又 𝑎, 𝑏 |

𝑎𝑏
𝑑 ，即后者是公倍数，于是 𝑚 |

𝑎𝑏
𝑑 ，从而 𝑎𝑏 = 𝑚𝑑． ◻

习题 8.2
1. 利用 Euclid算法，求 36363636和 15151515的最大公因数，并以二者的整系数线性组合表出这
个最大公因数．

2. (Lamé) 设正整数 𝑎 > 𝑏，证明：用 Euclid算法计算二者最大公因数的运行时间为 𝑂(log 𝑎)．由此
为 Euclid算法提供一个最坏情况的实例．
3. 设正整数 𝑚, 𝑛满足 𝑚𝑛 ∣ 𝑚2 + 𝑛2 + 1，证明：3𝑚𝑛 = 𝑚2 + 𝑛2 + 1．

4. 我们把形如 𝐹𝑛 = 22𝑛 + 1的数称为 Fermat数．证明：当 𝑛 ≠ 𝑚时，gcd(𝐹𝑛, 𝐹𝑚) = 1．

5. 设整数 𝑎 > 𝑏 > 1, 𝑛 > 𝑚 ≥ 0．
(1) 给出 𝑎𝑚 − 1 ∣ 𝑎𝑛 − 1的一个充分必要条件．
(2) 证明：gcd(𝑎𝑚 − 𝑏𝑚, 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 𝑎gcd(𝑚,𝑛) − 𝑏gcd(𝑚,𝑛)．

6. 求出所有的有理数 𝑟，使得 cos 𝑟𝜋 是有理数． 提示 可利用多倍角公式的形式为多项式这一

事实．

7. 设 𝑘, 𝑎, 𝑏是正整数，证明：gcd(𝑎𝑘, 𝑏𝑘) = gcd(𝑎, 𝑏)𝑘．不能用算术基本定理，以下各问题均同．

8. 设 𝑛, 𝑎, 𝑏都是正整数，𝑛是 𝑎𝑏的因子，但 𝑛不整除 𝑎, 𝑏．令 𝑎 = 𝑑 gcd(𝑎, 𝑎𝑏
𝑛 )，证明：𝑑 ∣ 𝑛．

9. 设 𝑎, 𝑏是互素的正整数，𝑑 为正整数．证明：
(1) gcd(𝑑, 𝑎𝑏) = gcd(𝑑, 𝑎) gcd(𝑑, 𝑏)；
(2) 𝑑 ∣ 𝑎𝑏的充分必要条件是 𝑑 = 𝑑1𝑑2 且 𝑑1 ∣ 𝑎, 𝑑2 ∣ 𝑏．

10. 考虑三个正整数 𝑎, 𝑏, 𝑐 的最大公因数，证明以下结论：
(1) gcd(𝑎, 𝑏, 𝑐) = gcd(gcd(𝑎, 𝑏), 𝑐)；
(2) 存在整数 𝑠, 𝑡, 𝑟使得 𝑠𝑎 + 𝑡𝑏 + 𝑟𝑐 = gcd(𝑎, 𝑏, 𝑐)；
(3) gcd(𝑎/ gcd(𝑎, 𝑐), 𝑏/ gcd(𝑏, 𝑎), 𝑐/ gcd(𝑐, 𝑏)) = 1；
(4) gcd(𝑎, 𝑏, 𝑐) gcd(𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑎) = gcd(𝑎, 𝑏) gcd(𝑏, 𝑐) gcd(𝑐, 𝑎)．

11. 设无穷正整数序列 {𝑎𝑛}∞
𝑛=1 满足对于任意的 𝑖 ≠ 𝑗，

gcd(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = gcd(𝑖, 𝑗).

证明：此序列一定是 1, 2, 3, …．
12. 假设正整数 𝑎, 𝑏满足

𝑎 + 1
𝑏 + 𝑏 + 1

𝑎 ∈ ℤ,

证明：gcd(𝑎, 𝑏) ≤ √𝑎 + 𝑏．
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13. 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 为整数且 𝑎, 𝑏互素，证明：直线 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0上任意长度至少为√𝑎2 + 𝑏2 的线段上

一定有一个整点（横纵坐标都是整数的点，可为端点）．

14. 某人花费 99元买了两种开本的笔记本共 12本，其中 A4开本数量比 B5多，且每本 A4笔记本
比 B5笔记本贵 3元．求两种类型的笔记本的价格（已知价格均为正整数）．

8.3 算术基本定理
除 1之外的正整数都至少有两个因数，1和它自身，这些因子都是平凡的．从整除性

一节我们已经看到，有的整数恰只有这两个平凡因数，而有的则不然．将没有非平凡因

数的整数单独分开研究，在算术中有着重要的作用．

8.3.1定义 若正整数 𝑝 > 1除了 ±1, ±𝑝无其他因子，就称它是素数，否则称为合数．

利用推论 8.2.12马上得到关于素数的如下性质．

8.3.2推论 设 𝑝是素数，则
(i) 设 𝑎 ∈ ℤ，若 𝑝 ∤ 𝑎，则 gcd(𝑝, 𝑎) = 1；
(ii) 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，若 𝑝 ∣ 𝑎𝑏，则 𝑝 ∣ 𝑎或者 𝑝 ∣ 𝑏．一般地，若 𝑝 ∣ 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘，则 𝑝 ∣ 𝑎1, … , 𝑝 ∣ 𝑎𝑘
中至少有一个成立．

严格地说，素数定义中的那种事物应该称为“不可约数”，而推论 (ii)中所说的事物才是
“素数”．但是在整数中，不可约性和素性是等价的．素性在整除分析中很有用，这是在前

一节已经看到过的．

对于素数的数量，我们熟知以下定理，它是 Euclid在《几何原本》中首先给出证明
的，常常用来作为反证法的典型例子．

8.3.3定理 (Euclid) 素数有无穷多个．

证明 先来证明对于任何一个大于 1的正整数，它必有一个因子是素数．如果不然，设 𝑎
是最小的无素因子的整数，则 𝑎不是素数，从而有非平凡分解 𝑎 = 𝑏𝑐．根据假设，𝑏, 𝑐 均
有素因子，于是 𝑎有素因子，矛盾．
现在假设只有有限多个素数 𝑝1, … , 𝑝𝑛，考虑 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑛 + 1这个数．任取其一个素因子

𝑝，则 𝑝 ∉ {𝑝1, … , 𝑝𝑛}，否则 𝑝 ∣ 1矛盾．然而这又与 𝑝1, … , 𝑝𝑛 是全部素数矛盾． ◻

利用上面证明的构造，可以归纳地证明第 𝑛个素数 𝑝𝑛 ≤ 22𝑛−1
．

我们来看一个相似技巧的应用：一些具有特殊形式的素数也是无穷的．

8.3.4例题 存在无穷多个形如 4𝑛 − 1的素数．

证明 如果不然，这些形式的素数中最大的为 𝑝，令 𝑃 为所有 4𝑛 − 1型素数中的奇数
的乘积并考虑 𝑞 = 4𝑃 − 1．显然 𝑞 > 𝑝，故 𝑞 是合数．因为 𝑞 为奇数，所以它的素因子
都形如 4𝑛 − 1和 4𝑛 + 1．如果所有的素因子都形如 4𝑛 + 1，那么 𝑞 应形如 4𝑛 + 1，于是
4(𝑃 − 𝑛) = 2，矛盾．所以一定有一个形如 4𝑛 − 1的素因子 𝑞′．这样一来 𝑞′ > 𝑝，否则
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𝑞′ ∣ 𝑃 , 𝑞′ ∣ 4𝑃 − 1导出 𝑞′ ∣ 1为矛盾．然而 𝑞′ > 𝑝和 𝑝是形如 4𝑛 − 1的素数中最大的
矛盾． ◻

素数具有极为重要的性质，它是组成整数的“砖石”，这就是算术基本定理．

8.3.5定理 (算术基本定理) 每个大于 1的整数 𝑛都可写成有限多个素数的乘积

𝑛 = 𝑝𝑒1
1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟

𝑟 ,

上式称为 𝑛的标准分解式，其中的素数和指数幂（不计顺序）是唯一的．

证明 对 𝑛归纳．设对于一切的 𝑘 < 𝑛命题都成立．如果 𝑛是素数，命题自然成立．否则
𝑛 = 𝑎1𝑎2，而 𝑎1, 𝑎2 < 𝑛可写成有限多个素数的乘积，故可分解性成立．

设 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑠 = 𝑞1 ⋯ 𝑞𝑟（展开分解式的幂），只需证明适当调整下标后 𝑠 = 𝑟, 𝑝𝑖 =
𝑞𝑖．对 𝑠归纳．𝑠 = 1时由素数定义知 𝑝1 = 𝑞1, 𝑟 = 1．归纳步．由推论 8.3.2不妨设 𝑝1 ∣ 𝑞1，

因为 𝑞1 也是素数，故只能 𝑝1 = 𝑞1，两边除以 𝑝1 再利用归纳假设即得． ◻

我们知道，求取整数的全部因数，以及研究公因数的性质是不平凡的事情，但一旦算

出了标准分解式，那么整除、因数、最大公因数和最小公倍数的处理就可能简易很多．例

如，设 𝑎 = 𝑝𝑒1
1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟

𝑟 , 𝑏 = 𝑝𝑒′
1

1 ⋯ 𝑝𝑒′
𝑟

𝑟（𝑒𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟)中可以有 0），则

gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑝min(𝑒1,𝑒′
1)

1 ⋯ 𝑝min(𝑒𝑟,𝑒′
𝑟 )

𝑟 , lcm(𝑎, 𝑏) = 𝑝max(𝑒1,𝑒′
1)

1 ⋯ 𝑝max(𝑒𝑟,𝑒′
𝑟 )

𝑟 .

而且，𝑎 ∣ 𝑏当且仅当 𝑒𝑖 ≤ 𝑒′
𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟)．

8.3.6例题 设 𝑎, 𝑏 是互素的正整数，满足 𝑎𝑏 = 𝑐𝑘 (𝑐 ∈ ℤ)，证明：存在整数 𝑢, 𝑣，使得
𝑎 = 𝑢𝑘, 𝑏 = 𝑣𝑘．

证明 设 𝑐分解为 𝑝𝑒1
1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟

𝑟 ，那么根据算术基本定理，可设

𝑎 = 𝑝𝛼1
1 ⋯ 𝑝𝛼𝑟

𝑟 , 𝑏 = 𝑝𝛽1
1 ⋯ 𝑝𝛽𝑟

𝑟 .

同时，𝛼𝑖 + 𝛽𝑖 = 𝑘𝑒𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟)且由 𝑎, 𝑏互素知道 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 中总有一个是零，这就推出 𝑎, 𝑏都
是某个整数的 𝑘次幂． ◻

习题 8.3
1. 设 𝑛为正整数．
(1) 设 2𝑛 + 1为素数，证明：存在整数 𝑘使得 𝑛 = 2𝑘，即这样的数一定是 Fermat数．
(2) 形如 2𝑛 − 1的素数称为Mersenne素数，证明：此时一定有 𝑛为素数．

2. 证明下面两个命题．
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(1) 对于任给的正整数 𝑛，都存在连续 𝑛个合数．进一步，存在无穷多个这样的序列．
(2) 对于正整数 𝑛 > 2，在 𝑛, 𝑛!之间一定存在一个素数．

3. 证明：存在无穷多个形如 6𝑛 − 1的素数．

4. (1) 设正整数 𝑛的最小素因数是 𝑝，满足 𝑝 > 3√𝑛，证明：𝑛
𝑝 是素数．

(2) 设正整数 𝑛 > 1没有小于等于 3√𝑛的素因子，证明：𝑛为素数或者两个素数之积．

5. 利用算术基本定理重新证明习题 8.2.7～8.2.10的结论．
6. 证明下面两个命题．
(1) 设 𝑛, 𝑎都是正整数，且 𝑛√𝑎不是整数，则 𝑛√𝑎是无理数．
(2) log2 10, log3 7, log15 21都是无理数．

7. 设整数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒满足 𝑒 ∣ 𝑎𝑏, 𝑒 ∣ 𝑐𝑑, 𝑒 ∣ 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑，证明：𝑒 ∣ 𝑎𝑐 而且 𝑒 ∣ 𝑏𝑑．
8. 设正整数 𝑛的标准分解式为 𝑛 = 𝑝𝑒1

1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟
𝑟 ，并用 𝜏(𝑛)记其所有正因数的个数，用 𝜎(𝑛)表示其所

有正因数的和，利用标准分解式求出 𝜏(𝑛), 𝜎(𝑛)的表达式．
9. 证明：存在整数 𝑏使得 𝑎 = 𝑏2 当且仅当整数 𝑎的正因数的个数是奇数．

10. 求出所有满足 𝑎𝑏2 = 𝑏𝑎 的正整数 𝑎, 𝑏．

8.4 同余
前面处理整除性和素数是利用因数来讨论的，讨论的对象只是个别整数，而整数是

无穷多个，如何全面地考虑所有整数呢？

一种可能的想法是，如果用一个固定的数来除所有整数，根据余数的不同，可以把全

体整数进行分类，余数相同的分在同一类．因为任何固定数作为除数只能产生有限多个

不同的余数，所以按照这种方式，可以把无穷多个整数分成有限多个类．

通过考虑余数，可以将问题简化，这是等价关系的思想．这种关系在算术中就是同

余，它是初等数论的核心，最早出现在 1801年 Gauss出版的《算术研究》中．Gauss的这
一著作是数论作为数学的一个独立分支形成的标志．

8.4.1定义 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，𝑚是正整数．若用 𝑚对 𝑎, 𝑏分别作带余除法所得的余数相同，亦
即 𝑚 ∣ 𝑎 − 𝑏，就称它们模 𝑚同余，记为 𝑎 ≡ 𝑏 (mod𝑚)．

根据定义极易验证：

8.4.2命题 若 𝑥 ≡ 𝑦 (mod𝑚)，则对于任意整系数多项式 𝑓，𝑓(𝑥) ≡ 𝑓(𝑦) (mod𝑚)．

这一命题表明，同余相当于抹去了对 𝑚作带余除法后的不完全商，只通过余数进行分类．

证明 注意 𝑥 ≡ 𝑦 (mod𝑚) ⟺ 𝑚 ∣ 𝑥 − 𝑦．设 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0，则

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑦)(⋯ ) + 𝑎𝑛−1(𝑥 − 𝑦)(⋯ ) + ⋯ + 𝑎1(𝑥 − 𝑦),

所以 𝑚 ∣ 𝑥 − 𝑦 ⟹ 𝑚 ∣ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)． ◻
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我们将推论 8.2.9用同余的语言重述为：

8.4.3推论 设 𝑚是正整数且与 𝑎互素，那么存在整数 𝑢，使得 𝑢𝑎 ≡ 1 (mod𝑚)．这时称 𝑢
是 𝑎模 𝑚意义下的逆．

8.4.4例 设 𝑎 ∈ ℤ>0，当 𝑎 模 6 的余数为 0、1、2、3、4、5 时，𝑎3 模 6 的余数分别为
0, 1, 8 (mod 6) = 2, 27 (mod 6) = 3, 64 (mod 6) = 4, 125 (mod 6) = 5，所以一定有 6 ∣ 𝑎3 − 𝑎．

这个例子当然是生造的．实际上，直接分解 𝑎3 −𝑎 = 𝑎(𝑎− 1)(𝑎+1)，因为 𝑎, 𝑎−1, 𝑎+1
是连续三个数，其中必有一个偶数，也必有一个 3的倍数，因为 2、3互素，故由推论 8.2.12
的 (iii)知 6 ∣ 𝑎3 − 𝑎． ♢

同余式和等式是有区别的，在同余式两边不能随意约去因子，不过下面命题成立．

8.4.5引理 设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ，𝑚是正整数，则

𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 (mod𝑚) ⟹ 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚
gcd(𝑐, 𝑚)) .

特别地，当 𝑐, 𝑚互素时可直接消去 𝑐，同余关系依然成立．

证明 设 gcd(𝑐, 𝑚) = 𝑑．依 𝑚 ∣ 𝑐(𝑎 − 𝑏)得 𝑚
𝑑 |

𝑐
𝑑 (𝑎 − 𝑏)．由推论 8.2.11得到 𝑚

𝑑 , 𝑐
𝑑 互素，此

时推论 8.2.12的 (ii)给出 𝑚
𝑑 | 𝑎 − 𝑏，即命题成立． ◻

类似利用最小公倍数的性质可证

8.4.6命题 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，𝑚, 𝑛是正整数，则

𝑎 ≡ 𝑏 (mod𝑚) , 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) ⟹ 𝑎 ≡ 𝑏 (mod lcm(𝑚, 𝑛)) .

特别地，当 𝑚, 𝑛互素时可以直接模去 𝑚𝑛，同余关系依然成立．

8.4.7例题 证明：方程 𝑥2 − 15𝑦2 = 3没有整数解．

证明 对于某些不定方程，可以选择一个合适的模数，证明其所对应的同余关系是不可

能的来导出其没有整数解．比如，此例中我们选取模 4，那么

𝑥2 + 𝑦2 ≡ 3 (mod 4) .

但是一个整数的平方模 4只能是 0或 1，所以上式不可能成立． ◻

同余作为等价关系，将 ℤ划分为一个个等价类．在模 𝑚的每个等价类中任取一个
代表元，构成的集合称为模 𝑚的完全剩余系，简称完系，一般取为 ℤ𝑚 ≝ {0, 1, … , 𝑚 − 1}．

完系中所有与 𝑚互素的元素构成的集合称为既约剩余系，简称缩系．既约剩余系的
大小即是和 𝑚互素，且小于 𝑚的正整数的个数（这些正整数的全体可记为 ℤ∗

𝑚），这数目
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称为 Euler函数，记为 𝜙(𝑚)．
下述判定引理由定义可立刻推出．

8.4.8引理 集合 𝑆 ⊆ ℤ是模 𝑚的完系，当且仅当：|𝑆| = 𝑚，且其中元素两两模 𝑚不同
余．集合 𝑆′ ⊆ ℤ是模 𝑚的缩系，当且仅当：|𝑆′| = 𝜙(𝑚)，其中元素两两模 𝑚不同余，且
每个元素都与 𝑚互素．

证明 对两个判定条件都只证明充分性．由于模 𝑚的等价类恰有 𝑚个集合，所以 𝑚个
模 𝑚两两不同余的元素的集合必然包含全部 𝑚个等价类的代表元，即 𝑆 是完系．同理，
𝑆′ 的元素必然是完系中与 𝑚互素的全部整数，即 𝑆′ 是缩系． ◻

8.4.9定理 (Euler) 设 𝑎 ∈ ℤ，𝑚为与 𝑎互素的正整数，则 𝑎𝜙(𝑚) ≡ 1 (mod𝑚)．（即 𝑎𝜙(𝑚)−1

是 𝑎在模 𝑚下的逆．）

证明 设 𝑆 = {𝑎1, … , 𝑎𝜙(𝑚)}是模 𝑚的既约剩余系，断言 𝑎𝑆 = {𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝜙(𝑚)}也是．
事实上，若 𝑎𝑎𝑖 ≡ 𝑎𝑎𝑗 (mod𝑚)，则 𝑚 ∣ 𝑎(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)，因为 𝑎, 𝑚互素，就得到 𝑎𝑖 ≡ 𝑎𝑗 (mod𝑚)，矛
盾；而由推论 8.2.12最后一条知 𝑎𝑎𝑘 仍和 𝑚互素．

于是， ∏
𝑥∈𝑎𝑆

𝑥 = 𝑎𝜙(𝑚) ∏
𝑥∈𝑆

𝑥 ≡
∏
𝑥∈𝑆

𝑥 (mod𝑚) ,

由既约剩余系的定义和推论 8.2.12第三条得
∏

𝑥∈𝑆 𝑥与 𝑚互素，进一步根据引理 8.4.5，
命题成立． ◻

8.4.10推论 (Fermat小定理) 设 𝑝是素数，𝑎 ∈ ℤ，那么 𝑎𝑝 ≡ 𝑎 (mod 𝑝)．特别地，若 𝑝 ∤ 𝑎，
则 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝)．

证明 𝑝 ∣ 𝑎的情形是平凡的．对素数 𝑝，所有 1, … , 𝑝 − 1都和它互素，故 𝜙(𝑝) = 𝑝 − 1．又
𝑝 ∤ 𝑎，所以 gcd(𝑎, 𝑝) = 1，由 Euler定理知结论成立． ◻

Fermat小定理可简化对整数幂的同余式的处理．

8.4.11例 求 𝑎25 − 𝑎 (mod 30)，这下直接分解或者枚举 𝑎模 30的余数都不太方便．注意
到 30 = 2 × 3 × 5，由 Fermat小定理 𝑎2 ≡ 𝑎 (mod 2) , 𝑎3 ≡ 𝑎 (mod 3) , 𝑎5 ≡ 𝑎 (mod 5)，所以

𝑎25 ≡ (𝑎2)12𝑎 ≡ 𝑎12𝑎 ≡ 𝑎6𝑎 ≡ 𝑎3𝑎 ≡ 𝑎2 ≡ 𝑎 (mod 2) ,
𝑎25 ≡ (𝑎3)8𝑎 ≡ 𝑎8𝑎 ≡ 𝑎3 ≡ 𝑎 (mod 3) ,
𝑎25 ≡ (𝑎5)5 ≡ 𝑎5 ≡ 𝑎 (mod 5) .

因为 2, 3, 5两两互素，由引理 8.4.6知 𝑎25 − 𝑎 ≡ 0 (mod 2 × 3 × 5)． ♢

8.4.12例题 设素数 𝑝 > 3，整数 𝑛 = 22𝑝−1
3 ．证明：2

𝑛−1 ≡ 1 (mod 𝑛)．
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证明 对条件稍作变形得 3(𝑛−1) = 4(2𝑝−1 −1)(2𝑝−1 +1)．由 Fermat小定理得 𝑝 ∣ 2𝑝−1 −1，
鉴于 𝑝 > 3，故 2𝑝 ∣ 𝑛−1，结合例题 8.2.5（另参习题 8.2.5）之结论即 𝑛 ∣ 22𝑝 −1 ∣ 2𝑛−1 −1．◻

Euler定理中的 𝜙(𝑚)究竟是多少？逐一检查和 𝑚互素因子的个数是较困难的，下面
设法用更加方便的办法计算它1．

8.4.13引理 (i)设 𝑝是素数，𝛼是正整数，则 𝜙(𝑝𝛼) = 𝑝𝛼 − 𝑝𝛼−1．

(ii) Euler函数是积性函数：若 gcd(𝑎, 𝑏) = 1，则 𝜙(𝑎𝑏) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)．

证明 因为同 𝑝𝛼 不互素的数均被 𝑝整除，由此立得 (i)．
对 (ii)，我们考虑既约剩余系

𝑆𝑎 = {𝑥1, … , 𝑥𝜙(𝑎)}, 𝑆𝑏 = {𝑦1, … , 𝑦𝜙(𝑏)},

作 𝑆𝑎𝑏 = {𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜙(𝑎), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝜙(𝑏)}．现在指出这是 𝑎𝑏的既约剩余系，需要
按定义逐一验证．下面的验证过程大量运用推论 8.2.12和引理 8.4.6．

⋄ 设 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 ≡ 𝑏𝑥𝑖′ + 𝑎𝑦𝑗′ (mod 𝑎𝑏)，则它们分别模 𝑎, 𝑏同余，从而 𝑏𝑥𝑖 ≡ 𝑏𝑥𝑖′ (mod 𝑎)
及 𝑎𝑦𝑗 ≡ 𝑎𝑦𝑗′ (mod 𝑏)．依 𝑎, 𝑏互素得 𝑥𝑖 ≡ 𝑥𝑖′ (mod 𝑎) , 𝑦𝑗 ≡ 𝑦𝑗′ (mod 𝑏)，这说明 𝑆𝑎𝑏
中元素模 𝑎𝑏两两不同余．

⋄ 对每个 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 ∈ 𝑆𝑎𝑏，由 𝑥𝑖, 𝑎互素与 𝑎, 𝑏互素得 𝑏𝑥𝑖, 𝑎互素，于是 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 , 𝑎互
素．同理 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 , 𝑏互素，所以 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 , 𝑎𝑏互素．

⋄ 设 𝑐, 𝑎𝑏 互素．由 𝑎, 𝑏 互素知存在 𝑥, 𝑦 使得 𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 = 𝑐．注意 1 = gcd(𝑐, 𝑎) =
gcd(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦, 𝑎) = gcd(𝑏𝑥, 𝑎) = gcd(𝑥, 𝑎)，同理 gcd(𝑦, 𝑏) = 1，从而存在 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 使得

𝑥 ≡ 𝑥𝑖 (mod 𝑎) , 𝑦 ≡ 𝑦𝑗 (mod 𝑎)，从而 𝑐 ≡ 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 (mod 𝑎𝑏)．这说明每个与 𝑎𝑏互素
的整数都对应一个 𝑆𝑎𝑏 中的元素．

最后，从上面的证明中看出 𝑏𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 各不相同（无需模 𝑎𝑏），故 |𝑆𝑎𝑏| = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)，而
它又是既约剩余系，这就证明了 𝜙(𝑎𝑏) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)． ◻

8.4.14定理 设整数 𝑛的标准分解式中全部的素因子是 𝑝1, … , 𝑝𝑟，则

(8.4.1) 𝜙(𝑛) = 𝑛
𝑟∏

𝑖=1
(1 − 1

𝑝𝑖 ) .

证明 由上面引理直接得到

𝜙(𝑛) =
𝑟∏

𝑖=1
𝜙(𝑝𝑒𝑖

𝑖 ) =
𝑟∏

𝑖=1
(𝑝𝑒𝑖 − 𝑝𝑒𝑖−1) =

𝑟∏
𝑖=1

𝑝𝑒𝑖
𝑖

𝑛∏
𝑖=1

(1 − 1
𝑝𝑖 ) = 𝑛

𝑟∏
𝑖=1

(1 − 1
𝑝𝑖 ) .

◻
1不过，就目前而言，逐一检查和接下来的方法在渐近意义上无本质区别，因为对大整数作素因子分解现在

还不知道是否有高效算法．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



104 八 数论初步

利用 Euler定理我们可以给出一次同余方程的特解，结合例 8.2.13我们就立刻给出
其通解：

8.4.15命题 设 𝑎𝑥 ≡ 𝑐 (mod 𝑏)是一次同余方程，其中 gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑑，那么方程有解当且仅
当 𝑑 ∣ 𝑐．若方程有解，则恰有 𝑑 个解：

𝑥 ≡ 𝑥0 + 𝑘 ⋅ 𝑏
𝑑 (mod 𝑏) (𝑘 = 0, 1, 2, … , 𝑑 − 1),

其中 𝑥0 为一个特解．

证明 我们只指出一个特解可以用 Euler函数表出，其余唯一性和全部解的结论均已经
在例 8.2.13中论证过．事实上，我们有 (

𝑎
𝑑 , 𝑏

𝑑 ) = 1（推论 8.2.11的 (ii)），考虑 𝑎
𝑑 模

𝑏
𝑑 的

逆，解出

𝑥 ≡ 𝑐
𝑑 (

𝑎
𝑑 )

𝜙(
𝑏
𝑑 )−1

⎵⎵⎵⎵⎵⎵
𝑥0

(mod 𝑏
𝑑 ) ,

进一步易验证 𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑏)就是原方程的解． ◻

而对于一次同余方程组的求解，中国剩余定理给出了结论．

8.4.16定理 (中国剩余定理) 设正整数 𝑚1, … , 𝑚𝑘 两两互素，则同余方程

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥 ≡ 𝑏1 (mod𝑚1) ,
𝑥 ≡ 𝑏2 (mod𝑚2) ,

⋯
𝑥 ≡ 𝑏𝑘 (mod𝑚𝑘) ,

在模 𝑚 = 𝑚1 ⋯ 𝑚𝑘 的意义下有唯一解．

证明 由于 𝑚𝑖 和𝑀𝑖 互素，可令𝑀𝑖 = 𝑚
𝑚𝑖
以及𝑀′

𝑖 为𝑀𝑖 在模 𝑚𝑖 下的逆．我们验证

𝑥 ≡
𝑘∑

𝑖=1
𝑏𝑖𝑀𝑖𝑀′

𝑖 (mod𝑚)

是解．实际上，当 𝑖 ≠ 𝑗 时 𝑚𝑗 ∣ 𝑀𝑖，故而

𝑘∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑀𝑖𝑀′
𝑖 ≡ 𝑏𝑗𝑀𝑗𝑀′

𝑗 ≡ 𝑏𝑗 (mod𝑚𝑗) .

唯一性．假设 𝑥1, 𝑥2 均为方程的解，则 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod𝑚𝑖) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，因为 𝑚1, … , 𝑚𝑘
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两两互素，由命题 8.4.6得 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod𝑚)． ◻

中国剩余定理在域上的多项式环上也是成立的（素数改为不可约多项式）．

8.4.17例题 中国剩余定理来自于我国古代数学著作《孙子算经》的一个题：今有物不知

其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二，问物几何？求解之．

解 根据中国剩余定理的证明过程，分别找出 35 的倍数中模 3 余 1 的，21 的倍
数中模 5 余 1 的和 15 的倍数中模 7 余 1 的数，比如 70、21 和 15，则所有的解为
𝑥 ≡ 2 × 70 + 3 × 21 + 2 × 15 (mod 105) ≡ 23 (mod 105)． ◻

8.4.18例题 设 𝑚 ≥ 𝑛 为正整数，𝑝 是素数．若对每个正整数 𝑘 都有 gcd(𝑝𝑘 − 1, 𝑚) =
gcd(𝑝𝑘 − 1, 𝑛)，证明：𝑚 = 𝑝𝑖𝑛，𝑖为某个非负整数．

证明 设 𝑚 = 𝑝𝑖𝑢, 𝑛 = 𝑝𝑗𝑣，其中 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ≥0，𝑝 ∤ 𝑢, 𝑣．由 gcd(𝑝, 𝑢) = 1和中国剩余定理知

𝑥 ≡ −1 (mod 𝑝) , 𝑥 ≡ 0 (mod 𝑢)

有解 𝑥．设 𝑥 = 𝑝𝑘 − 1，那么 gcd(𝑥, 𝑚) = gcd(𝑝𝑘 − 1, 𝑝𝑖𝑢) = 𝑢．另一方面，由条件，
gcd(𝑥, 𝑣) = gcd(𝑝𝑘 − 1, 𝑝𝑗𝑣) = 𝑢．于是 𝑢 ∣ 𝑝𝑗𝑣，进一步 𝑢 ∣ 𝑣．由对称性重复论证可知 𝑣 ∣ 𝑢，
从而 𝑢 = 𝑣． ◻

习题 8.4
1. 设整数 𝑎的十进制表示为

𝑎 = 𝑎𝑛 ⋅ 10𝑛 + ⋯ + 𝑎1 ⋅ 10 + 𝑎0, 𝑎𝑖 ∈ {0, 1, … , 9}.

证明：𝑎 ≡ 𝑎𝑛 + ⋯ + 𝑎0 (mod 9)．

2. 求所有正整数 𝑎, 𝑏, 𝑐，使得

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑐) , 𝑏 ≡ 𝑐 (mod 𝑎) , 𝑐 ≡ 𝑎 (mod 𝑏) .

3. 回答下面两个问题．
(1) 设 𝑝是奇素数且 𝑝 ∤ 𝑎，证明：𝑎2 ≡ 𝑏2 (mod 𝑝)当且仅当 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑝)或者 𝑎 ≡ −𝑏 (mod 𝑝)．举
反例说明对 𝑝的要求缺一不可．

(2) 设整数 𝑎, 𝑚 互素，且有正整数 𝑘 使得 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘 (mod𝑚) , 𝑎𝑘+1 ≡ 𝑏𝑘+1 (mod𝑚)，是否有 𝑎 ≡
𝑏 (mod𝑚)？举反例或者给出证明．

4. 设正整数 𝑛 > 4，证明：(𝑛 − 2)! ≡ 0 (mod 𝑛)当且仅当 𝑛为合数．
5. 对于以下不定方程，证明它们都没有整数解：
(1) 𝑥2 + 2𝑦2 = 77；
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(2) 𝑥2 − 2𝑦2 = 77；
(3) 𝑥3 − 3𝑦2 + 5𝑧3 = 0；
(4) 𝑥4

1 + ⋯ + 𝑥4
14 = 1599．

6. 设 𝑚是正偶数，证明：任何模 𝑚的完全剩余系中一定是一半奇数，一半偶数．举反例说明对于
奇数此事不成立．

7. 设 𝑚 > 2为整数，证明：任何模 𝑚的既约剩余系中所有元素的和都是 𝑚的倍数．
8. 找出最小的正整数的 𝑘，使得方程 𝜙(𝑛) = 𝑘恰有：(1)零个解；(2)两个解2；(3)三个解；(4)四个
解．

9. 分别求出满足下列条件的全部整数 𝑛：
(1) 𝜙(𝑛)为奇数；
(2) 𝜙(𝑛) = 64；
(3) 𝜙(3𝑛) = 𝜙(4𝑛)；
(4) 𝜙(𝑛) ∣ 𝑛．

10. 考虑在引理 8.4.13中去掉互素条件，设 𝑎, 𝑏为正整数，证明：
(1) 𝜙(𝑎𝑏) = gcd(𝑎, 𝑏)𝜙(lcm(𝑎, 𝑏))；
(2) 𝜙(𝑎𝑏)𝜙(gcd(𝑎, 𝑏)) = gcd(𝑎, 𝑏)𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)．

11. 证明：

𝑥100 − 1 ≡
100∏
𝑖=1

(𝑥 + 𝑖) (mod 101) .

12. 已知方程 𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 + 𝑑5 = 𝑛5 有整数解 𝑎 = 133, 𝑏 = 110, 𝑐 = 84, 𝑑 = 27，请口算 𝑛．

13. 令 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥
，求 𝑓(17) + 𝑓(18) + 𝑓(19) + 𝑓(20)的十进制表示中的最低两位数字．

14. 求出所有的素数 𝑝, 𝑞，使得 𝑝𝑞 ∣ (5𝑝 − 2𝑝)(5𝑞 − 2𝑞)．
15. 假设整数 𝑛 > 1整除集合 {𝑎25 − 𝑎 ∶ 𝑎 ∈ ℤ}中的全体整数，求这样的 𝑛的个数．
16. (Wilson定理) 设正整数 𝑝 > 1，证明：𝑝为素数的充分必要条件是 (𝑝 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑝)．
17. 假设 𝑝为奇素数．
(1) 证明：12 ⋅ 32 ⋯ (𝑝 − 2)2 ≡ (−1)

𝑝+1
2 (mod 𝑝)，由此导出若 𝑝 形如 4𝑛 + 1，则存在 𝑎 使得

𝑎2 ≡ −1 (mod 𝑝)．
(2) 利用前面的结论证明：形如 4𝑛 + 1的素数有无穷多个．

18. 已知 2018年北大校本部全职教师人数在 2000到 3000之间，该人数用 5除余 2，用 13除余
10，用 85除余 47，求北大校本部 2018年全职教师总人数．
19. 求下列同余方程组的整数解：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

5𝑥 ≡ 3 (mod 8) ,
𝑥 ≡ 1 (mod 15) ,
3𝑥 ≡ 13 (mod 20) .

2是否有 𝑘满足 𝜙(𝑛) = 𝑘只有一个解的问题 [carmichael1907euler]目前是未解的，但已经证明对于每个
𝑚 ≥ 2，恰有 𝑚个解的情形都是存在的 [ford1999number]．
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20. 证明：对于任意的正整数 𝑛，都存在连续 𝑛个正整数，序列中的每个数都被某个大于 1的立方
数整除．

8.5 RSA算法
在这一节，我们讨论一个著名的加密算法背后的数学原理．

考虑在网络上通信的两个人 Alice和 Bob，他们想要进行安全，保密的通信，即便是
有一个攻击者 Oscar在网络上截获了他们的信件，Oscar也不能知道双方通信的内容．我
们把双方交换的信件原文称为明文 𝑥，而经过加密就得到密文 𝑦．为方便起见，假设已经
通过一些编码手段，将消息 𝑥, 𝑦转换成了一个正整数．映射 𝑒𝐾 (𝑥) ↦ 𝑦称为加密函数，相
应的映射 𝑑𝐾 (𝑦) ↦ 𝑥称为解密函数．二者都和密钥 𝐾 相关，我们希望设计的 𝑒𝐾 , 𝑑𝐾 应

该满足：

(i) 二者都是单射，满足 𝑑𝐾 (𝑒𝐾 (𝑥)) = 𝑥；
(ii) 已知明文 𝑥和 𝑒𝐾 或者已知密文 𝑦和 𝑑𝐾，容易计算出相应的密文和明文；

(iii) 当不知道 𝑑𝐾 时，“难以”根据密文 𝑦计算出 𝑥．
这里的“难以”有严格的密码学定义和分析方法，我们暂时可以理解为计算非常困难．

自从古代开始，人们们就试图寻找满足以上要求的加密算法．较经典的两个例子是

仿射密码（𝑒𝐾 , 𝑑𝐾 是关于英文字母 𝑥的线性函数 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 (mod 26)）和置换密码（给
定英文字母上的置换 𝜎 ∈ 𝑆26 作为加密函数）．这些简单的密码现在已经被证明是不安

全的，可以通过分析来破解．它们在加密和解密时所使用的密钥是同一个，称为对称加

密．

对称加密的一个大问题在于密钥的传送和保存不方便，因为在保密通讯之前 Alice
和 Bob必须设法秘密地交换密钥，这时又不能依赖加密算法本身．

现在要讲的 RSA算法则是一种非对称加密算法，也就是说加密和解密时所用的信
息是本质不同的．它是 Ron Rivest、Adi Shamir和 Leonard Adleman在 1977年共同提出，
而 RSA就是他们三人姓氏开头字母拼在一起组成的．其简化流程（plain RSA）如下
[rivest1983method]．

第一步为公钥和密钥的生成：

(i) Bob选取两个很大的不同素数 𝑝和 𝑞，并计算𝑁 = 𝑝𝑞．
(ii) 计算 Euler函数 𝜙(𝑁) = (𝑝 − 1)(𝑞 − 1)，并找一个和 𝜙(𝑁)互素的正整数 𝑒 (1 ≤ 𝑒 <

𝜙(𝑁))．(𝑒, 𝑁)作为公钥向外界公布．
(iii) 求 𝑑，使得 𝑑𝑒 = 1 (mod𝜙(𝑁))．(𝑑, 𝑁)作为私钥自己保存．
第二步为通信：

(i) Alice得到 Bob的公钥之后，计算 𝑦 = 𝑥𝑒 (mod𝑁)，并发送给 Bob．
(ii) Bob计算 𝑥 = 𝑦𝑑 (mod𝑁)得到明文．
我们可以发现，整个过程中，私钥 𝑑 从来没有公开过．下面先验证解密变换是加密变换
的逆变换．
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8.5.1定理 沿用前面的记号，则 𝑑𝐾 (𝑒𝐾 (𝑥)) = 𝑥．

证明 鉴于 𝑑𝑒 = 1 (mod𝜙(𝑁))，所以存在正整数 𝑡使得 𝑑𝑒 = 𝑡𝜙(𝑁)+1．如果 gcd(𝑥, 𝑁) =
1，那么由 Euler定理 𝑥𝜙(𝑁) = 1 (mod𝑁)，这导出

𝑑𝐾 (𝑒𝐾 (𝑥)) = 𝑥𝑑𝑒 = 𝑥𝑡𝜙(𝑁)+1 ≡ 𝑥 (mod𝑁) .

如果 gcd(𝑥, 𝑁) > 1，那么 gcd(𝑥, 𝑁) = 𝑝 或者 𝑞．不妨设为 𝑝，则 𝑥, 𝑞 互素，得到
𝑥𝑞−1 ≡ 1 (mod 𝑞)，进一步

𝑥𝑑𝑒−1 = (𝑥(𝑞−1))
𝑡(𝑝−1) ≡ 1 (mod 𝑞) ,

即是 𝑥𝑑𝑒 ≡ 𝑥 (mod 𝑞)．因为 𝑝 ∣ 𝑥，所以 𝑥𝑑𝑒 ≡ 𝑥 (mod 𝑝)．最后，结合 𝑝, 𝑞 为不同素数和命
题 8.4.6得到 𝑥𝑑𝑒 = 𝑥 (mod 𝑝𝑞)即证完． ◻

对于 RSA算法的安全性，我们非常粗略地解释如下：在 RSA体制下，要解密就必须
知道 𝑑，而获得它通常需要知道 𝜙(𝑁)，而计算 Euler函数对于一个大素数来说是很困难
的，因为一般需要对其进行素因子分解3．

RSA的应用的两个最初级的例子是身份验证以及数字签名，我们以下仍然进行直
观而非正式的表述．

8.5.2例 (身份验证) 假设 Alice和 Bob从未见过面，Alice希望让 Bob证明他的身份．假
如利用公钥和私钥，有一个简单的方案：Bob把自己的私钥交给 Alice，Alice检查 Bob的
公钥和私钥是配对的．然而这个方案不可行，因为这样就把私钥泄露出去了．我们改用

如下方案：

1. Alice随机选取一个消息，用 Bob的公钥加密后发给对方；
2. 对方用私钥解密后把消息发给 Alice；
3. Alice检查两个消息是否相同，如果不是则认为对方不是 Bob，否则若重复 (i)、(ii)
多次都未出现问题，则认为对方是 Bob． ♢

8.5.3例 (数字签名) 假设 Bob给 Alice写了一封情书“I love you”，但 Oscar可能截获了
消息，并将其篡改为“I hate you”．Alice收到 Bob的信息之后需要认证信息确实是 Bob
发来的．在 RSA体制下实现数字签名是基于定理 8.5.1：注意加密和解密的过程可以交
换，即 𝑒𝐾 (𝑑𝐾 (𝑥)) = 𝑥，因此采用如下方案：

1. Bob将信息 𝑥用私钥作用，得到 𝑑𝐾 (𝑥)．把 (𝑥, 𝑑𝐾 (𝑥))发给 Alice；
2. Alice用公钥作用于 𝑑𝐾 (𝑥)，检查结果是否等于 𝑥．
可以看出，数字签名就是将 RSA体制倒过来使用．任何人都无法伪造 Bob的签名

是基于如下假设（非正式）：如果不知道私钥，则不可能根据 𝑥正确计算出 𝑑𝐾 (𝑥)．数字
3目前尚未发现分解素因子的多项式时间算法，也没有证明其不存在．另外，不排除有其他方法得到 𝑑 的

可能，但可以证明一定假设下分解素因子和得到 𝑑 是等价的．
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签名还有一个特征是不可否认性，在上面例子中，即是如果 Bob真的发送了“I hate you”，
那么 Alice验证之后便知道这一定是 Bob所发，故可以果断地选择不再和 Bob来往． ♢

习题 8.5
1. 假设在本节的 RSA密码体制中，𝑁 = 2747, 𝑒 = 13，收到密文为 2206 0755 0436 1165 1737，求明
文．

2. 如果在本节的 RSA密码体制中，对给定的 𝑁，找出两个不同的 𝑒1, 𝑒2，将明文加密两次，是否可

以增强安全性？说明理由．

3. 假设在求密钥时改为 𝑑𝑒 = 1 (mod 𝜙(𝑁)
2 )，证明：仍然有 𝑑𝐾 (𝑒𝐾 (𝑥)) = 𝑥．

4. 假设一个密钥体制有加密和解密函数 𝑑𝐾 (⋅), 𝑒𝐾 (⋅)．如果 𝑑𝐾 (𝑥1 + 𝑥2) = 𝑑𝐾 (𝑥1) + 𝑑𝐾 (𝑥2), 𝑒𝐾 (𝑥1 +
𝑥2) = 𝑒𝐾 (𝑥1) + 𝑒𝐾 (𝑥2)，就称它对加法是同态加密；如果 𝑑𝐾 (𝑥1𝑥2) = 𝑑𝐾 (𝑥1)𝑑𝐾 (𝑥2), 𝑒𝐾 (𝑥1𝑥2) =
𝑒𝐾 (𝑥1)𝑒𝐾 (𝑥2)，就称它对乘法是同态加密（即对密文和明文的某些运算和加密/解密操作可以互
换）．本节的 RSA密码体制对于加法和乘法分别满不满足同态加密的要求？
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9 | 群论
阅读提示

本章的内容讲的是近世代数中的群．大体来说，我们先在 §9.1和 §9.2节通过例
子（特别是置换群和二面体群）熟悉群的概念．然后入手研究几类群的内部结

构（子群，§9.3和 §9.4节）以及一些群之间的关系（同态和同构 §9.5节），这也是
处理代数结构的一般套路．若读者对有限交换群分类定理不感兴趣，则可以跳过

§9.6节的后半部分．
近世代数的内容会比较抽象，初学时感到有些困难是很正常的，可以通过多想例

子来应对，另外还要勤动手计算．例如在讲到循环群和阶时对比数论中的结论，

讲到子群、同态和同构时回忆高等代数中学过的类似看法，等等．

线性空间 群

子空间 子群

直和 直积

线性映射 同态

线性同构 同构

商空间 陪集、商群

不过，正如英国哲学家Whitehead（怀特海）所说：“最高的抽象是控制我们对具
体事物的思想的真正武器．”利用较高的观点来看各种各样的运算结构是非常有

益的，比如匈牙利数学家 László Babai在给出图同构的准多项式时间算法时就大
量用到了群论的技术．本章也是后续第 14章的前置基础．

直到三百多年前，“代数”对于人们来说不过是研究求解方程（组）的数学分支．然

而，随着代数学的发展，人们发现了许多其他的数学结构，在这些结构上也可以定义运算

并研究其性质．尽管这些结构各不相同，但其中的运算性质却具有某些普遍性．更神奇

的是，这些抽象性质还可以倒回来对方程的求解给出深刻的洞见．于是，这些普遍的抽
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象性质就会慢慢被剥离出来，从而给出比较广泛的总结和认识．近世代数就是在这样的

背景下产生的．

在当代计算机科学的研究中，人们广泛运用近世代数中的元素．不论是数据结构、

密码学还是编码理论，代数结构总是提供了强大而优雅的解决方案．所以，我们在以下

两章中介绍近世代数中基础的概念：群、环、域．

在正式进入群的讨论之前，有必要先对代数结构和运算作一些解说：所谓代数就是

运用文字符号来代替数字并研究某些集合上运算的一种数学方法，带有运算的集合就称

为代数结构．

9.0.1定义 设 𝐴是非空集合，映射 𝐴 × 𝐴 ⟶ 𝐴称为 𝐴上的一个代数运算，一般记为乘
法 ⋅．该映射下的像称为代数运算的运算结果．

于是 (𝐴, ⋅)合起来就构成一个代数结构．这样未对其中代数运算的性质作任何基本要求
的结构形象地称为“岩浆”（magma）．但我们通常要求集合上的代数运算满足一些性质，
在这些性质的基础上来研究运算，这样可以得到群、环、域等结构．下面列举一些常见的

这样的用作定义的性质．

设 (𝐴, ⋅)是含运算的集合，这些性质包括熟知的交换律：对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴，𝑎𝑏 = 𝑏𝑎，以
及结合律：对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴，𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐．

需要注意，结合律很容易利用归纳法推广到多个元素相乘的情形．

9.0.2引理 (广义结合律) 定义 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 运算顺序从左到右：(((𝑎1𝑎2)𝑎3) ⋯ 𝑎𝑛−1)𝑎𝑛．设

𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑛)是任意加括号运算得到的结果，若结合律成立，则

𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 = 𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑛).

证明 对 𝑛归纳，𝑛 = 3时命题即结合律．假设对任意 𝑚 < 𝑛命题都已经成立，注意到计
算 𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑛)时的最后一次运算一定是

𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑚) × 𝜙(𝑎𝑚+1, … , 𝑎𝑛).

由归纳假设，若 𝑚 + 1 = 𝑛，则 𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑚)𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛；若 𝑚 + 1 < 𝑛，则 𝜙(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ×
𝜙(𝑎𝑚+1, … , 𝑎𝑛) = (𝑎1 ⋯ 𝑎𝑚)(𝑎𝑚+1 ⋯ 𝑎𝑛−1)𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛．后一式中多次用到归纳假设．故

命题成立． ◻

这些性质可能还包括一些特殊的元素．例如幺元 1（注意它不是数字 1，只是借用记
号，有的材料也写为 𝑒），它满足对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴都有 1𝑎 = 𝑎1 = 𝑎．由定义，设 1, 1′ 都

是幺元，则 1 = 11′ = 1′，故幺元若存在，必唯一．

如果运算中有幺元，则逆元的讨论也是重要的．对于每个 𝑎 ∈ 𝐴，若存在 𝑏 ∈ 𝐴使得
𝑏𝑎 = 𝑎𝑏 = 1，就称 𝑏是 𝑎的逆元．在结合律成立的条件下，逆元若存在则也有唯一性．设
𝑏, 𝑏′都是 𝑎的逆元，则 𝑏 = 𝑏1 = 𝑏(𝑎𝑏′) = (𝑏𝑎)𝑏′ = 1𝑏′ = 𝑏′．所以，𝑎的逆元可以记为 𝑎−1．
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容易验证 (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 和 (𝑎−1)−1 = 𝑎．
若 𝐴上有结合律，则广义结合律成立，因而可以有元素方幂的概念：

𝑎𝑛 ≝ 𝑎 ⋯ 𝑎⎵
𝑛个

, 𝑎0 ≝ 1.

若 𝑎有逆，则负次幂写为 𝑎−𝑛 ≝ 𝑎−1 ⋯ 𝑎−1⎵⎵⎵
𝑛个

．这样，幂运算就满足熟知的相乘指数相加法

则 𝑎𝑚𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛 和求幂指数相乘法则 (𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛．

有些时候 𝐴上的运算也可以写成加法，则此时幺元一般记为 0，逆元记为负元，方幂
就是倍数．当然，记法和代数结构的性质是无关的，只是合适的记号更加形象而已．

9.1 群的定义
近世代数的研究是始于群论的，但下面我们要看到的概念直到 19世纪才被提出．

实际上，群的概念是一段漫长的数学研究历史的结晶，而不是凭空出现的．

举例来说，如果 𝑎不被 2和 5整除，则 𝑎40 ≡ 1 (mod 100)，这是大家在初等数论中
已经会证明的东西．1761年 Euler首先采用了 Lagrange的思想证明了这一结果．这个
Lagrange的思想，在现在看来就是 Lagrange定理（§9.4节），把 Lagrange定理用到整数
上，就得到 Euler定理作为特例．所以，在学习群论的过程中，思考例子总是很重要的．

现实生活中最常见的群的例子在“变换”中．无论是对一列数顺序的变换，还是对某

个几何体的旋转、反映等操作，它们都具有类似的性质，即操作有结合律，一个操作总是

可以用另一个对应的操作恢复原状，而且存在恒等操作．把这些例子显现的性质提炼出

来，就得到群的概念．

9.1.1定义 设 𝐺为一非空集合，若其上代数运算满足结合律，就称它是半群；若 𝐺中还
有幺元，就称它是幺半群．

9.1.2例 (i) ℤ>0 在一般的加法下构成半群，ℤ≥0 则相应构成幺半群．

(ii)数域 𝐾 上所有 𝑛阶方阵组成的集合在矩阵乘法下构成幺半群． ♢

9.1.3定义 设 𝐺为幺半群，若其上代数运算还满足每个元素都有逆，就称它是群；进一
步，如果该运算还满足交换律，就称它是交换群（或 Abel群）．对于一般的群中的两个
元素 𝑎, 𝑏，如果 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎，则称 𝑎, 𝑏可交换．

群中元素皆可逆是宝贵的性质，它导致群中有消去律：𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 ⟹ 𝑏 = 𝑐．所以，在
群中，方程 𝑎𝑥 = 𝑏总是有唯一解 𝑥 = 𝑎−1𝑏．

在展示群的更多具体例子之前，先来抽象地运用一下群的定义．

9.1.4例题 设 𝐺 是半群，且 𝐺 中有左幺元 1：∀𝑎 ∈ 𝐺(1𝑎 = 𝑎)，每个元素都有左逆元：
∀𝑎 ∈ 𝐺∃𝑏(𝑏𝑎 = 1)．证明：𝐺是群．
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证明 根据群的定义，需要证明 1也是右幺元，且每个元素都有和左逆元相等的右逆元．
任取 𝑎 ∈ 𝐺，按条件知存在 𝑏使得 𝑏𝑎 = 1，为了让 1出现在 𝑎的右边，考虑 1 ⋅ 1 = 1，

代入得到 𝑏𝑎1 = 1 = 𝑏𝑎，两边左乘 𝑏的左逆元得 𝑎1 = 𝑎，所以 1也是右幺元．
设 𝑏是 𝑎的左逆元，我们有 𝑎𝑏 = 𝑎(1𝑏) = 𝑎𝑏𝑎𝑏，两边乘以 𝑎𝑏的左逆元就得到 1 = 𝑎𝑏，

所以 𝑏同时也是右逆元． ◻

9.1.5例 (i)集合𝑀 上所有到自身的双射 𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑀（在映射复合下）构成群，称为
全变换群 𝑆𝑀．

(ii) ℤ, ℚ, ℝ, ℂ在一般的加法下构成群．ℚ ⧵ {0}, ℝ ⧵ {0}, ℂ ⧵ {0}在一般的乘法下也
构成群．特别地，ℂ上 𝑥𝑛 = 1的所有解{exp 2𝜋√−1

𝑛 𝑘 ∶ 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1}在乘法下构成 𝒏

次单位根群 𝑈𝑛．

(iii)数域 𝐾 上的所有 𝑛阶可逆方阵在矩阵乘法下构成一般线性群 GL𝑛(𝐾)，所有行
列式为 1的 𝑛阶方阵在乘法下构成特殊线性群 SL𝑛(𝐾)．这一例子也可扩展到 𝐾 为一般
的域的情况．

(iv)用一张表来表示群中乘法运算的结果，行列分别代表乘法左元素和右元素，交
点是运算结果，称为乘法表．设 𝐾4 = {1, 𝑎, 𝑏, 𝑐}，其乘法表为

× 1 𝑎 𝑏 𝑐

1 1 𝑎 𝑏 𝑐
𝑎 𝑎 1 𝑐 𝑏
𝑏 𝑏 𝑐 1 𝑎
𝑐 𝑐 𝑏 𝑎 1

即 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = 1，而 𝑎, 𝑏, 𝑐 任意两个相乘都等于第三个．𝐾4 叫作 Klein四元群，它是
一个交换群．

(v)平面上正 𝑛 (𝑛 ≥ 3)边形的的所有对称操作，即 𝑛个反映和 𝑛个旋转（其中有一
个旋转相当于恒等映射）在变换复合下构成一个群，称为二面体群 𝐷𝑛．图 9.1用虚线示
出了正方形的二维对称群 𝐷4 中的元素．二面体群是一个非交换群． ♢

21

4 3

图 9.1: 𝐷4 中的变换：图中虚线代表四个反映，另外还有沿着通过正方形中心垂直于纸面的旋转轴
旋转 0, 𝜋

2 , 𝜋, 3𝜋
2 的四个旋转
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若群 𝐺作为集合是有限的，就称它是有限群，把其中元素的个数记为群的阶 |𝐺|；否
则称它是无限群．

例如，根据几何直观，我们可以发现二面体群 𝐷𝑛 的阶是 2𝑛，所以有的文献也把它记
为 𝐷2𝑛．二面体群的具体记号常需要根据上下文予以区分．

习题 9.1
1. 设 𝑆 是幺半群．判断下列命题的正确性，说明理由．
(1) 若 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 且 𝑎𝑏可逆，则 𝑎, 𝑏都可逆．
(2) 设 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑆 且两两可交换，则 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 可逆当且仅当 𝑎1, … , 𝑎𝑛 都可逆．

2. 设 𝐺是半群，若对每个 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，方程 𝑎𝑥 = 𝑏和 𝑦𝑎 = 𝑏都在 𝐺中有解，证明：𝐺是群．
3. 设 𝐺是有限半群．证明：若消去律成立，即 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦或 𝑥𝑎 = 𝑦𝑎都能推出 𝑥 = 𝑦，则 𝐺是群．
4. 在 ℚ ⧵ {−1}中定义运算：𝑎 ⋆ 𝑏 ≝ 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏，这里右侧都是有理数的一般四则运算．证明：这样
就将 ℚ ⧵ {−1}做成一个群．
5. 设 𝑛为正整数，在整数模 𝑛的既约剩余系 ℤ∗

𝑛 上定义运算为整数模 𝑛乘法，证明：这样就将 ℤ∗
𝑛

做成一个群，其阶为 𝜙(𝑛)．
6. 设 𝐺为群，且对任意的 𝑥 ∈ 𝐺有 𝑥2 = 1，证明：𝐺是交换群．
7. 设 𝐷𝑛 为二面体群．以 𝑟, 𝑠分别表示绕着垂直于纸面的方向旋转 2𝜋

𝑛 角度和一个反映．

(1) 利用几何意义证明：𝐷𝑛 = {1, 𝑟, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1}．
(2) 验证二面体群中的运算法则：𝑠𝑟𝑖𝑠 = 𝑟−𝑖．

9.2 置换群
正如本章开头所说，变换群是研究群的最基本要义．在有限群中，一类特别重要的

例子是 [𝑛]上的全变换群 𝑆𝑛．

我们注意 [𝑛]上的双射都是置换，所以 𝑆𝑛 称为 𝑛元置换群，其阶是 |𝑆𝑛| = 𝑛!．对每
个 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，我们用下述记号来表示它

𝜎 =
⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 ⋯ 𝑛
𝜎(1) 𝜎(2) ⋯ 𝜎(𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎠

,

即每个数字下面写它在 𝜎 作用下的像．因为 𝜎(1) ⋯ 𝜎(𝑛) 还是 𝑛 元排列，所以称 𝜎 是
奇（偶）置换，如果 𝜎(1) ⋯ 𝜎(𝑛) 是奇（偶）排列．当 𝑛 ≥ 2 时，𝑆𝑛 中恰各有

1
2 𝑛! 个奇

（偶）置换．由此可见，置换和排列是密切相关的．我们用 sgn(𝜎)来记 𝜎 的奇偶性，其中
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sgn(𝜎) = 1表示奇置换，sgn(𝜎) = 0表示偶置换1．

9.2.1例 按映射复合的法则不难计算置换乘积．例如，考虑

⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4
3 2 4 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4
2 1 4 3

⎞
⎟
⎟
⎠

.

运算时从右向左复合，1 ↦ 2 ↦ 2, 2 ↦ 1 ↦ 3, 3 ↦ 4 ↦ 1, 4 ↦ 3 ↦ 4，因此结果是

⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4
2 3 1 4

⎞
⎟
⎟
⎠

.
♢

在置换群中，有两类元素在其结构中有基础性的作用．第一种是对换，即只交换某

两个元素 𝑖, 𝑗：
𝜎(𝑖) = 𝑗, 𝜎(𝑗) = 𝑖, 𝜎(𝑘) = 𝑘 (∀𝑘 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑖, 𝑗}).

把 𝑖, 𝑗 相互交换的对换可以简单记为 (𝑖 𝑗)．
第二种是轮换，即把某 𝑘个数 𝑎1, … , 𝑎𝑘 循环挪动一次：

𝜎(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖+1 (𝑖 < 𝑘), 𝜎(𝑎𝑘) = 𝑎1, 𝜎(𝑎) = 𝑎 (∀𝑎 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑎1, … , 𝑎𝑘}).

这样的轮换可以简单记为 (𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘)，称其是长度为 𝒌 的轮换．当然，它也可以写成
(𝑎2 ⋯ 𝑎𝑘 𝑎1), (𝑎3 ⋯ 𝑎𝑘 𝑎1 𝑎2)等等，所以长为 𝑘的轮换有 𝑘种等价记法．

显然，对换可以视为长度为 2的轮换．长度为 1的轮换是平凡的，可以记为恒等置
换 (1)．

回忆在高等代数课中学过的内容，对于每一个排列，我们都可以用一系列对换从

(1, … , 𝑛)得到它．设所用的对换依次是 (𝑖1 𝑗1), … , (𝑖𝑘 𝑗𝑘)，则

(𝑖𝑘 𝑗𝑘) ⋯ (𝑖1 𝑗1)
⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 ⋯ 𝑛
1 2 ⋯ 𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠⎵⎵⎵⎵⎵⎵

恒等置换,常常略去不写

=
⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 ⋯ 𝑛
𝜎(1) 𝜎(2) ⋯ 𝜎(𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎠

.

因此

9.2.2引理 任意置换都能写成对换的乘积．

1回忆高等代数中学过的内容，考虑文字 𝑥1, … , 𝑥𝑛 和判别式

Δ ≝
∏

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 ), 𝜎(Δ) ≝

∏
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝜎(𝑖) − 𝑥𝜎(𝑗)) = ±Δ,

再设 sgn(𝜎)满足 sgn(𝜎)Δ = 𝜎(Δ)，这就是排列（置换）的符号——经 𝜎 作用的判别式的正负号相当于计数了
排列中的逆序对个数．
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利用置换的对换表示，我们指出 𝑆𝑛 中所有的偶置换构成一个群，称为 𝑛元交错群，
记为 𝐴𝑛；𝑛 ≥ 2时 |𝐴𝑛| = 1

2 𝑛!．

9.2.3命题 𝑆𝑛 中所有偶置换对置换乘法构成一个群．

证明 因为对换一次改变排列的奇偶性，故两个偶置换的乘积（分别分解为对换乘积）

是偶数个对换的乘积，是偶置换，因此乘法具封闭性．乘法结合律是显然的，而幺元是恒

等置换，置换 (𝑖𝑘 𝑗𝑘) ⋯ (𝑖1 𝑗1)的逆是 (𝑖1 𝑗1) ⋯ (𝑖𝑘 𝑗𝑘)，仍然是偶置换．所以它们确实构成
一个群． ◻

称轮换 (𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛)和 (𝛽1 ⋯ 𝛽𝑚)是不相交的，如果对任意 𝑖, 𝑗，𝛼𝑖 ≠ 𝛽𝑗．类似引理

9.2.2，我们还有置换的轮换分解．

9.2.4引理 任意置换都能唯一写成不相交轮换的乘积，分解式中的轮换叫作轮换因子．

9.2.5注 若轮换不相交，则它们变动的元素都不同，所以它们的乘法可交换．因此引理

中的唯一性不计分解出来的轮换因子的次序．从引理中我们还看出，分解得到所有轮换

的长度和是 𝑛． ♤

证明 给一个置换 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，任取 𝛼1 ∈ [𝑛]并用 𝜎 连续作用 𝜎(𝛼1) = 𝛼2, 𝜎(𝛼2) = 𝛼3, …，注
意 𝛼𝑖 ∈ [𝑛]为有限集，故作用序列一定会发生循环．设 𝛼𝑗 是序列中第一个发生循环的

元素，即对某个 𝑖 < 𝑗，𝛼𝑗 = 𝛼𝑖．现在断言 𝑖 = 1，于是这样就得到一个轮换．事实上，由
𝜎𝑖−1(𝛼1) = 𝜎𝑗−1(𝛼1)，当 𝑖 > 1时两边可作用 𝜎−1 推得 𝛼𝑖−1 = 𝛼𝑗−1，和 𝛼𝑗 的选取方法矛盾．

获得第一个轮换后，我们再在 [𝑛] ⧵ {𝛼1, … , 𝛼𝑗−1}中任取一个元素重复上述操作．因
为 [𝑛]有限，如此有限步后就会终止，即每个 𝑖 ∈ [𝑛]都在某个轮换中了．根据构造过程
这些轮换都是不相交的，而不相交的轮换可交换，所以它们的乘积就是原置换，这样就将

𝜎分解成了不相交轮换的乘积．
唯一性是显然的，因为含有 𝛼 ∈ [𝑛]的轮换由上述构造过程唯一确定，和选择数的顺

序无关． ◻

轮换分解揭示了置换群的内在结构．它在计算中也很有用：我们需要快速计算置

换群中元素的复合和逆，而轮换分解是有力的工具，这是因为不相交轮换之间可交换，

而轮换的逆容易求取．轮换 (𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘) 的逆应该把 𝑎1, … , 𝑎𝑘 向前循环移动一次，即

𝑎2 ↦ 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ↦ 𝑎𝑘−1, 𝑎1 ↦ 𝑎𝑘，所以

(𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘)−1 = (𝑎𝑘 ⋯ 𝑎1).

以下是一个算例．
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9.2.6例 设 𝜎 ∈ 𝑆13 为

⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
12 13 3 1 11 9 5 10 6 4 7 8 2

⎞
⎟
⎟
⎠

.

我们计算 𝜎 的轮换分解和 𝜎−1, 𝜎2．

根据引理 9.2.4的证明过程，我们任选初始元素 1，它被映到 12，12映到 8，8映到
10，10映到 4，4映到 1，所以第一个轮换为 (1 12 8 10 4)．接下去同理操作，算得

𝜎 = (1 12 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9).

因为不相交的轮换都是可交换的（注 9.2.5），再根据 (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1，知道对已经

写成轮换分解置换求逆，只需要对每个轮换因子分别求逆，所以

𝜎−1 = (4 10 8 12 1)(2 13)(7 11 5)(6 9).

最后计算 𝜎2，仍然根据交换性，只要计算每个轮换的平方．注意对换的逆就是自

身，所以只要计算 (1 12 8 10 4)2(5 11 7)2．计算轮换的幂就是多次循环移动，所以对于

(1 12 8 10 4)2，1映到 8，12映到 10，8映到 4，10映到 1，4映到 12，结果是 (1 8 4 12 10)．
同理 (5 11 7)2 = (5 7 11)，即

𝜎2 = (1 8 4 12 10)(5 7 11). ♢

之后对群的结构进行讨论的时候会用到共轭的概念，而考虑置换的共轭还能引出一

些有用的性质，所以下面先提出．

设 𝐺是群，𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，令 𝑎共轭作用于 𝑏，是指计算 𝑎𝑏𝑎−1，后者称为和 𝑏共轭的元素．
假如 𝑎𝑏𝑎−1 = 𝑏，那么 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎，即 𝑎, 𝑏可交换．如果和 𝑏共轭的元素只有 𝑏，这说明 𝑏和群
中每个元素都可交换，所有这样的 𝑏构成的集合叫作中心，记为 𝑍𝐺．

对于置换 𝜌, 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，共轭元素 𝜌𝜎𝜌−1 是什么？注意到 (𝜌𝜎𝜌−1)(𝜌(𝑖)) = 𝜌(𝜎(𝑖))，所以
𝜌𝜎𝜌−1 把 𝜌(𝑖)映到 𝜌(𝜎(𝑖))，即

𝜌𝜎𝜌−1 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜌(1) 𝜌(2) ⋯ 𝜌(𝑛)
𝜌(𝜎(1)) 𝜌(𝜎(2)) ⋯ 𝜌(𝜎(𝑛))

⎞
⎟
⎟
⎠

.

特别地，如果 𝜎 = (𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘)是一个长度为 𝑘的轮换，那么在 𝜌的共轭作用下，其共轭元
素是 𝜌𝜎𝜌−1 = (𝜌(𝑎1) ⋯ 𝜌(𝑎𝑘))．
于是，轮换分解再一次发挥作用．对于一般的置换 𝜎，若其轮换分解为 𝜎 =
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(𝛼1 ⋯ 𝛼𝑘) ⋯ (𝛽1 ⋯ 𝛽𝑡)，则

𝜌𝜎𝜌−1 = 𝜌(𝛼1 ⋯ 𝛼𝑘)𝜌−1 ⋯ 𝜌(𝛽1 ⋯ 𝛽𝑡)𝜌−1 = (𝜌(𝛼1) ⋯ 𝜌(𝛼𝑘)) ⋯ (𝜌(𝛽1) ⋯ 𝜌(𝛽𝑡)).

这说明，互相共轭的置换，轮换分解式中的因子的长度及其个数都是一样的．

设 𝜎 的轮换分解式中，长度为 𝑖的轮换有 𝑏𝑖 个，元组 (𝑏1, … , 𝑏𝑛)称为 𝜎 的型．比如，
例 9.2.6中 𝜎 的型为 (1, 2, 1, 0, 1, 0, … , 0)，可以看出总有

∑𝑛
𝑖=1 𝑖𝑏𝑖 = 𝑛．

9.2.7定理 在置换群中，两个置换相互共轭当且仅当它们具有相同的型．

证明 必要性在上面的论述中已经证明．对于充分性，我们把型相同的两个置换 𝜎, 𝜏 的
轮换分解按照轮换的长度从小到大排好，轮换的长度分别为 𝑘1, … , 𝑘𝑠，即

𝜎 = (𝛼1 ⋯ 𝛼𝑘1 )(𝛼𝑘1+1 ⋯ 𝛼𝑘1+𝑘2 ) ⋯ (𝛼𝑘1+⋯𝑘𝑠−1+1 ⋯ 𝛼𝑘1+⋯𝑘𝑠−1+𝑘𝑠 ),
𝜏 = (𝛽1 ⋯ 𝛽𝑘1 )(𝛽𝑘1+1 ⋯ 𝛽𝑘1+𝑘2 ) ⋯ (𝛽𝑘1+⋯𝑘𝑠−1+1 ⋯ 𝛽𝑘1+⋯+𝑘𝑠−1+𝑘𝑠 ).

其中 𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑠 = 𝑛．因为轮换分解是不相交的，所以可以令 𝜌(𝛼𝑖) = 𝛽𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)，于是
𝜌𝜎𝜌−1 = 𝜏，二者共轭． ◻

实际上，很容易验证共轭是等价关系，所以它把群划分为一个个等价类，称为共轭

类．因此上面定理说明在置换群中每个共轭类中恰包括了型相同的全部置换．

习题 9.2
1. 把 𝑆9 中元素 (1 4 7)(7 8 9)(3 9)(9 4 2)(3 5 6)写成不相交轮换的乘积．

2. 在 𝑆5 中，设

𝜎 =
⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4 5

5 1 4 3 2

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝜏 =
⎛
⎜
⎜
⎝

1 2 3 4 5

4 3 1 5 2

⎞
⎟
⎟
⎠

.

试计算：

(1) 𝜎𝜏, 𝜏𝜎, 𝜎−1𝜏−1, 𝜏−1𝜎−1；

(2) 𝜎, 𝜏 分别的不相交轮换分解和一个对换分解．

3. 设 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 的轮换分解中有 𝑐 个轮换，证明：(−1)sgn(𝜎) = (−1)𝑛−𝑐．

4. 设 𝜎 = (1 2 ⋯ 𝑚) 是一个长度为 𝑚 的轮换，证明：𝜎𝑖 为一个长度为 𝑚 的轮换，当且仅当
gcd(𝑚, 𝑖) = 1．
5. 证明：在置换群 𝑆𝑛 中，型 (𝑏1, … , 𝑏𝑛)的置换有

(9.2.1) 𝑛!
𝑏1!𝑏2! ⋯ 𝑏𝑛!1𝑏1 2𝑏2 ⋯ 𝑛𝑏𝑛

个.

6. 利用置换的轮换分解证明：当 𝑛 ≥ 3时，𝑆𝑛 的中心是平凡的，即 𝑍𝑆𝑛
= {1}．
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7. 在交错群 𝐴𝑛 中，称 𝜎, 𝜏 共轭，如果存在 𝜌 ∈ 𝐴𝑛 使得 𝜌𝜎𝜌−1 = 𝜏．
(1) 在 𝐴5 中计算 (1 2 3 4 5)所在的共轭类．
(2) 证明：𝐴5 中型为 (1, 2, 0, 0, 0)的置换都是彼此共轭的．
(3) 判断下列命题的正确性：交错群中的两个置换相互共轭当且仅当它们具有相同的型．

8. (囚犯问题, [gal2007cell]) 以下是一个代数结构在数据结构设计中的应用（若不熟悉概率，可等
学过之后再做）．我们以故事的形式表述：

在处决 100 个犯人之前，某监狱的监狱长决定给他们一个机会．他把这些人标记为
1, 2, … , 100并准备了 100张写有这些号码的纸条．他把这些纸条均匀随机地放到 100个抽屉中
（也编号为 1, 2, … , 100）．现在，囚犯们轮流来到这些抽屉面前，每人都可以选择 50个抽屉打开．
如果在这个过程中，每个囚犯都打开了一个装有自己编号的抽屉，那么这 100人都会被释放；否则
他们均被处决．

在这个过程开始之前，囚犯们可以商量策略，但第一个囚犯开始看抽屉之后，他们便不能再交

流．问：他们应该怎么做才能最大化生存几率？

(1) 假设每个囚犯都均匀随机地打开抽屉，那么他们不被处决的概率有多大？
考虑如下策略：囚犯 𝑖首先打开 𝑖号抽屉．如果看到了自己的号码，接下去就随意打开抽屉．否则，
假设其中的号码是 𝑗，那么接下来就打开 𝑗 号抽屉．如此循环，直到打开了 50个抽屉或者发现了
有号码 𝑖的抽屉．（这个解是最优的，证明可看 [curtin2006locker]．）
(2) 用置换群的相关概念描述，这个策略何时能成功？由此计算其成功的概率．

9.3 子群
在上面的讨论中，大家看到 𝐴𝑛 是 𝑆𝑛 的子集，而且 𝐴𝑛 在 𝑆𝑛 的乘法下也构成一个群

（命题 9.2.3）．实际上，研究各种离散结构的一种重要方法就是考察满足相同定义的子
结构的性质．现在把这一情形列为概念：

9.3.1定义 设 𝐺是群，如果 ∅ ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺在 𝐺的运算下也构成一个群，就称𝐻 是 𝐺的子
群，记为𝐻 ≤ 𝐺．

9.3.2注 用 ≤来记子群的关系是因为它是一个偏序关系，而且这种偏序关系很有趣（构
成一种特殊的代数结构，称为格）． ♤

对每个群 𝐺，都有 𝐺 ≤ 𝐺, {1} ≤ 𝐺，这两个群称为平凡子群，一般不是我们关心的内容．

9.3.3例 (i) 𝐴𝑛 是 𝑆𝑛 的子群；特殊线性群 SL𝑛(𝐾)是一般线性群 GL𝑛(𝐾)的子群；𝑛次单
位根群是 ℂ ⧵ {0}的子群．

(ii) 根据定义立刻得出，子群的交仍为子群：如果 𝐻, 𝐾 都是群 𝐺 的子群，则
𝐻 ∩ 𝐾 ≤ 𝐺． ♢

有子群概念后，我们要问两个问题．其一是更简单的子群判定方式——直接使用群

的定义逐一验证还是比较繁琐．其二是，如何找出某个群 𝐺的（所有）子群？
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第一个问题较容易回答．想象𝐻 作为子群，最重要的条件应该是𝐻 必须对乘法封
闭和每个元素都有逆元．如果有元素 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，则 𝑎𝑏, 𝑎−1, 𝑏−1 ∈ 𝐻，将几个条件合并写
在一个表达式里得到：

9.3.4定理 (子群判定定理) 设 𝐺为群，非空集合 𝐻 ⊆ 𝐺，则 𝐻 ≤ 𝐺的充要条件是对任
意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 都有 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻．

证明 必要性显然．充分性则是按定义逐一验证．取 𝑎 ∈ 𝐻，则 𝑎𝑎−1 = 1 ∈ 𝐻．进一步
1𝑎−1 = 𝑎−1 ∈ 𝐻 说明逆元存在．最后 𝑎(𝑏−1)−1 ∈ 𝐻 表明乘法封闭．所以𝐻 ≤ 𝐺． ◻

9.3.5例题 设𝐻, 𝐾 都是群 𝐺的子群，证明：𝐻 ∪ 𝐾 ≤ 𝐺当且仅当𝐻 ⊆ 𝐾 或 𝐾 ⊆ 𝐻．

证明 充分性显然．对于必要性，假设 𝐻 ∪ 𝐾 ≤ 𝐺 而 𝐻, 𝐾 互不包含，则存在 ℎ ∈
𝐻 ⧵ 𝐾, 𝑘 ∈ 𝐾 ⧵ 𝐻．

如果 ℎ𝑘 ∈ 𝐻，那么 𝑘 = ℎ−1ℎ𝑘 ∈ 𝐻，所以 ℎ𝑘 ∉ 𝐻．同理可证 ℎ𝑘 ∉ 𝐾，故
ℎ𝑘 ∉ 𝐻 ∪ 𝐾．但另一方面 ℎ, 𝑘在子群 𝐻 ∪ 𝐾 中，表明 ℎ𝑘 ∈ 𝐻 ∪ 𝐾，矛盾．所以𝐻 ⊆ 𝐾
或 𝐾 ⊆ 𝐻． ◻

第二个问题则较难给出简单的回答．不过我们容易想到以子集为基础，从底而上构

筑子群．选定 𝐺的一个非空子集 𝑆，它当然不一定是子群；但任何一个子群如果要包含
𝑆，就必须包含 𝑆 中元素在 𝐺中不断运算得到的所有元素：

(9.3.1) 𝐻 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘∏
𝑖=1

𝑠𝑚𝑖
𝑖 ∶ 𝑠𝑖 ∈ 𝑆, 𝑘 ∈ ℤ>0, 𝑚𝑖 ∈ ℤ

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

对于有限群，至少可以把所有的运算得到的元素添加进来得到群，所以添加的过程一定

能在有限步内停下来，𝐻 将是一个有限子群．可以合理推测这样的到的集合 𝐻 总是 𝐺
的子群，而且是包含集合 𝑆 的最小子群．由此引出如下定义：

9.3.6定义 设 𝑆 为群 𝐺的非空子集，𝐺所有包含 𝑆 的子群中最小的称为 𝑆 生成的子群，
记为 ⟨𝑆⟩．若 𝐺 = ⟨𝑆⟩，称 𝐺由 𝑆 生成，𝑆 称为生成元集；若 𝑆 有限，则称 𝐺有限生成．

9.3.7注 可以看出，所有包含的 𝑆 的子群中最小的就是这些子群的交⋂𝑆⊆𝐾≤𝐺 𝐾．因为
子群的交都是子群，所以⋂𝑆⊆𝐾≤𝐺 𝐾 是包含 𝑆 的子群．它也是最小的，因为若存在包含
𝑆 的子群𝑀 ⊆ ⋂𝑆⊆𝐾≤𝐺 𝐾，则𝑀 也应该出现在右边的交中，因而𝑀 = ⋂𝑆⊆𝐾≤𝐺 𝐾． ♤

上面的定义是自上而下的，以下我们证明前面的推测，生成子群也可以通过自底而

上“不断运算得到所有元素”获得的．

9.3.8命题 设 𝑆 为群 𝐺的非空子集，𝐻 的定义如式 (9.3.1)，那么 ⟨𝑆⟩ = 𝐻．

证明 记 𝐿 = ⋂𝑆⊆𝐾≤𝐺 𝐾，根据注 9.3.7只需要证明 𝐻 = 𝐿．首先，任取子群𝑀 满足

𝑆 ⊆ 𝑀 ≤ 𝐺，因为𝑀 是子群，其运算是封闭的，所以 𝐻 ⊆ 𝑀，由𝑀 的任意性 𝐻 ⊆ 𝐿．
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接下来只需要证明 𝐻 是 𝐺 的子群，这样结合 𝑆 ⊆ 𝐻 立刻知道 𝐿 ⊆ 𝐻．实际上，取
𝑎 =

∏𝑘
𝑖=1 𝑠𝑚𝑖

𝑖 ∈ 𝐻 和 𝑏 =
∏ℓ

𝑗=1 𝑡𝑛𝑗
𝑗 ∈ 𝐻，那么 𝑎𝑏−1 = 𝑠𝑚1

1 ⋯ 𝑠𝑚𝑘
𝑘 𝑡−𝑛ℓ

ℓ ⋯ 𝑡−𝑛1
1 当然也是𝐻 中

元素，根据子群判定定理𝐻 是子群．综上，𝐻 = 𝐿． ◻

9.3.9例 设 𝐷𝑛 是二面体群，𝑟是其中一个旋转，𝑠是其中一个反映，则 𝐷𝑛 = ⟨𝑟, 𝑠⟩．事实
上，由几何意义可以发现 𝐷𝑛 = {1, 𝑟, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1}（参看习题 9.1.7）．

这说明 {𝑟, 𝑠}是 𝐷𝑛 的生成元集，而且它们满足条件

(9.3.2) 𝑟𝑛 = 𝑠2 = 1, 𝑠𝑟𝑠−1 = 𝑟−1.

可以证明，生成元和上式中的条件（称为生成关系）完全确定了 𝐷𝑛，因此可以写

𝐷𝑛 = ⟨𝑟, 𝑠 ∶ 𝑟𝑛 = 𝑠2 = 1, 𝑠𝑟𝑠−1 = 𝑟−1⟩.

𝐷𝑛 的一个显见的子群是 𝐶𝑛 = {1, 𝑟, … , 𝑟𝑛−1}，它由单个元素 𝑟生成，包含了全部的
旋转．至于求出 𝐷𝑛 的全部子群，我们还要了解更多的技术才能较快解决． ♢

习题 9.3
1. 设 𝐼 为指标集，(𝐻𝑖)𝑖∈𝐼 为 𝐺的一族子群，证明：⋂𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 也是 𝐺的子群．

2. 设群 𝐺有无穷子群升链𝐻1 ≤ 𝐻2 ≤ ⋯，证明：⋃∞
𝑖=1 𝐻𝑖 ≤ 𝐺．

3. 设 𝐺为有限群，非空集合𝐻 ⊆ 𝐺，证明：𝐻 ≤ 𝐺的充要条件是对任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 都有 𝑎𝑏 ∈ 𝐻．
4. 证明：群的中心是该群的子群．
5. 设 𝐺是群，𝐻 ≤ 𝐺，取定 𝑔 ∈ 𝐺，令 𝑔在𝐻 中每个元素都有共轭作用，得

𝑔𝐻𝑔−1 ≝ {𝑔ℎ𝑔−1 ∶ ℎ ∈ 𝐻}.

证明：𝑔𝐻𝑔−1 ≤ 𝐺，称为𝐻 的共轭子群．
6. 证明下面两个群都是 𝐷4 的子群：(1) {1, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟2}；(2) {1, 𝑟2, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟3}．

7. (Dedekind模律) 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 都是群 𝐺的子群，且 𝐴 ⊆ 𝐵，证明：𝐴(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝐵 ∩ 𝐴𝐶．（𝐴𝐶 的含义
可参看式 (9.5.1)．）
8. 假设有限群 𝐺的阶为 𝑛 > 2，证明：𝐺没有阶为 𝑛 − 1的子群．
9. 证明：𝑆𝑛 可由 (1 2)和 (1 2 ⋯ 𝑛)生成．

10. 设 𝐻 是有理数加法群的子群，满足对任意的 𝑥 ∈ 𝐻 ⧵ {0}，1/𝑥 ∈ 𝐻，证明：𝐻 是平凡子群，即
是𝐻 = {0}或者 ℚ．
11. 称群 𝐺 的子群 𝑀 是极大的，如果它是 𝐺 的真子群，而且对于任意的 𝑀 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，或者
𝐻 = 𝑀，或者𝐻 = 𝐺．
(1) 设𝐻 是有限群 𝐺的真子群，证明：存在一个 𝐺的极大子群𝑀，使得𝐻 ⊆ 𝑀．
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(2) 证明：在 𝐷𝑛 中，𝐶𝑛 就是一个极大子群．

9.4 阶与 Lagrange定理
𝐷𝑛 的子群 𝐶𝑛 特别简单，它只由一个元素生成，这种群适合我们先来入手研究．

对于群 𝐺中的元素 𝑔，按式 (9.3.1)，它生成的子群是

⟨𝑔⟩ = {𝑔𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ}.

这里我们把 ⟨{𝑔}⟩简写为 ⟨𝑔⟩．这个群可能是有限群，因为不断计算 𝑔, 𝑔2, …，有可能像
𝑟 ∈ 𝐶𝑛 一样最终得到幺元 1，再继续运算时就发生循环了．

9.4.1定义 设 𝑔 是群 𝐺中的元素，称最小的使 𝑔𝑛 = 1的正整数 𝑛为 𝑔 的阶，记为 o(𝑔)．
如果不存在这样的 𝑛，就说 𝑔的阶是∞．群中所有元素阶的最小公倍数（如果存在的话）
称为其方次数，记为 exp𝐺．

在 𝑔 的阶有限的情况下，𝑔o(𝑔)−1 就是 𝑔−1，所以不难想象计算 𝑔, 𝑔2, … 直到算出幺

元后就获得了 𝑔生成的子群中的全部元素．

9.4.2定理 设群 𝐺中的元素 𝑔具有有限的阶，则

⟨𝑔⟩ = {1, 𝑔, 𝑔2, … , 𝑔o(𝑔)−1}.

证明 任取 𝑔𝑖 ∈ ⟨𝑔⟩，作带余除法 𝑖 = 𝑗 ⋅ o(𝑔) + 𝑟，则 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗⋅o(𝑔)+𝑟 = 𝑔𝑟，所以 ⟨𝑔⟩中元素
都表为 𝑔𝑖 (0 ≤ 𝑖 < o(𝑔))的形式．另一方面，若 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗，则 𝑔|𝑖−𝑗| = 1，所以 |𝑖 − 𝑗| ≥ o(𝑔)，
于是当 𝑖, 𝑗 < o(𝑔)时 𝑔𝑖, 𝑔𝑗 必两两不同，因此命题成立． ◻

不论 𝑔的阶是否有限，我们都把 ⟨𝑔⟩称为 𝑔生成的循环群，上面的定理使得 ⟨𝑔⟩的全
部元素可被立刻列出（特别是有限群的情形）．如果 𝐺 = ⟨𝑔⟩，则也把 𝐺称为循环群．

9.4.3例 (i)整数模 𝑛的完全剩余系在模 𝑛的加法下是一个循环群，记为 ℤ𝑛 或 ℤ/𝑛ℤ，其
生成元就是 1．

(ii) 𝑛次单位根群也是循环群，它的生成元是 exp 2𝜋√−1
𝑛 ． ♢

阶具有丰富的数论背景，接下来考察阶的简单性质．

9.4.4例题 设群中元素 𝑎的阶为 𝑛，𝑘为正整数，证明：
(1) 𝑎𝑚 = 1当且仅当 o(𝑎) ∣ 𝑚；
(2) o(𝑎𝑘) = 𝑛

gcd(𝑛,𝑘)．

证明 第一问充分性显然．必要性仍然是用到带余除法的方法，作 𝑚 = 𝑞 × o(𝑎) + 𝑟 (0 ≤
𝑟 < o(𝑎))，则 1 = 𝑎𝑚 = 𝑎𝑟，由阶的最小性得 𝑟 = 0，表明 o(𝑎) ∣ 𝑚．
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考虑第二问．设 𝑑 = gcd(𝑛, 𝑘), 𝑛 = 𝑛1𝑑, 𝑘 = 𝑘1𝑑，注意 gcd(𝑛1, 𝑘1) = 1．一方面
(𝑎𝑘)𝑛1 = 𝑎𝑛1𝑘1𝑑 = 1𝑘1 = 1，于是 o(𝑎𝑘) ∣ 𝑛1；另一方面 (𝑎)𝑘⋅o(𝑎𝑘) = 1，故 𝑛 ∣ 𝑘 × o(𝑎𝑘)，即
𝑛1 ∣ o(𝑎𝑘)，所以 𝑛1 = 𝑛

gcd(𝑛,𝑘) = o(𝑎𝑘)． ◻

作为阶的一个应用，我们来导出一些和初等数论有关的结论．

9.4.5例 设 𝐺 = ⟨𝑔⟩是 𝑛阶循环群，现在问 𝑑 阶元有几个？设 𝑔𝑘 为 𝑑 阶元，由前面例题
的结论知 𝑑 = 𝑛

gcd(𝑛,𝑘)，这等价于 gcd(𝑑, 𝑘𝑑
𝑛 ) = 1，故满足条件的 𝑘有 𝜙(𝑑)个．特别地，𝐺

中生成元（等价于阶为 𝑛）恰有 𝜙(𝑛)个．如果进一步结合下面的 Lagrange定理，𝑑 一定
是 𝑛的因子，所以还导出

(9.4.1)
∑
𝑑∣𝑛

𝜙(𝑑) = 𝑛.

（思考：这个式子应该如何直接使用数论知识证明？） ♢

利用式 (9.4.1)我们可以得出一个重要的结论：

9.4.6定理 当 𝑛为素数时，ℤ∗
𝑛 为循环群．

证明 记 𝑔(𝑑)表示 ℤ∗
𝑛 中阶 𝑑 元素的个数．如果存在阶 𝑑 的元素 𝑎，则其生成的 𝑑 阶子

群中的每个元素 𝑥都满足 𝑥𝑑 = 1．另一方面，在 ℤ𝑛 中 𝑥𝑑 = 1的解却至多只有 𝑑 个（回
忆在高等代数课中学过的内容，如果读者忘记了的话，可以参考习题 10.3.6），故

⟨𝑎⟩ = {𝑥 ∈ ℤ𝑛 ∶ 𝑥𝑑 = 1}.

特别地，ℤ∗
𝑛 中所有的 𝑑 阶元都在 ⟨𝑎⟩中．

根据前例，循环群 ⟨𝑎⟩中有 𝜙(𝑑)个 𝑑 阶元，而且它们恰好是满足 gcd(𝑘, 𝑑) = 1的那
些 𝑎的 𝑘次幂，从而 𝑔(𝑑) = 𝜙(𝑑)或者 𝑔(𝑑) = 0．又因为

|ℤ∗
𝑛| = 𝑛 − 1 =

∑
𝑑∣𝑛−1

𝑔(𝑑) =
∑

𝑑∣𝑛−1
𝜙(𝑑),

其中第二个等号来源于 𝑔(𝑑)的定义和后面要提到的 Lagrange定理，第三个等号依据式
(9.4.1)．这就迫使 𝑔(𝑑) = 𝜙(𝑑)．特别地 𝑔(𝑛 − 1) = 𝜙(𝑛 − 1) > 0，所以 ℤ∗

𝑛 是循环群． ◻

9.4.7注 若模 𝑛的既约剩余系 ℤ∗
𝑛 为循环群，则其生成元称为（模 𝑛的）原根，以上定理

说明模素数一定有原根——其实可以证明模 𝑛有原根当且仅当 𝑛 = 2, 4, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘，其中 𝑝
为奇素数，𝑘为正整数 [ke2003numbertheory]．另外不难看出若模 𝑛有原根，则原根恰有
𝜙(𝜙(𝑛))个． ♤
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9.4.8例 对有限交换群，我们将元素按互为逆元配对，得到∏
𝑔∈𝐺

𝑔 =
∏

𝑎∈𝐺,o(𝑎)=2
𝑎.

设 ℤ∗
𝑛 为整数模 𝑛的既约剩余系的集合，利用 Bézout等式容易看出它在模 𝑛乘法下

构成一个群（习题 9.1.5）．根据定理 9.4.6，当 𝑛为素数时，ℤ∗
𝑛 为循环群，其中的 2阶元

有 𝜙(2) = 1个，它就是 𝑛 − 1．利用上式我们有

(𝑛 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑛) ,

这就是Wilson定理（参看习题 8.4.16）． ♢

一个有限群中的元素的阶可能取哪些值？回答这一问题就需要对群中元素的阶的

性质作出进一步的刻画，首先需要导出关于子群性质的一个重要结果．

9.4.9定义 设 𝐺 为群，𝐻 ≤ 𝐺, 𝑎 ∈ 𝐺，称 𝑎𝐻 ≝ {𝑎ℎ ∶ ℎ ∈ 𝐻} 为 𝐻 的一个左陪集，
𝐻𝑎 ≝ {ℎ𝑎 ∶ ℎ ∈ 𝐻}为𝐻 的一个右陪集．

9.4.10注 𝑎称为陪集代表元．请注意，同一个陪集的代表元有多种不同选择方法，只
要 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻，则 𝑎𝐻, 𝑏𝐻 就是一回事．设想某人对陪集作映射，规定把 𝑎𝐻 ↦ 𝑎, 𝑏𝐻 ↦
𝑏 (𝑎 ≠ 𝑏)，而实际上 𝑎𝐻 = 𝑏𝐻，则这个定义就不构成映射（不是良定义）． ♤

利用上述概念，可以对群作陪集分解．

9.4.11定理 设 𝐺为群，𝐻 ≤ 𝐺，则𝐻 的任意两个左（右）陪集或者相等，或者不交．而
且 𝐺可以表示为若干个不相交的左（右）陪集的并．

证明 设 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅，即存在 ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 满足 𝑎ℎ1 = 𝑏ℎ2，于是 𝑎 = 𝑏ℎ2ℎ−1
1 ∈ 𝑏𝐻，从

而 𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻．同理 𝑏𝐻 ⊆ 𝑎𝐻，故 𝑎𝐻 = 𝑏𝐻．
注意到 𝑎 ∈ 𝑎𝐻，故

𝐺 = ⋃
𝑎∈𝐺

𝑎𝐻.

因为陪集不是相等就是不交，因此去掉那些相等的集合，就得到不交并． ◻

下面的 Lagrange定理是陪集分解导出的最重要结果之一．如果没有陪集分解，直接
证明将是相当困难的．

9.4.12推论 (Lagrange) 设 𝐺是有限群，𝐻 ≤ 𝐺，则 |𝐻|是 |𝐺|的因子．

证明 首先注意到对每个陪集 𝑎𝐻，𝐻 ⟶ 𝑎𝐻 ∶ ℎ ↦ 𝑎ℎ是一个一一映射（消去律），故
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|𝑎𝐻| = |𝐻|．由陪集分解得到

|𝐺| =
𝑟∑

𝑖=1
|𝑎𝑖𝐻| = 𝑟|𝐻|,

其中 𝑎𝑖𝐻 两两不交．因而 |𝐻|必然是 |𝐺|的因子． ◻

若我们称子群 𝐻 在群中的不同陪集个数为 𝐻 的指数，记为 [𝐺 ∶ 𝐻]，则 Lagrange定理
可重述为 |𝐺| = |𝐻|[𝐺 ∶ 𝐻]．
在针对阶和指数的论证中，我们一般假设这些阶和指数都是有限的，或者直接假设

所讨论的群是有限群．但对于无限的情况实际上这些结论大多也成立，只需要将这些数

值理解为基数，关系理解为基数的运算（但不能写成除法）即可．

9.4.13推论 设 𝐺是有限群，𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，则有望远镜法则 [𝐺 ∶ 𝐾] = [𝐺 ∶ 𝐻][𝐻 ∶ 𝐾]．

证明 设 𝐺对𝐻 的不相交陪集分解为

𝐺 =
𝑛

⋃
𝑖=1

𝑔𝑖𝐻, 𝑛 = [𝐺 ∶ 𝐻],

𝐻 对 𝐾 的不相交陪集分解为

𝐻 =
𝑚

⋃
𝑖=1

ℎ𝑖𝐾, 𝑚 = [𝐻 ∶ 𝐾],

于是有分解 𝐺 = ⋃𝑛
𝑖=1 ⋃𝑚

𝑗=1 𝑔𝑖ℎ𝑗𝐾．
另一方面，若 𝑔𝑖ℎ𝑗𝐾 = 𝑔𝑖′ℎ𝑗′𝐾，则 ℎ−1

𝑗 𝑔−1
𝑖 𝑔𝑖′ℎ𝑗′ ∈ 𝐾，于是 𝑔−1

𝑖 𝑔𝑖′ ∈ ℎ𝑗𝐾ℎ−1
𝑗′ ⊆ 𝐻．所

以 𝑔𝑖𝐻 = 𝑔𝑖′𝐻，这表明 𝑖 = 𝑖′．进一步 ℎ−1
𝑗 ℎ𝑗′ ∈ 𝐾 得到 𝑗 = 𝑗′．这说明如果 (𝑖, 𝑗) ≠ (𝑖′, 𝑗′)

则 𝑔𝑖ℎ𝑗𝐾 ≠ 𝑔𝑖′ℎ𝑗′𝐾，结合陪集不相等就是不相交知这 𝑚𝑛个陪集两两不交，恰有 𝑚𝑛个
陪集． ◻

9.4.14例题 设𝐻, 𝐾 是有限群 𝐺的子群，证明：

|𝐻𝐾| = |𝐻||𝐾|
|𝐻 ∩ 𝐾| .

𝐻𝐾 的含义可参看式 (9.5.1)．

证明 仿照前面定理证明中的办法进行分解．

设 𝐿 = 𝐻 ∩ 𝐾，则 𝐿 ≤ 𝐻, 𝐾．设 𝐿在𝐻 的左陪集代表元集为 𝐼，在 𝐿在 𝐾 的右陪
集代表元集为 𝐽，有

𝐻𝐾 = ⋃
𝑥∈𝐼

𝑥𝐿 ⋃
𝑦∈𝐽

𝐿𝑦 = ⋃
(𝑥,𝑦)∈𝐼×𝐽

𝑥𝐿𝑦.
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设 𝑥𝐿𝑦 ∩ 𝑥′𝐿𝑦′ ≠ ∅，则 𝑥𝑙1𝑦 = 𝑥′𝑙2𝑦′，即 (𝑥′)−1𝑥𝑙1 = 𝑙2𝑦′𝑦−1 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾 = 𝐿，注意
(𝑥′)−1𝑥, 𝑦′𝑦−1 是陪集代表元而它们都是 𝐿中元素，故 𝑥′ = 𝑥, 𝑦 = 𝑦′．这说明上述分解是

不交并．易见 |𝑥𝐿𝑦| = |𝐿|，从而

|𝐻𝐾| = |𝐼||𝐽 ||𝐿| = |𝐻 ∩ 𝐾| |𝐻|
|𝐻 ∩ 𝐾|

|𝐾|
|𝐻 ∩ 𝐾| ,

整理即得结论． ◻

9.4.15推论 设 𝐺 是有限群，𝐺 中元素的阶一定是 |𝐺| 的因子，且对任意的 𝑎 ∈ 𝐺，
𝑎|𝐺| = 1．

证明 阶 𝑠的元素 𝑎生成阶 𝑠的循环子群，故由 Lagrange定理 𝑠 ∣ |𝐺|．设 |𝐺| = 𝑠𝑑，则
𝑎|𝐺| = (𝑎𝑠)𝑑 = 1𝑑 = 1． ◻

9.4.16例 (i)在群 ℤ∗
𝑛 上运用推论 9.4.15立刻重新得到欧拉定理 𝑎𝜙(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛)．

(ii)由 Lagrange定理，素阶群的子群都是平凡的．取 𝐺 ∋ 𝑔 ≠ 1，则 ⟨𝑔⟩是一个子群，
其阶又不是 1，从而必为 𝐺．所以，素阶群一定是循环群． ♢

现在，我们可以找出循环群的所有子群了．

9.4.17定理 设 𝐺 = ⟨𝑔⟩是循环群，则其一切子群都是循环群．无限循环群的全部子群是
{⟨𝑔𝑡⟩ ∶ 𝑡 ∈ ℤ≥0}，𝑚阶循环群的全部子群是 {⟨𝑔

𝑚
𝑑 ⟩ ∶ 𝑑 ∣ 𝑚}．

证明 设 𝐻 ≤ 𝐺，若 𝐻 = {1}，则情形平凡．若子群 𝐻 ≠ {1}，则 𝑆 = {𝑡 ∈ ℤ>0 ∶ 𝑔𝑡 ∈
𝐻} ≠ ∅，故可取 𝑡 = min𝑆．断言 𝐻 = ⟨𝑔𝑡⟩．显然 ⟨𝑔𝑡⟩ ⊆ 𝐻．取 𝑔𝑛 ∈ 𝐻，作带余除法
𝑛 = 𝑞𝑡 + 𝑟，于是 𝑔𝑟 ∈ 𝐻，根据 𝑡的取法知 𝑟 = 0，因而𝐻 ⊆ ⟨𝑔𝑡⟩．所以循环群的子群都是
循环群．

对于无限循环群，因为 𝑔 的任意次方幂都不同，故 ⟨𝑔𝑡⟩都是无限循环群；显然对每
个 𝑡 ∈ ℤ≥0，⟨𝑔𝑡⟩都是一个子群．这就是无限循环群的所有子群．

对有限循环群，由 Lagrange定理知道其子群必然是 𝑑 ∣ 𝑛阶的．设𝐻 = ⟨𝑔𝑡⟩为 𝑑 阶
循环群．由例题 9.4.4知道 𝑑 = 𝑛

gcd(𝑛,𝑡)，即
𝑛
𝑑 ∣ 𝑡，故𝐻 ⊆ ⟨𝑔

𝑛
𝑑 ⟩，后者显然是一个 𝑑 阶子群，

所以𝐻 = ⟨𝑔
𝑛
𝑑 ⟩．这就是有限循环群的所有子群． ◻

习题 9.4
1. 设 𝐺的阶为偶数，证明：𝐺中必有一个阶为 2的元素．
2. 设 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 分解为长为 𝑘1, … , 𝑘𝑟 的轮换，证明：o(𝜎) = lcm(𝑘1, … , 𝑘𝑟)；并问：𝑆7 中有几个阶 15的
置换？𝑆8 中呢？

3. 设群 𝐺中元素 𝑎, 𝑏可交换：𝑎𝑏 = 𝑏𝑎，且 o(𝑎), o(𝑏)为互素的正整数．证明：o(𝑎𝑏) = o(𝑎)o(𝑏)，并举
例说明交换和互素的条件缺一不可；推广你的结论到 o(𝑎), o(𝑏)不互素的情形．
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4. 设 𝑔, 𝑥是群中元素，证明 o(𝑥) = o(𝑔𝑥𝑔−1)，由此导出对任意的 𝑎, 𝑏，o(𝑎𝑏) = o(𝑏𝑎)．
5. (1) 设 𝐺为交换群，证明：𝐺中所有阶有限的元素构成一个子群．
(2) 举反例说明对非交换群前一问的命题不一定成立，并尝试给提出的反例作一个形象的直觉
解释． 提示 [ged2013example]提供了一个可能的简洁答案．

6. 设 𝐺为 2023阶群，整数 1 ≤ 𝑘 ≤ 2023，试问对每个 𝑥 ∈ 𝐺，满足方程 𝑦𝑘 = 𝑥 (𝑦 ∈ 𝐺)有且只有一
个解的 𝑘有多少个？
7. 设 𝑔 是群 𝐺中的元素，其阶为正整数 𝑛 = 𝑟𝑠，其中 𝑟, 𝑠为互素的正整数．证明：存在 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺
使得 𝑔𝑟

1 = 𝑔𝑠
2 = 1而且 𝑔1𝑔2 = 𝑔2𝑔1 = 𝑔．

8. 设𝐻, 𝐾 是 𝐺的子群，证明：𝐻 ∩ 𝐾 的陪集都可表成𝐻, 𝐾 陪集的交，进一步若𝐻, 𝐾 的指数有
限，则𝐻 ∩ 𝐾 的指数也有限．
9. 设𝐻, 𝐾 是群 𝐺的子群，双陪集

𝐻𝑔𝐾 ≝ {ℎ𝑔𝑘 ∶ ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾}.

证明：群 𝐺可作不交的双陪集分解．
10. 设𝐻, 𝐾 是群 𝐺的子群，二者具有有限且互素的阶，证明：𝐻 ∩ 𝐾 = {1}．
11. 求循环群 ℤ49000 的全部生成元．

12. 设 𝑝为素数，𝑆𝑝 为 𝑝元集合上的置换群．求 𝑆𝑝 中 𝑝阶子群的个数．

13. 设 𝐻, 𝐾 为群 𝐺 的子群，满足 [𝐺 ∶ 𝐻] = 𝑚, [𝐺 ∶ 𝐾] = 𝑛（𝐺 不一定是有限群），证明：
lcm(𝑚, 𝑛) ≤ [𝐺 ∶ 𝐻 ∩ 𝐾] ≤ 𝑚𝑛，特别地当 𝑚, 𝑛互素时，[𝐺 ∶ 𝐻 ∩ 𝐾] = 𝑚𝑛．
14. (1) 确定无限循环群的全部极大子群（概念参看习题 9.3.11）．
(2) 证明：有限群 𝐺有唯一的极大子群当且仅当 𝐺为循环群且其阶数为素数的幂．

15. 证明：有理数加法群 ℚ不是循环群，但它的任何有限生成的子群都是循环群．
16. 设想有无数张卡片，每张卡片上写有 1个自然数（可能有些自然数被重复写了多次也可能有
些自然数一次也没有写）．已知对任意一个自然数 𝑚，写有 𝑚的因数的卡片恰好有 𝑚张，证明：对
每一个自然数 𝑛，至少有一张卡片上写了这个数．

9.5 同态与同构
许多群具有相似性．比如，如果把 𝐷3 中的变换视为三个点 1、2、3的一个置换，那么

𝐷3 可以视为 𝑆3 的子群．又因为 |𝑆3| = |𝐷3|，所以 𝐷3, 𝑆3 应该是同一回事．

同态和同构描述了“两个群相似或一样”的直观，它们能帮助我们建立各种群之间的

关系，透过群的表象观察到本质，是极为重要的工具．

9.5.1定义 设 𝐺, 𝐻 是两个群，映射 𝜎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 称为同态，如果它保运算：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) = 𝜎(𝑥𝑦).
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如果同态 𝜎 是单射，就称它是单同态（或者嵌入，用↪记）；如果它是满射，就称它
是满同态；如果它是双射，就称它是同构，此时写 𝐺 ≅ 𝐻，称为 𝐺同构于 𝐻．（这几个附
加的单、满等概念对所有代数结构的同态都是一样的，以后就不重复了．）

9.5.2例 (i)群 𝐺到自身的同构映射称为自同构，可看出所有自同构（在映射复合下）构
成一个群，记为 Aut(𝐺)．

(ii) 𝑈𝑛 ≅ ℤ𝑛，因为我们可以把 exp 2𝜋√−1
𝑛 𝑘 ↦ 𝑘．

(iii) 因为 𝐷3 = ⟨𝑟, 𝑠⟩，令 𝜎(𝑟) = (1 2 3), 𝜎(𝑠) = (1 2)，则 𝜎 是 𝐷3 ⟶ 𝑆3 的一个

同构映射（你也可以去验证 (1 2 3) 和 (1 2) 满足 𝐷3 的定义关系）．又如，恒可以写

𝐷𝑛 ↪ 𝑆𝑛 (𝑛 ≥ 3)．
由 (ii)、(iii) 我们可以总结出：决定同构映射可以归结为决定生成元之间的对应

关系． ♢

同构是群之间的等价关系，利用它可以给群分类．给群分类是群论中的一个基本问

题．比如，可以证明比 𝐷3 ≅ 𝑆3 更深入的结果．6阶群只有两种：如果它是交换群，则它
和 ℤ6 同构；否则它和 𝑆3 同构．又如，4阶群也只有两种，如果其中有 4阶元，则它和 ℤ4
同构，否则它和 𝐾4 同构．

现在具体看同态是如何把两个群的运算联系在一起的．

由于同态保运算，所以只根据群中运算定义的结构和性质在同态下会得到保留．例

如，设 𝜎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 是群同态，则 𝐺的每个子群 𝐾 的像 𝜎(𝐾)也是 𝐻 的子群．幺元 1𝐺
的像也是𝐻 的幺元，因为 𝜎(1𝐺)𝜎(1𝐺) = 𝜎(1𝐺)，两边左乘 𝜎(1𝐺)−1 即得．

反过来，如果 𝐻 中有两个元素 𝑥, 𝑦，二者的运算 𝑥𝑦在 𝐺中应当对应什么？考虑原
像 𝜎−1(𝑥)，它是像相同的元素的集合，在同态中亦称为纤维．观察图 9.2，每一个𝐻 中的
元素都对应一条一条的纤维，任取 𝑢 ∈ 𝜎−1(𝑥), 𝑣 ∈ 𝜎−1(𝑦)，则一定有 𝑢𝑣 ∈ 𝜎−1(𝑥𝑦)．这暗
示我们𝐻 中的运算在 𝐺中对应 𝜎−1(𝑥)𝜎−1(𝑦) = 𝜎−1(𝑥𝑦)．

𝐺

𝐻

𝜎

𝜎−1(𝑥) 𝜎−1(𝑦) 𝜎−1(𝑥𝑦)

𝑥 𝑦 𝑥𝑦

𝑢

𝑣

𝑢𝑣

图 9.2: 同态和商集

首先要找出这些纤维的全体，才能考虑运算问题．1的原像在这里发挥作用．
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9.5.3定义 设 𝜎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 是同态，称 {𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝑔) = 1𝐻 }为同态核，记为 ker 𝜎．

9.5.4注 (i) 𝜎(𝐺)称为同态像，记为 im 𝜎．易见 𝜑是单同态当且仅当 ker 𝜎 = {1}，是满同
态当且仅当 im 𝜎 = 𝐻．

(ii)同态核是 𝐺的子群．事实上，设 𝑎, 𝑏 ∈ ker 𝜎，𝜎(𝑎𝑏−1) = 𝜎(𝑎)𝜎(𝑏−1) = 1 ⋅ 1−1 = 1，
故 𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝜎． ♤

9.5.5例 考虑置换群 𝑆𝑛 的子群 𝐺，映射 sgn∶ 𝐺 → {0, 1}（这里群 {0, 1}中的运算是模
2加法）

sgn(𝜎) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 𝜎 是偶置换,
1 𝜎 是奇置换,

是同态，同态核是 𝐺 ∩ 𝐴𝑛． ♢

设 𝜎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 是同态，ker 𝜎 = 𝐾，我们断言左陪集 𝑎𝐾给出了在该同态下像为 𝜎(𝑎)
的一切元素：若 𝑥 ∈ 𝑎𝐾，则存在 𝑘使得 𝑥 = 𝑎𝑘，故 𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑎)𝜎(𝑘) = 𝜎(𝑎)；若 𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑎)，
两边左乘 𝜎(𝑎)−1 = 𝜎(𝑎−1)得 𝜎(𝑎−1𝑥) = 1，这说明 𝑎−1𝑥 ∈ 𝐾，即 𝑥 ∈ 𝑎𝐾．同理可证右陪
集 𝐾𝑎也给出了像为 𝜎(𝑎)的一切元素．
总之，同态核的陪集给出了 𝜎 下的全部纤维，也给 𝐺中元素按像的不同作了一个划

分．于是要尝试在陪集的全体 {𝑔𝐾 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}上作运算：(𝑔1𝐾)(𝑔2𝐾)．在这里集合相乘的
含义就是按元素相乘

(9.5.1) 𝐴𝐵 ≝ {𝑎𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}, 𝐴−1 ≝ {𝑎−1 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}.

插一句，利用这样的记号，则𝐻 是子群当且仅当𝐻𝐻−1 = 𝐻，这样书写起来较为容易．

9.5.6例题 设 𝐺是群，𝐻, 𝐾 ≤ 𝐺，则𝐻𝐾 ≤ 𝐺的充要条件是𝐻𝐾 = 𝐾𝐻．

证明 按定义操作即可．因为 𝐻, 𝐾 为子群，故 𝐻 = 𝐻−1, 𝐾 = 𝐾−1．若𝐻𝐾 = 𝐾𝐻，则
(𝐻𝐾)(𝐻𝐾)−1 = 𝐻𝐾𝐾−1𝐻−1 = 𝐻𝐾𝐻−1 = 𝐾𝐻𝐻−1 = 𝐾𝐻 = 𝐻𝐾，故 𝐻𝐾 ≤ 𝐺．若
𝐻𝐾 ≤ 𝐺，则𝐻𝐾 = (𝐻𝐾)−1 = 𝐾−1𝐻−1 = 𝐾𝐻． ◻

回到同态核陪集的乘法上来．根据前面的讨论，𝑎𝐾 和 𝐾𝑎都给出了像为 𝜎(𝑎)的集
合，所以 (𝑔1𝐾)(𝑔2𝐾) = 𝑔1𝐾𝐾𝑔2 = 𝑔1𝐾𝑔2 = 𝑔1𝑔2𝐾，即 (𝑔1𝐾)(𝑔2𝐾)客观地等于 𝑔1𝑔2𝐾．
这是一个很好的性质，如此一来 {𝑔𝐾 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}的运算和 𝐺中乘法差不多，结合律自然
成立，幺元是 𝐾，逆元 (𝑔𝐾)−1 = 𝑔−1𝐾，就成为一个群了．

我们把陪集的全体 {𝑔𝐾 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}在按代表元相乘的运算下构成的群称为 𝐺模 𝐾
的商群，记为 𝐺/𝐾．因为幺元是 𝐾，所以可以形象地说商群是把某个同态核“坍缩”成 1
得到的．

9.5.7注 由 Lagrange定理立得，|𝐺| = |𝐺/𝐾||𝐾|． ♤
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9.5.8例 设 𝐺 = ⟨𝑔⟩是 𝑛阶循环群，考虑同态 ℤ ⟶ 𝐺 ∶ 𝑎 ↦ 𝑔𝑎，则同态核

𝐾 = {𝑎 ∈ ℤ ∶ 𝑔𝑎 = 1},

根据例题 9.4.4的结果，𝐾 = {𝑎 ∈ ℤ ∶ 𝑛 ∣ 𝑎} = {… , −2𝑛, −𝑛, 0, 𝑛, 2𝑛, … }．
在这里，ℤ中运算写为加法，选定整数 𝑥 ∈ ℤ，陪集

𝑥 + 𝐾 = {… , −2𝑛 + 𝑥, −𝑛 + 𝑥, 0 + 𝑥, 𝑛 + 𝑥, 2𝑛 + 𝑥, … } = {𝑚 ∈ ℤ ∶ 𝑚 ≡ 𝑥 (mod 𝑛)}.

所以，这里商群的加法就是模 𝑛的加法，可以说 ℤ/𝐾 ≅ ℤ𝑛． ♢

线性空间中任何一个子空间都可以构作商空间，但是在群中，只有像同态核这样的

子群才可以构作商群．构作关于子群 𝐻 的商群需要满足乘法 (𝑔1𝐻)(𝑔2𝐻) = 𝑔1𝑔2𝐻，之
前是由左右陪集相等导出的；可以证明，只要满足这样的乘法性质，则 𝐻 的左右陪集一
定是相等的（看习题 9.5.8）．我们把这个性质总结成下面的定义．

9.5.9定义 设 𝐺为群，𝐻 ≤ 𝐺．称𝐻 为正规子群，如果对任意的 𝑎 ∈ 𝐺都有 𝑎𝐻 = 𝐻𝑎，
记为𝐻 ⊲ 𝐺．

9.5.10注 由定义立刻看出，交换群中每个子群都是正规子群；𝐻 为 𝐺正规子群的充要
条件是对每个 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻，𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝐻． ♤

尽管之前对商群的定义是由同态核的讨论导出的，但现在只要挑选一个正规子群就

可以构作商群了．

而且，正规子群和同态核是“同一件事”．我们已经知道同态核都是正规子群，而反

过来，任取一个𝑁 ⊲ 𝐺，只需要考虑典范同态

𝐺 ⟶ 𝐺/𝑁 ∶ 𝑔 ↦ 𝑔𝑁,

这同态的核恰好是𝑁．

9.5.11例 特殊线性群是一般线性群的正规子群，因为它是同态 GL𝑛(𝐹 ) ⟶ 𝐹 ∶ 𝐴 ↦
det𝐴的核． ♢

总而言之，我们可以在群同态的角度观察群的结构．给出 𝐺 ⟶ 𝐻 的一个同态，就
将二者之间的运算联系在一起，𝐻 中的运算对应于 𝐺的某个商群的运算．这一过程的
等价描述是直接选择 𝐺的一个正规子群，然后商掉它．
得到以上概念后，我们就可以介绍同构定理了．它们一般地指出了一些群同构的规

律，是威力强大的武器．证明这些定理所使用的方法也是我们需要掌握的．

第一同构定理描述了图 9.2的直观，纤维作为一个商群和同态像（如果同态是满的，
则就是𝐻）完全是一件事．
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9.5.12定理 (第一同构定理) 设 𝜑∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 为群同态，则 𝐺/ ker𝜑 ≅ im𝜑．

证明 设 ker𝜑 = 𝐾，考虑映射 𝜋

𝐺/𝐾 ⟶ im𝜑∶ 𝑎𝐾 ↦ 𝜑(𝑎).

首先要验证该映射是良定的，即不依赖于陪集代表元的选取（注 9.4.10）．事实上，
因为核的陪集 𝑎𝐾 恰给出了像相同的所有元素，故这定义合法，而且映射是单射．由定义
知映射是满射．故 𝜋 是双射．
而 𝜋(𝑎𝐾)𝜋(𝑏𝐾) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) = 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜋(𝑎𝐾𝑏𝐾)，从而 𝜋 为一个同态．结合它是双射

得到 𝐺/ ker𝜑 ≅ im𝐺． ◻

9.5.13注 第一同构定理又叫同态基本定理，其根本思想是“按像分类”，和练习 1.3.5
类似．另外，因为正规子群都是同态核，所以第一同构定理还可以形象地理解为：若

𝑁 ⊲ 𝐺，则 𝐺 ≈ 𝑁 × 𝐺/𝑁（注意这里的 ×是陪集乘法），商去一个正规子群可以简化群
的结构． ♤

我们来回顾例 9.5.8中的同态并应用同态基本定理．之前说过，如果 𝐺 = ⟨𝑔⟩是一个
循环群，则

ℤ ⟶ ⟨𝑔⟩∶ 𝑛 ↦ 𝑔𝑛

是一个满同态，同态核 𝐾 = {𝑛 ∈ ℤ ∶ 𝑔𝑛 = 1}．如果 𝐺是有限循环群，例 9.5.8的计算已
经告诉我们 ℤ/𝐾 ≅ ℤ𝑛，所以由同态基本定理 𝐺 ≅ ℤ𝑛．

若 |𝐺| = ∞，则必有 𝐾 = {0}．假如不然，即除此之外还存在正整数 𝑛使得 𝑔𝑛 = 1，
则由定理 9.4.2 |𝐺| < ∞，矛盾．于是此时 𝐺 ≅ ℤ．总之我们证明了：

9.5.14定理 (循环群分类定理) 无限循环群都同构于整数加群 ℤ，有限循环群都同构于
模某个 𝑛的完全剩余系 ℤ𝑛．

所以，无限循环群都互相同构，有限循环群相互同构等价于二者有相同的阶．

还有几个同构定理，它们都是上述第一定理的直接推论，读者不妨先自己试试写出

证明（其他代数结构中也有类似定理，之后将省略具体的证明）．

9.5.15定理 (第二同构定理) 设 𝐺为群，若 𝑁 ⊲ 𝐺, 𝐻 ≤ 𝐺，则𝐻 ∩ 𝑁 ⊲ 𝐻, 𝑁 ⊲ 𝑁𝐻 ≤
𝐺，且𝑁𝐻/𝑁 ≅ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁)．

证明 注意

𝑁𝐻 = ⋃
ℎ∈𝐻

𝑁ℎ = ⋃
ℎ∈𝐻

ℎ𝑁 = 𝐻𝑁,

故𝑁𝐻 ≤ 𝐺, 𝑁 ⊲ 𝑁𝐻．
考虑映射 𝜋

𝐻 ⟶ 𝑁𝐻/𝑁 ∶ ℎ ↦ ℎ𝑁.
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ker𝜋 = {ℎ ∈ 𝐻 ∶ ℎ𝑁 = 𝑁} = 𝐻 ∩ 𝑁，注意 𝑁𝐻 = 𝐻𝑁 即得 im𝜋 = 𝑁𝐻/𝑁．易验证这
是同态．故由第一同构定理得𝑁𝐻/𝑁 ≅ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁)，于是𝐻 ∩ 𝑁 ⊲ 𝐻． ◻

9.5.16定理 (第三同构定理) 设 𝐺 为群，𝑁, 𝑀 为 𝐺 的正规子群且 𝑁 ≤ 𝑀，则 𝐺/𝑀 ≅
(𝐺/𝑁)/(𝑀/𝑁)．

证明 考虑映射 𝜋
𝐺/𝑁 ⟶ 𝐺/𝑀 ∶ 𝑔𝑁 ↦ 𝑔𝑀.

由 𝑁 ≤ 𝑀 得映射良定．ker𝜋 = {𝑔𝑁 ∈ 𝐺/𝑁 ∶ 𝑔𝑀 = 𝑀 ( ⟺ 𝑔 ∈ 𝑀)} = 𝑀/𝑁，
im𝜋 = 𝐺/𝑀．易验证这是同态．故由第一同构定理得 𝐺/𝑀 ≅ (𝐺/𝑁)/(𝑀/𝑁)，𝑀/𝑁 是
𝐺/𝑁 的正规子群． ◻

习题 9.5
1. 设 𝐺为群，考虑 𝐺上的运算：𝑎 ⋆ 𝑏 = 𝑏𝑎，它连同 𝐺的元素构成群 𝐺op，称为 𝐺的相反群．
(1) 验证：𝐺op 是群．

(2) 证明：𝐺与 𝐺op 同构．

2. 设 𝐺为有限群，𝑁 ⊲ 𝐺，|𝑁|, |𝐺/𝑁|互素．证明：若 𝑎的阶整除 |𝑁|，则 𝑎 ∈ 𝑁．利用这一结论证
明 𝐴4 没有 6阶子群．

3. 设 𝐺为有限群，𝑁 ⊲ 𝐺，|𝑁|, |𝐺/𝑁|互素．证明：𝑁 是唯一的阶 |𝑁|的子群．
4. 证明：正实数乘法群 (ℝ>0, ×)是非零实数乘法群 (ℝ∗, ×)的正规子群，并求出这个子群的指数．

5. 证明：指数为 2的子群必为正规子群．
6. 设 𝑍𝐺 是群 𝐺的中心，证明：𝑍𝐺 ⊲ 𝐺而且 𝐺/𝑍𝐺 循环能推出 𝐺交换．

7. 设 𝐺为群，𝑁 = ⟨𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 ∣ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺⟩称为换位子群．证明：𝑁 ⊲ 𝐺且 𝐺/𝑁 是交换群．
8. 设 𝐺是群，𝐻 ≤ 𝐺，证明：𝐻 是正规子群当且仅当其陪集相乘还是陪集．
9. 确定对称群 𝑆𝑛 到二阶群 𝜇2 的所有同态．

10. 假设有限循环群的 𝐺的阶为 𝑛，考虑映射 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥𝑚，证明：𝑓 为自同构当且仅当 gcd(𝑚, 𝑛) =
1．
11. 设 𝐺 ≤ 𝑆𝑛，证明：若 𝐺中有奇置换，则其中奇置换和偶置换的数目相等．

12. 定义 SO(3) ≝ {𝐴 ∈ SL3(ℝ) ∶ 𝐴⊤𝐴 = 𝐼3}以及 SU(2) ≝ {𝐴 ∈ SL2(ℂ) ∶ 𝐴†𝐴 = 𝐼2}，其中 𝐴† 是

𝐴转置之后每个元素取共轭得到的矩阵，𝐼𝑛 表示 𝑛阶单位方阵．证明：SU(2)/{±𝐼2} ≅ SO(3)．（这
一结果在量子计算中表明量子门操作可以被描绘成三维空间的旋转．）

13. 证明：除零同态外，不存在从 (ℚ, +)到 (ℤ, +)的同态映射．
14. 设 𝐺是群，证明下面两个命题：
(1) 𝑥 ↦ 𝑥−1 是 𝐺 ⟶ 𝐺的自同构当且仅当 𝐺是交换群．
(2) 若 𝑥 ↦ 𝑥3 是 𝐺 ⟶ 𝐺的自同构，则 𝐺是交换群．

15. 设 𝜎 为 𝐺出发的群同态，𝐻 ≤ 𝐺, 𝐾 = ker 𝜎，证明：𝜎−1(𝜎(𝐻)) = 𝐻𝐾 ≤ 𝐺．
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16. 设 𝜎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 为群同态，𝐻 为交换群．𝐺的子群𝑁 满足𝑁 ⊆ ker 𝜎，证明：𝑁 ⊲ 𝐺．
17. 设𝐻1, 𝐻2 是群 𝐺的子群，其正规子群𝑁 ⊆ 𝐻1 ∩ 𝐻2，证明：

(𝐻1/𝑁) ∩ (𝐻2/𝑁) ≅ (𝐻1 ∩ 𝐻2)/𝑁.

18. 设𝐻1, 𝐻2 是群 𝐺的子群，𝑁1 ⊲ 𝐻1, 𝑁2 ⊲ 𝐻2，证明：

[𝑁1(𝐻1 ∩ 𝐻2)]/[𝑁1(𝐻1 ∩ 𝑁2)] ≅ (𝐻1 ∩ 𝐻2)/[(𝐻1 ∩ 𝑁2)(𝑁1 ∩ 𝐻2)].

19. 设有限交换群 𝐺的阶为 𝑛，素数 𝑝 ∣ 𝑛，证明：𝐺有 𝑝阶子群（𝑝阶元）．（请直接证明，不得引用
有限群理论中更深入的其他定理．）

20. 证明：𝐷𝑛 (𝑛 ≥ 3)的全部子群是：
(i)循环群 𝐶 𝑛

𝑑
= ⟨𝑟𝑑⟩ (𝑑 ∣ 𝑛)；

(ii)二面体群 𝐷 𝑛
𝑑

= ⟨𝑟𝑑 , 𝑟𝑖𝑠⟩ (𝑑 ∣ 𝑛, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 − 1)．
其中用 𝑟, 𝑠 表示 𝐷𝑛 的生成元，即旋转和反映． 提示 注意 ⟨𝑟⟩ ⊲ 𝐷𝑛，设 𝐻 ≤ 𝐷𝑛，讨

论同态 𝜑∶ 𝐻 ↪ 𝐷𝑛 ⟶ 𝐷𝑛/⟨𝑟⟩ 的同态核并分类讨论，可以分析阶或者应用同构定理
[conrad2009dihedral]．

9.6 群的直积
在这一节，我们介绍（但不证明）有限交换群结构定理，它在同构意义下对有限交

换群作出了完整的分类．

叙述该定理之前，首先要用到群的直积的概念．直积的概念可帮助我们构造更大的

群或者对较大的群进行分解．

9.6.1定义 设 𝐺1, 𝐺2 是群，在 𝐺1 × 𝐺2 上定义运算 (𝑔1, 𝑔2)(𝑔′
1, 𝑔′

2) ≝ (𝑔1𝑔′
1, 𝑔2𝑔′

2)，得到的
群称为 𝐺1 和 𝐺2 的直积．𝐺1, 𝐺2 称为直积因子．

可以将两个群的直积推广到任意有限多个群的直积的情形．

不难看出直积的一些性质，例如交换群的直积仍然是交换群，有限群的直积的阶等

于每个直积因子的阶的积，群的直积中保留子群和正规子群的性质等．

9.6.2例题 设 𝐺, 𝐻 分别为 𝑚, 𝑛 阶循环群，证明：𝐺 × 𝐻 为循环群的充要条件是

gcd(𝑚, 𝑛) = 1．

证明 |𝐺 × 𝐻| = 𝑚𝑛，所以它为循环群等价于存在 𝑚𝑛 阶元．设 𝐺 = ⟨𝑔⟩, 𝐻 = ⟨ℎ⟩．
考虑 |𝐺 × 𝐻| 中 𝑥 = (𝑔𝑎, ℎ𝑏) 的阶．注意 𝑥lcm(𝑚,𝑛) = (1, 1)，故 o(𝑥) ∣ lcm(𝑚, 𝑛)，即
o(𝑥) ≤ lcm(𝑚, 𝑛) ≤ 𝑚𝑛，因此若 gcd(𝑚, 𝑛) ≠ 1则 𝐺 × 𝐻 非循环．另一方面 gcd(𝑚, 𝑛) = 1
时，易证 o((𝑔, ℎ)) = 𝑚𝑛，故为循环群． ◻

可以从两个群出发通过直积得到新的群．能否将一个群分解为其两个子群的直积？

形式地说，这就是希望有 𝐺 ≅ 𝐻 × 𝐾，其中 𝐻, 𝐾 为群 𝐺的子群．这种情况也可以简记
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为 𝐺 = 𝐻 × 𝐾．下面给出了一个判据：

9.6.3定理 设𝐻, 𝐾 为群 𝐺的子群，若
(i) 𝐺 = 𝐻𝐾，
(ii) 𝐻 ∩ 𝐾 = {1}，
(iii) 𝐻, 𝐾 中元素可交换，即 ∀ℎ ∈ 𝐻, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ℎ𝑘 = 𝑘ℎ，
则 𝐺 ≅ 𝐻 × 𝐾，此时称 𝐺是𝐻, 𝐾 的内直积．

证明 考虑映射 𝐻 × 𝐾 𝜎⟶ 𝐺 ∶ (ℎ, 𝑘) ↦ ℎ𝑘．设 ℎ1𝑘1 = ℎ2𝑘2，则 𝐻 ∩ 𝐾 ∋ ℎ2ℎ−1
1 =

𝑘2𝑘−1
1 = 1，故 𝜎 是单射．满射由 (i) 显然．而 𝜎((ℎ1, 𝑘1))𝜎((ℎ2, 𝑘2)) = ℎ1𝑘1ℎ2𝑘2 =

ℎ1ℎ2𝑘1𝑘1 = 𝜎((ℎ1ℎ2, 𝑘1𝑘2))，故 𝜎 是同构． ◻

9.6.4注 容易验证，如果 (i)、(iii)同时成立，则𝐻, 𝐾 都是 𝐺的正规子群．故 (iii)也可以
删去，并要求 𝐻, 𝐾 都是正规子群．条件 (i)、(ii)保证了 𝐺中元素都可以唯一表成 ℎ𝑘的
形式．所以内直积也可视为 𝐺中元素被子群𝐻, 𝐾 中元素唯一分解． ♤

下面决定所有的有限交换群．简单地说，所有的有限交换群都可以唯一地分解为循

环群的直积．我们不加证明地给出如下结论：

9.6.5定理 (有限交换群结构定理，初等因子) 设𝐺是有限交换群，其阶有标准分解 |𝐺| =
𝑝𝑒1

1 ⋯ 𝑝𝑒𝑠
𝑠 ，则

𝐺 ≅
𝑠∏

𝑖=1
(ℤ𝑝ℓ𝑖1

𝑖
× ℤ𝑝ℓ𝑖2

𝑖
× ⋯ × ℤ

𝑝
ℓ𝑖𝑘𝑖
𝑖 ) ,

其中 ℓ𝑖𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖)为正整数，满足 ℓ𝑖1 ≤ ℓ𝑖2 ≤ ⋯ ≤ ℓ𝑖𝑘𝑖 ,
∑𝑘𝑖

𝑗=1 ℓ𝑖𝑗 = 𝑒𝑖．多重集合

{𝑝ℓ11
1 , 𝑝ℓ12

1 , … , 𝑝
ℓ1𝑘1
1 , … , 𝑝ℓ𝑠1

𝑠 , 𝑝ℓ𝑠2
𝑠 , … , 𝑝ℓ𝑠𝑘𝑠

𝑠 }

由 𝐺唯一确定，称为 𝐺的初等因子．

依据例题 9.6.2的结论，还可以将初等因子分解进一步简化．我们在初等因子中，每
次从每个素因子中取出一个来，将它们对应的直积化简为一个循环群．形式言之，设

𝑘 = max{𝑘1, … , 𝑘𝑠}，取

𝑑𝑘 = 𝑝
ℓ1𝑘1
1 𝑝

ℓ2𝑘2
2 ⋯ 𝑝ℓ𝑠𝑘𝑠

𝑠 ,

𝑑𝑘−1 = 𝑝
ℓ1(𝑘1−1)
1 𝑝

ℓ2(𝑘2−1)
2 ⋯ 𝑝ℓ𝑠(𝑘𝑠−1)

𝑠 ,
⋯ ⋯

𝑑1 = 𝑝
ℓ1(𝑘1−𝑘+1)
1 𝑝

ℓ2(𝑘2−𝑘+1)
2 ⋯ 𝑝ℓ𝑠(𝑘𝑠−𝑘+1)

𝑠 .

其中约定 ℓ𝑖𝑗 = 0，如果 𝑗 ≤ 0；则分类定理可重述为
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9.6.6推论 (有限交换群结构定理，不变因子) 设𝐺是有限交换群，其阶有标准分解 |𝐺| =
𝑝𝑒1

1 ⋯ 𝑝𝑒𝑠
𝑠 ，则

𝐺 ≅ ℤ𝑑1 × ⋯ × ℤ𝑑𝑘 .

其中 𝑑1 ∣ 𝑑2 ∣ ⋯ ∣ 𝑑𝑘, 𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑘 = 𝑛，由 𝐺唯一确定，称为 𝐺的不变因子．

由于有限循环群的直积都是有限交换群，因此对给定的 𝑛，取遍每个合法的初等因
子或是不变因子就构造了出了全部 𝑛阶有限交换群，这样我们就实现了所有有限交换群
的分类工作．

9.6.7例题 定出所有的 1500阶交换群．

解 由于 1500 = 22 ⋅ 3 ⋅ 53，所以分类如表 9.1所示．表中分别写出了所有六种 1500阶

初等因子 不变因子 直积分解

{2, 2, 3, 5, 5, 5} {5, 10, 30} ℤ5 × ℤ10 × ℤ30
{22, 3, 5, 5, 5} {5, 5, 60} ℤ5 × ℤ5 × ℤ60
{2, 2, 3, 5, 52} {10, 150} ℤ10 × ℤ150
{22, 3, 5, 52} {5, 300} ℤ5 × ℤ300
{2, 2, 3, 53} {2, 750} ℤ2 × ℤ750
{22, 3, 53} {1500} ℤ1500

表 9.1: 1500阶交换群的结构

交换群以及其直积分解． ◻

习题 9.6
1. 设 𝐺, 𝐻 都是有限群且 𝐺 × 𝐻 为循环群，证明：𝐺, 𝐻 都是循环群且二者的阶互素．
2. 设𝐻, 𝐾 ⊲ 𝐺，𝐻 ∩ 𝐾 = {1}，证明：𝐻, 𝐾 中的元素可交换（参看定理 9.6.3及其注）．
3. 设𝐻, 𝐾 是有限群 𝐺的两个非空子集，证明：
(1) 若𝐻, 𝐾 是正规子群，且 [𝐺 ∶ 𝐻], [𝐺 ∶ 𝐾]互素，则 𝐺 = 𝐻𝐾；
(2) 若 |𝐻| + |𝐾| > |𝐺|，则 𝐺 = 𝐻𝐾．

4. 设𝐻, 𝐾 是群 𝐺的正规子群，满足 𝐺 = 𝐻𝐾，证明：𝐺/(𝐻 ∩ 𝐾) ≅ 𝐺/𝐻 × 𝐺/𝐾．
5. 写出 𝑛个子群内直积的定义，叙述并证明类似定理 9.6.3的判定命题．
6. 设群 𝐺是 𝐺1, 𝐺2 的内直积，且 𝐺1, 𝐺2 ≠ 𝐺．
(1) 证明：𝐺1 是 𝐺的正规子群，且 𝐺/𝐺1 ≅ 𝐺2．

(2) 证明：𝐺 ≠ 𝐺1 ∪ 𝐺2．
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7. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是群，𝐴 × 𝐵 ≅ 𝐴 × 𝐶，是否一定有 𝐵 ≅ 𝐶？证明之或者举出反例．假设 𝐴, 𝐵, 𝐶 都是
有限群，再次回答这一问题．

8. (1) 证明：Aut(ℤ𝑛) ≅ ℤ∗
𝑛，后者是整数模 𝑛既约剩余系的乘法群．

(2) 设 𝐺 = ℤ𝑝 × ⋯ × ℤ𝑝⎵⎵⎵⎵⎵
𝑛个

，证明：Aut(𝐺) ≅ GL𝑛(ℤ𝑝)，这里GL𝑛(ℤ𝑝)可认为是模 𝑝意义下的 𝑛阶非退

化矩阵群．（一般有限交换群的自同构群描述起来并不容易，参看 [hillar2007automorphisms]．）
9. 决定所有的 576阶交换群．
10. 证明：有限交换群 𝐺是循环群的充分必要条件是对每个 𝑚 ∈ ℤ>0，𝑥𝑚 = 1在 𝐺中的解至多 𝑚
个．

11. 设 𝐺是有限交换群，𝑝为素数，考虑

𝐺𝑝 ≝ {𝑥𝑝 ∣ 𝑥 ∈ 𝐺}, 𝐺𝑝 ≝ {𝑥 ∣ 𝑥𝑝 = 1}.

(1) 证明：𝐺/𝐺𝑝 ≅ 𝐺𝑝．

(2) 证明：𝐺的 𝑝阶子群个数和 𝐺的指数为 𝑝的子群的个数相等．
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10 | 环和域
阅读提示

读者应该在高等代数中接触过多项式环和数域的概念，这两个概念的一般版本就

是环和域．在此背景下本章的内容就比较简单，我们仅仅对环和域的最基本内容

作涉猎：重申环、域的定义，给出环同态和理想的概念，另外介绍有限域的性质．

深入的知识有些略去了，有些则收入了习题，请感兴趣的读者参考之．环论中的

一个特色是理想的概念，在理解环中理想的性质时常常可以类比整数．

相比群，环是同时具有加法和乘法两种运算的代数结构，这二者由分配律联系在

一起．Hilbert于 1897年出版的《数论报告》中首次引进了环的术语，其原文是德文 der
Zahlring，即“数环”；二次以上的丢番图方程之算术研究，直接影响了环与理想等概念的
形成．由此可见环和数论具有极为紧密的关系，而且其最直接的例子就是整数环 ℤ．

10.1 环和域的定义
我们对环的考察方式和群类似，惟理想是一个新的概念．域则是在环上添加“除法”

得到的，域和域上的多项式则在密码学中有着重大的用处．通过对环和域的研究，我们

可以更抽象地理解初等数论中导出的整数的各种性质．

10.1.1定义 设 𝑅为一非空集合，其上有两种代数运算，分别称为加法和乘法，若其满足
(i) (𝑅, +)构成交换群，
(ii) (𝑅, ⋅)构成幺半群，
(iii) 乘法分配律成立 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐, (𝑏 + 𝑐)𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎，
就称 𝑅是环．如果乘法还是可交换的，则 𝑅称为交换环．

10.1.2注 (i) 在本课程的范围内，我们规定环含有乘法幺元，一些简单的理由可参看
[poonen2019all]．这一选择也可以由以下事实得到佐证：（粗略地说）无幺环都可以自然
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140 十 环和域

地嵌入到某个有幺环中1，但研究无幺环仍然是有意义的．这样要求会导致概念在一些

小细节上有所不同，例如非平凡理想不再是子环，环同态的定义要对幺元有要求等．为

了避免混淆，今后我们总是称“幺环”来强调这一点．

(ii)若要求有单位元，则加法具有交换性也可以用分配律推出． ♤

我们可立刻想到两个简单的例子：ℤ在一般的整数加法和乘法下为交换幺环；整数模 𝑛
的完全剩余系 ℤ𝑛 在模 𝑛的加法和乘法下也是交换幺环．

在高等代数的课程中，我们学过数域上的多项式环的概念，现在将这个定义扩展到

一般的环上．

10.1.3例 (i)设 𝑅是环（不一定为交换环），𝑥是无关未定元，集合

{

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥𝑖 ∶ 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ ℤ≥0}

在加法
∑𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖 +
∑𝑛

𝑖=0 𝑏𝑖𝑥𝑖 ≝
∑𝑛

𝑖=0(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑥𝑖，和乘法

(

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥𝑖
)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚∑
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

≝
𝑚+𝑛∑
𝑖=0

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑖∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑏𝑖−𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑥𝑖

下构成环，称为 𝑅上的一元多项式环 𝑅[𝑥]．数域上多项式环的术语均自然地迁移到一
般的多项式环上，例如多项式的次数 deg 𝑓(𝑥)就是最高次项的次数．

(ii) 设 𝑅 为环（不一定为交换环），元素 𝑎 ∈ 𝑅，多项式 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑅[𝑥] 满足
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)，那么不一定有 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎)ℎ(𝑎)．这是因为文字 𝑥可以和系数相交换，但
𝑎则不一定．但若 𝑅为交换环时，𝑅[𝑥]也为交换环，而且可以直接代入 𝑎． ♢

有关多项式环的理论我们在本章后面还会谈到．

在环中，加法幺元一般记为 0，乘法幺元一般记为 1．除了加法和乘法单独作为（半）
群的运算性质外，如倍数、方幂、加法消去律等，由于环的加法和乘法之间通过分配律相

联系，因此还有以下简单性质（参看习题 10.1.1）：

⋄ 对任意 𝑎 ∈ 𝑅，0𝑎 = 𝑎0 = 0．实际上 0𝑎 = (0 + 0)𝑎 = 0𝑎 + 0𝑎便导出 0𝑎 = 0．利用这
条结论我们指出，一般环中 0 ≠ 1，否则 𝑎 = 1𝑎 = 0𝑎 = 0，则 𝑅 = {0}，即 𝑅是是平
凡的零环．下文都假设 0 ≠ 1．

⋄ (−𝑎)𝑏 = 𝑎(−𝑏) = −𝑎𝑏, (−𝑎)(−𝑏) = 𝑎𝑏．这一点只需要注意 (−𝑎)𝑏 + 𝑎𝑏 = (−𝑎 + 𝑎)𝑏 =
0𝑏 = 0即可．

1设 𝑅是一个不一定有幺元的环，考虑 𝑅 × ℤ上的运算：(𝑎, 𝑚) + (𝑏, 𝑛) = (𝑎 + 𝑏, 𝑚 + 𝑛)以及 (𝑎, 𝑚)(𝑏, 𝑛) =
(𝑎𝑏 + 𝑎𝑛 + 𝑚𝑏, 𝑚𝑛)，则可验证 (0, 1)是该直积环的幺元．此时便有自然的嵌入 𝑅 ≅ 𝑅 × {0} ↪ 𝑅 × ℤ．此论证取
自 [dorroh1932concerning]．
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§10.1 环和域的定义 141

这两条性质说明，环的运算具有类似我们所熟悉的整数的那些性质．而且我们从第一条

性质中看出，除非 𝑅为零环，否则加法幺元是不可逆的．
不过和整数不同的地方也很多，比如，一般的环中可能存在许多元素，它们都有乘法

逆元，而整数中只有 ±1才有逆元．

10.1.4定义 设 𝑅为环，记 𝑅∗ ≝ 𝑅 ⧵ {0}，若 (𝑅∗, ⋅)构成群，就称 𝑅为除环（或称为体）．

一般环中的乘法可逆元称为单位，容易验证环的所有单位构成一个群，称为环的单位群．

于是除环也可以说成单位群是 𝑅∗ 的环．

一般的环中也可能存在两个非零元素，二者相乘等于零（从而均不可逆，而整数中

则没有这样的数），比如下面的经典例子．

10.1.5例 数域 𝐾 上 𝑛阶矩阵的集合 𝐾𝑛×𝑛 在一般的矩阵加法和乘法下构成非交换环．

在高等代数中我们知道，存在 0 ≠ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾𝑛×𝑛，使得 𝐴𝐵 = 0．这一现象在环中抽象
如下：若 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗ 满足 𝑎𝑏 = 0，则称 𝑎是左零因子，称 𝑏是右零因子． ♢

10.1.6例 设 𝑅为所有 [0, 1] ⟶ ℝ的函数在一般的加法和乘法下构成的环．𝑅中的 0
和 1分别是 𝑓(𝑥) ≡ 0和 𝑔(𝑥) ≡ 1．这个环中的单位群包括在任意一个点的像都不为 0的
函数．𝑅中有大量零因子，例如对任意给定的非 0且不是单位的函数 𝑓(𝑥)，令

𝑔(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 (𝑓(𝑥) ≠ 0),
1 (𝑓 (𝑥) = 0),

则 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≡ 0，它们都是零因子． ♢

10.1.7定义 无零因子的交换环称为整环；交换除环称为域．（简单地说，域就是能作全

部四则运算且具有熟悉的性质的代数结构．）

10.1.8例 若 𝑅是整环，则 𝑅[𝑥]中元素 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)一定满足关系 deg 𝑓(𝑥) + deg 𝑔(𝑥) =
deg 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)，但是对一般的环只有 deg 𝑓(𝑥) + deg 𝑔(𝑥) ≥ deg 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)．当然，如果
𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)的首项系数有不是 𝑅中零因子的，那么等号成立． ♢

在整环中消去律就成立了．事实上，𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 蕴涵 (𝑎 − 𝑏)𝑐 = 0，鉴于整环中没有零因
子，这导出 𝑎 − 𝑏 = 0或 𝑐 = 0．

直至目前，我们能想到的除环大多都是域，比如说 ℚ, ℝ, ℂ是域，模素数 𝑝的既约剩
余系在模 𝑝运算下也是域．而下面的非交换除环的典型例子则是有趣的，它在数学史上
也有很重要的地位．我们先顺带给出子环的概念．

10.1.9定义 设 𝑅是环，若 𝑆 ⊆ 𝑅在 𝑅的运算下构成一个环，且 𝑆, 𝑅的乘法单位元是同
一个，就称 𝑆 是 𝑅的子环．

类似子群判定定理，𝑆 是 𝑅 的子环当且仅当 1 ∈ 𝑆，且对每个 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 都有 𝑥𝑦 ∈
𝑆, 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑆．
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142 十 环和域

10.1.10例 我们考虑四元数体 ℍ，它是 ℂ2×2 的子环：

ℍ ≝
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎡
⎢
⎢
⎣

𝛼 𝛽
−𝛽 𝛼

⎤
⎥
⎥
⎦

∶ 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

很容易验证，该集合在矩阵运算下确实是二阶复矩阵环的子环．这样就不难发现它是非

交换的．

当 𝑠 = |𝛼|2 + |𝛽|2 ≠ 0，计算可知元素的逆写为

1
𝑠

⎡
⎢
⎢
⎣

𝛼 −𝛽

𝛽 𝛼

⎤
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎣

𝛼/𝑠 −𝛽/𝑠
−−𝛽/𝑠 𝛼/𝑠

⎤
⎥
⎥
⎦

∈ ℍ.

所以这是除环．考察这矩阵环的基将解释它为何叫“四元数”．令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝛽 = 𝑐 + 𝑑𝑖，
则元素可写为

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑎 + 𝑏𝑖 𝑐 + 𝑑𝑖
−𝑐 + 𝑑𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖

⎤
⎥
⎥
⎦

= 𝑎
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0
0 1

⎤
⎥
⎥
⎦⎵⎵

𝐸

+𝑏
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑖 0
0 −𝑖

⎤
⎥
⎥
⎦⎵⎵

𝐼

+𝑐
⎡
⎢
⎢
⎣

0 1
−1 0

⎤
⎥
⎥
⎦⎵⎵⎵

𝐽

+𝑑
⎡
⎢
⎢
⎣

0 𝑖
𝑖 0

⎤
⎥
⎥
⎦⎵⎵

𝐾

.

于是 ℍ是 ℝ上线性空间，基是 𝐸, 𝐼, 𝐽 , 𝐾，维数是 4．这时 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)就称为四元数．这里，
𝑄8 ≝ {±𝐸, ±𝐼, ±𝐽 , ±𝐾}是一个 8阶非交换（譬如 𝐼𝐽 = −𝐽𝐼）群，称为四元数群． ♢

域中非零元素的乘法构成群，故一定是整环，但反过来不一定对，比如 ℤ是整环但
不是域．但是对于有限集合的情形有以下命题．

10.1.11命题 有限整环是域．

证明 只需验证非零元素都可逆．设 𝑅 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}，对每个 𝑎 ∈ 𝑅∗，都考虑集合

𝐿𝑎 = {𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛} ⊆ 𝑅．因为消去律成立，所以这集合元素各不相同，这就迫使𝐿𝑎 = 𝑅．
特别地 1 ∈ 𝐿𝑎，所以 𝑎可逆． ◻

习题 10.1
1. 设 𝑅 为环并定义 𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + (−𝑏)．证明：在 𝑅 中有 −(𝑎 + 𝑏) = (−𝑎) + (−𝑏) = −𝑎 − 𝑏，
−(𝑎 − 𝑏) = (−𝑎) + 𝑏，−(𝑎𝑏) = (−𝑎)𝑏 = 𝑎(−𝑏)，(−𝑎)(−𝑏) = 𝑎𝑏，𝑎(𝑏 − 𝑐) = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐．
2. 在全体连续函数 𝑓 ∶ ℝ ⟶ ℝ的集合上定义加法为函数逐点加法，乘法为函数逐点乘法，证明
这一集合构成交换幺环，并计算它的单位群．
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§10.1 环和域的定义 143

3. 设 𝑅是交换幺环，𝑥是无关未定元，在集合

𝑅[[𝑥]] ≝
{

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 ∶ 𝑎𝑛 ∈ 𝑅
}

上规定加法
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛 +
∑∞

𝑛=0 𝑏𝑛𝑥𝑛 ≝
∑∞

𝑛=0(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑥𝑛 和乘法

(

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛
) (

∞∑
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥𝑛
)

≝
∞∑

𝑛=0 (

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘)
𝑥𝑛.

(1) 证明：此时 𝑅[[𝑥]]构成交换幺环），称为 𝑅上的形式幂级数环．
(2) 证明：幂级数 𝑓 ∈ 𝑅[[𝑥]]可逆当且仅当 𝑓 的常数项 𝑎0 可逆．

4. 给定素数 𝑝，考虑映射 𝑣𝑝 ∶ ℚ ⧵ {0} ⟶ ℤ：

𝑣𝑝 (
𝑎
𝑏 ) = 𝛼 其中

𝑎
𝑏 = 𝑝𝛼 𝑐

𝑑 , gcd(𝑎, 𝑏) = 1, 𝑝 ∤ 𝑐, 𝑝 ∤ 𝑑.

令 𝑅 = {𝑥 ∈ ℚ ∶ 𝑣𝑝(𝑥) ≥ 0} ∪ {0}，证明：𝑅是 ℚ的子环，并计算 𝑅中的单位．

5. 设 𝑎, 𝑏是幺环中的元素，证明：1 − 𝑎𝑏可逆当且仅当 1 − 𝑏𝑎可逆．
6. 证明：每一个非交换环都至少有 8个元素，并举出一个非交换环的例子，它恰有 8个元素．
7. 设 𝑅是整环，𝑚, 𝑛是互素的正整数，元素 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅满足 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛, 𝑎𝑚 = 𝑏𝑚，证明：𝑎 = 𝑏．如果 𝑅不
是整环，命题是否成立？说明理由．

8. 设 𝑅是整环，在集合 𝑅 × 𝑅∗ 上定义关系 (𝑟, 𝑠) ∼ (𝑟′, 𝑠′) ⟺ 𝑟𝑠′ = 𝑟′𝑠．
(1) 证明这一关系是等价关系．
用 𝑟

𝑠 记 (𝑟, 𝑠)所在的等价类，并在等价类的集合

Frac(𝐹 ) ≝ {
𝑟
𝑠 ∶ 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑅∗

}

上定义运算：
𝑟
𝑠 + 𝑟′

𝑠′ = 𝑟𝑠′ + 𝑠𝑟′

𝑠𝑠′ , 𝑟
𝑠

𝑟′

𝑠′ = 𝑟𝑟′

𝑠𝑠′ .

(2) 证明：这一定义是良定义，而且所得 Frac(𝐹 )是域，称为整环 𝑅的分式域．
(3) 分别求出 ℤ和 ℤ[𝑥]的分式域．

9. 设 𝑑 是一个整数，且√|𝑑|不是整数，考虑 ℚ[√𝑑] ≝ {𝑎 + 𝑏√𝑑 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}．
(1) 证明：这一集合在 ℂ的一般加法和乘法下构成域．
(2) 设 𝑑 = 𝑐𝑝𝑒1

1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟
𝑟 ，令 𝑑′ = 𝑐𝑝𝑒′

1
1 ⋯ 𝑝𝑒′

𝑟
𝑟 ，其中 𝑒′

𝑖 是 𝑒𝑖 除以 2的余数，𝑐 = ±1．证明：ℚ[√𝑑] =
ℚ[√𝑑′]．

10. 求出 ℤ𝑛 的全部子环；给出子域的定义，然后求出 ℚ的全部子域．

11. 设 𝑅是环，若每个 𝑎 ∈ 𝑅都满足 𝑎2 = 𝑎（幂等），就称 𝑅是 Boole环．证明：对每个 𝑎 ∈ 𝑅，
2𝑎 = 0，而且 𝑅是交换环．若将条件改为 𝑎3 = 𝑎，证明：6𝑎 = 0而且 𝑅是交换环．
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144 十 环和域

12. 设 𝑋 是非空集合，在 𝒫 (𝑋)上定义运算：𝐴 + 𝐵 ≝ 𝐴 △ 𝐵, 𝐴𝐵 ≝ 𝐴 ∩ 𝐵，证明：这样就将 𝒫 (𝑋)
做成一个 Boole环．
13. 设 𝐿是一个至少有两个元素的环（本题不预先假设其有 1），且对每个 𝑎 ∈ 𝐿 ⧵ {0}都存在唯
一 𝑏使得 𝑎𝑏𝑎 = 𝑎．证明：
(1) 𝐿无零因子；
(2) 在题设条件下，𝑏𝑎𝑏 = 𝑏；
(3) 𝐿有 1；
(4) 𝐿是除环．

14. 设 𝑅是环，令中心 𝑍𝑅 ≝ {𝑧 ∶对每个 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑧𝑟 = 𝑟𝑧}．
(1) 环的中心是否为子环？是否为理想？
(2) 求出四元数体 ℍ的中心；设 𝐹 为域，求出矩阵环 𝐹 𝑛×𝑛 的中心．

10.2 环同态和理想
比照研究群结构的思路，环的同态和同构等概念是将各种环联系在一起的有力工

具，由此还可引入理想的概念．

10.2.1定义 设 𝑅, 𝑅′ 是两个环，映射 𝜎 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑅′ 称为同态，如果它保运算：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝜎(𝑥 + 𝑦) = 𝜎(𝑥) + 𝜎(𝑦), 𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦), 𝜎(1𝑅) = 1𝑅′ .

10.2.2注 (i)环同态当然是其加法群的同态，故 𝜎(0𝑅) = 0𝑅′．但是定义中 𝜎(1𝑅) = 1𝑅′

的要求是必需的，因为乘法只构成幺半群．

(ii)对于域来说，同态的概念类似环同态定义，但是因为这时乘法构成群，故不在定
义中要求 𝜎(1𝑅) = 1𝑅′．此外，非平凡域同态一定是单同态，这一点利用理想的语言最易

论证． ♤

环同态的核应该是加法群的同态核：

ker𝜑 = {𝑟 ∈ 𝑅 ∶ 𝜑(𝑟) = 0𝑅′}.

但是它还有具有不同于群同态核的独特性质．设 𝐼 = ker𝜑，我们注意到对于每个
𝑟 ∈ 𝑅, 𝑖 ∈ 𝐼 都有 𝜑(𝑟𝑖) = 𝜑(𝑟)𝜑(𝑖) = 0，即 𝑟𝑖 ∈ 𝐼．同态核对乘法有吸收作用．把具有这
样性质的环的子集总结成下面的定义：

10.2.3定义 设 𝑅是环，加法子群 𝑆 ⊆ 𝑅称为左理想，如果对任意的 𝑟 ∈ 𝑅，𝑟𝑆 ⊆ 𝑆；称
为右理想，如果对任意的 𝑟 ∈ 𝑅，𝑆𝑟 ⊆ 𝑆．同时是左理想和右理想的 𝑆 称为理想．

10.2.4例 设 𝑅[𝑥]是环 𝑅上的一元多项式环，考虑在 𝑐 ∈ 𝑅处的求值，这是一个同态
𝑅[𝑥] ⟶ 𝑅∶ 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑐)．特别地，设 𝐼 表示常数项为 0的多项式的集合，则根据同态
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§10.2 环同态和理想 145

基本定理 𝑅[𝑥]/𝐼 ≅ 𝑅，𝐼 是一个理想． ♢

显然 {0}, 𝑅都是 𝑅的理想，称为平凡理想．
从理想的定义中能看出，如果理想 𝐼 满足 1 ∈ 𝐼，则 𝐼 = 𝑅．进一步，如果 𝑎 ∈ 𝐼 是环

中的单位，则 𝑎 ∈ 𝐼 ⟹ 𝐼 = 𝑅．因此非平凡理想中的元素都不可逆．进一步，这表明除
环和域都没有非平凡理想，这样的环称为单环．另外一个比较有趣的单环的例子如下：

10.2.5例题 证明：数域 𝐾 上的 𝑛阶矩阵环没有非平凡理想．

证明 设 0 ≠ 𝐼 为 𝐾𝑛×𝑛 的理想，去证明 𝐼 = 𝐾𝑛×𝑛，要旨是用一组基去简化问题．设

𝐸𝑖𝑗 ∈ 𝐾𝑛×𝑛 是只有 𝑖行 𝑗 列元为 1的矩阵，我们有

𝐸𝑚𝑛𝐸𝑝𝑞 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐸𝑚𝑞 (𝑛 = 𝑝),
0 (否则).

只需要用理想中的元素去乘出全部的 𝐸𝑖𝑗 即可．

设 (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 = 𝐴 ∈ 𝐼 不是零矩阵，比如 𝑎𝑙𝑘 ≠ 0，则 𝐸𝑙𝑙 (𝐴 =
∑

𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝐸𝑖𝑗) 𝐸𝑘𝑘 = 𝑎𝑙𝑘𝐸𝑙𝑘，

于是对于任意的 𝑖, 𝑗，𝐸𝑖𝑙𝑎𝑙𝑘𝐸𝑙𝑘𝐸𝑘𝑗𝑎−1
𝑙𝑘 = 𝐸𝑖𝑗 ∈ 𝐼，于是 𝐼 = 𝐾𝑛×𝑛． ◻

有了理想的概念之后，我们也像群论中一样问，如何描述包含某个元素 𝑎的理想？

10.2.6定义 设 𝑎 ∈ 𝑅，𝑅中所有含 𝑎的理想的交（或等价地，最小的理想）称为 𝑎生成
的主理想，记为 (𝑎)．若环 𝑅的理想都是主理想，就称 𝑅是主理想环．同样可定义子集 𝑆
生成的理想 (𝑆)，生成元集和有限生成等概念．

和群中的论证一样，我们可以证明

(𝑎) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘∑
𝑖=1

𝑟𝑖𝑎𝑠𝑖 ∶ 𝑟𝑖, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅, 𝑘 ∈ ℕ
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

特别地，当 𝑅交换时 (𝑎) = {𝑎𝑟 ∶ 𝑟 ∈ 𝑅}．

10.2.7例 (i)接续例 10.2.4，𝐼 是由 (𝑥)生成的主理想．
(ii) (2, 𝑥)生成的理想不是 ℤ[𝑥]的主理想．如果 (2, 𝑥) = (𝑓(𝑥))，则一定存在 𝑔(𝑥)使

得 2 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)．因为 ℤ是整环，所以 deg 𝑓(𝑥) = deg 𝑔(𝑥) = 0．从而 𝑓(𝑥) ∈ {±1, ±2}．
如果 𝑓(𝑥) ∈ {±1}，则 (𝑓 (𝑥)) = ℤ[𝑥]，但是 (2, 𝑥)中的多项式的常数项皆为偶数，矛盾；如
果 𝑓(𝑥) ∈ {±2}，则存在某个 ℎ(𝑥)使得 𝑥 = 2ℎ(𝑥)，这也是不可能的． ♢

下面是主理想环中的一个非常重要的例子．

10.2.8命题 ℤ是主理想（整）环．
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146 十 环和域

证明 考虑 ℤ的理想 𝐼，它是 ℤ加法群的子群．因为 ℤ加法群循环，故 𝐼 作为子群亦循
环，设生成元是 𝑎，则 𝐼 = (𝑎)是主理想． ◻

和群中商群的构造一样，接下来我们造一个商环及自然映射，使得理想都是同态核，

于是理想就确实和正规子群一样具有重要性了．

设 𝐼 是 𝑅的理想，考虑 𝐼 的加法陪集 𝑎 + 𝐼 ≝ {𝑎 + 𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}，定义这些陪集的运算
如下：

𝑎 + 𝐼 + 𝑏 + 𝐼 ≝ (𝑎 + 𝑏) + 𝐼,
(𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼) ≝ 𝑎𝑏 + 𝐼.

因为环上加法是交换群，故加法良定．设 𝑎 + 𝐼 = 𝑎′ + 𝐼, 𝑏 + 𝐼 = 𝑏′ + 𝐼，则 𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′ =
𝑎𝑏 − 𝑎𝑏′ + 𝑎𝑏′ − 𝑎′𝑏′ = 𝑎 (𝑏 − 𝑏′)⎵⎵

∈𝐼

+ (𝑎 − 𝑎′)⎵⎵
∈𝐼

𝑏′ ∈ 𝐼，故乘法良定．不难验证在这样的加法

和乘法下，{𝑎 + 𝐼 ∶ 𝑎 ∈ 𝑅}成为一个环，称为 𝑅对 𝐼 的商环 𝑅/𝐼．
进一步，设 𝐼 是环 𝑅的理想，则自然同态 𝑅 ⟶ 𝑅/𝐼 ∶ 𝑟 ↦ 𝑟 + 𝐼 的同态核就是 𝐼．如

此，将群的几个同构定理中的子群适当地换成理想，乘法适当地换为加法，则它们对环都

成立．比如，类似群中的同态基本定理，我们有 𝑅/ ker𝜑 ≅ im𝜑．我们下面再叙述环的第
二和第三同构定理，首先有必要引入理想的运算：

10.2.9定义 设 𝐼, 𝐽 是环 𝑅的理想．定义
⋄ 加法为 𝐼 + 𝐽 ≝ {𝑖 + 𝑗 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽}；
⋄ 交为 𝐼 ∩ 𝐽 ≝ {𝑘 ∶ 𝑘 ∈ 𝐼, 𝑘 ∈ 𝐽}；
⋄ 乘法为 𝐼𝐽 ≝ {

∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖1𝑎𝑖2 ∶ 𝑎𝑖1 ∈ 𝐼, 𝑎𝑖2 ∈ 𝐽}．

容易验证这些运算的结果还是理想，而且上面罗列的顺序是按集合“从大到小”排列的：

𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 ⊆ 𝐼 + 𝐽．此外，理想的加法和乘法还满足分配律．

10.2.10定理 设 𝐼, 𝐽 都是环 𝑅的理想，那么
(i) 𝐼/𝐼 ∩ 𝐽 ≅ (𝐼 + 𝐽)/𝐽；
(ii) 如果 𝐼 ⊆ 𝐽，则 (𝑅/𝐼)/(𝐽 /𝐼) ≅ 𝑅/𝐽．

请读者模仿群的部分所学证明以上同构定理．

10.2.11例 (i) 设 (𝑚), (𝑛) 是 ℤ 的理想，则我们有：(𝑚) + (𝑛) = (gcd(𝑚, 𝑛))，(𝑚) ∩ (𝑛) =
(lcm(𝑚, 𝑛))和 (𝑚)(𝑛) = (𝑚𝑛)．

(ii)现在考虑 ℤ的两个理想 (𝑚), (𝑛)，第二同构定理指出

(𝑛) + (𝑚)/(𝑚) ≅ (𝑛)/(𝑛) ∩ (𝑚),

或等价地 (gcd(𝑚, 𝑛))/(𝑚) ≅ (𝑛)/(lcm(𝑚, 𝑛))．利用两边商群元素数量相等立刻得到 𝑚𝑛 =
gcd(𝑚, 𝑛) lcm(𝑚, 𝑛)，这正是熟知的结论（定理 8.2.14）． ♢
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习题 10.2
1. 叙述并证明环的第一、第二和第三同构定理．
2. 设 𝑅为交换幺环，证明：𝑅为单环当且仅当 𝑅是域．
3. 设 𝑅是交换环，重新定义加法 ⊕和乘法 ⊙如下：𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 1; 𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏．证明：
(𝑅, ⊕, ⊙)是交换环，且和原来的环同构．
4. 设 𝐼, 𝐽 , 𝐾 是环 𝑅的理想．
(1) 证明：𝐼𝐽 , 𝐼 ∩ 𝐽 , 𝐼 + 𝐽 都是 𝑅的理想．
(2) 证明：𝐼(𝐽 + 𝐾) = 𝐼𝐽 + 𝐼𝐾．
(3) 假设 𝐽 ⊆ 𝐼，证明：𝐼 ∩ (𝐽 + 𝐾) = 𝐽 + (𝐼 ∩ 𝐾)．

5. 设 𝐼 是交换幺环 𝑅的理想，证明：rad 𝐼 ≝ {𝑟 ∈ 𝑅 ∶存在 𝑛 ∈ ℤ≥1 使得 𝑟𝑛 ∈ 𝐼}也是理想，称为 𝐼
的根．满足 rad 𝐼 = 𝐼 的理想称为根理想，写出 ℤ中根理想的全体．
6. 设 𝐽1, 𝐽2 为环 𝑅的理想，称 𝐽1, 𝐽2 互素，如果 𝐽1 + 𝐽2 = 𝑅．证明：若 𝑅的理想 𝐽 , 𝐽1 和 𝐽 , 𝐽2 分别

互素，则 𝐽 与 𝐽1𝐽2, 𝐽1 ∩ 𝐽2 也分别互素．

7. 设 𝑃 是交换幺环 𝑅的理想，若对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，𝑎𝑏 ∈ 𝑃 推出 𝑎 ∈ 𝑃 或 𝑏 ∈ 𝑃，就称 𝑃 是素理想；
若没有真包含 𝑃 的非平凡理想，就称 𝑃 是极大理想．
(1) 求出 ℤ的全部极大理想和素理想．
(2) 证明：𝑃 是素理想等价于 𝑅/𝑃 是整环；𝑃 是极大理想等价于 𝑅/𝑃 是域．
(3) 证明：极大理想必是素理想．

8. 设 𝑅为环，若存在 𝑥 ∈ 𝑅和 𝑛 ∈ ℤ>0 使得 𝑥𝑛 = 0，就称 𝑥是幂零元素．证明：若 𝑥是幂零元素，
则 1 − 𝑥可逆；而且交换环中所有幂零元素构成一个理想．求出 ℤ𝑛 的全部幂零元素．

9. 设 𝑅为交换环，证明：𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]为可逆元，当且仅当 𝑓(𝑥)的常数项为 𝑅中单位且其他系数
均为 𝑅中幂零元．
10. 设 𝑅是幺环，正整数 𝑛 ≥ 2，证明：𝐽 是矩阵环 𝑅𝑛×𝑛 的理想当且仅当存在 𝑅的理想 𝐼 使得
𝐽 = 𝐼𝑛×𝑛．

11. 设 𝑅, 𝑆 都是环，𝜑∶ 𝑅 ⟶ 𝑆 是保持幺元的满同态，请问下面的命题是否正确？说明理由．
(1) 𝜑把零因子映为零因子．
(2) 𝜑把整环映为整环．
(3) 如果 𝑆 是整环，则 𝑅是整环．
(4) 𝜑把可逆元映为可逆元．
(5) 对 𝑎 ∈ 𝑅，如果 𝜑(𝑎)可逆，则 𝑎可逆．

12. 设 𝑚, 𝑛为正整数，求 ℤ𝑚 ⟶ ℤ𝑛 的全部环同态．

13. 设 𝑅是交换幺环．证明 𝑅[𝑥]是主理想整环当且仅当 𝑅是域．
14. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 为环且 𝜑∶ 𝐴 ⟶ 𝐵, 𝜓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐶 都是满环同态，证明：

𝐵/𝜑(ker𝜓) ≅ 𝐴/(ker𝜑 + ker𝜓) ≅ 𝐶/𝜓(ker𝜑).
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10.3 有限域
于前面定义域时我们提到，所有整数模 𝑛的既约剩余系在模 𝑛运算下构成一个域．

这其中有一类特别的域，即素数 𝑝以及 ℤ𝑝 = {0, 1, 2, … , 𝑝 − 1}，它是一个元素个数有限
的域，称为有限域．

有限域在密码学中有着重要的应用．我们现在从 ℤ𝑝 入手来构造全部的有限域，首

先需要刻画关于 ℤ𝑝 的一个性质．

10.3.1定义 设 𝐹 是域，使得 𝑛 × 1 = 0的最小正整数 𝑛称为域的特征，记为 char(𝐹 )．如
果不存在这样的正整数，则称 char(𝐹 ) = 0．

10.3.2命题 域的特征如果不是零，就一定是素数．

证明 若不然，设 char(𝐹 ) = 𝑛 = 𝑛1𝑛2 (1 < 𝑛1 ≤ 𝑛2 < 𝑛)，则 (𝑛1 × 1) × (𝑛2 × 1) = 0，因为域
是整环，这就导出 char(𝐹 ) ≤ 𝑛1 < 𝑛或 char(𝐹 ) ≤ 𝑛2 < 𝑛，矛盾． ◻

从同态的角度看域的特征则更加清晰．设域 𝐹 的特征为 𝑝，环同态 ℤ ⟶ 𝐹 ∶ 𝑛 ↦
𝑛 × 1的核是 (𝑝)．由此可见，ℤ/(𝑝) ↪ 𝐹．

⋄ 若 𝑝 = 0，则 ℤ嵌入 𝐹．我们还可以证明，ℚ是能被 ℤ嵌入的最小域（粗略地说，根
据乘法封闭性知道 𝑝

𝑞 必在所嵌入的域中，参看习题 10.1.8），因此 ℚ是最小的特征
为 0的域．

⋄ 若 𝑝 > 0，则 ℤ/(𝑝)嵌入 𝐹，即有限域 ℤ𝑝 可看成每个特征为 𝑝的子域，所以 ℤ𝑝 是最

小的特征为 𝑝的域．

由于这样的最小性，ℤ𝑝 和 ℚ统称素域．
下面考虑如何从 ℤ𝑝 出发，构造更大的有限域．我们知道，在数域上可以建立多项式

环的基本理论，包括带余除法、最大公因子、Bézout等式、不可约多项式等，这些都和整
数的算术性质类似，而且对于一般的域上的多项式，它们也是成立的．

10.3.3定理 设 𝐹 是域，那么 𝐹 [𝑥]满足以下性质：
(i) 𝐹 [𝑥]是整环；
(ii) 𝐹 [𝑥]中的可逆元恰好为 𝐹 ⧵ {0}，即全体非零常数；
(iii) 带余除法：设 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]，𝑔(𝑥) 非零，则存在唯一的 𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] 使得

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)，满足 deg 𝑟(𝑥) < deg 𝑔(𝑥)（这样就可以像整数一样推出一整
套整除理论，特别是不可约多项式的地位）；

(iv) 𝐹 [𝑥]中理想都是主理想．

证明 对于 (i)，设 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]均非零，那么它们的最高次项次数 𝑎𝑚, 𝑏𝑛 均非零，从

而由 𝐹 为整环得 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑎𝑚𝑏𝑛𝑥𝑚+𝑛 + ⋯ 不为零．

对于 (ii)，注意到域上有 deg 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = deg 𝑓(𝑥)⋅deg 𝑔(𝑥)，所以 deg 𝑓(𝑥) = deg 𝑔(𝑥) =
1，这样它们均为可逆常数，故就是 𝐹 ⧵ {0}．
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(iii)存在性：我们对 𝑛 = deg 𝑓(𝑥)作归纳．设 𝑓(𝑥) =
∑𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖, 𝑔(𝑥) =
∑𝑚

𝑖=0 𝑏𝑖𝑥𝑖．当

𝑛 = 𝑚 = 0时，取 𝑟(𝑥) = 0, 𝑞(𝑥) = 𝑎0𝑏−1
0 即可．假设对于 deg 𝑓(𝑥) ≤ 𝑛 − 1时均有带余除

法，由于 𝑓(𝑥) − 𝑎𝑛𝑏−1
𝑚 𝑥𝑛−𝑚𝑔(𝑥)次数小于 𝑛，所以存在 𝑟(𝑥), 𝑞′(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]满足

𝑓(𝑥) − 𝑎𝑛𝑏−1
𝑚 𝑥𝑛−𝑚𝑔(𝑥) = 𝑞′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) (deg 𝑟(𝑥) < deg 𝑔(𝑥)).

那么令 𝑞(𝑥) = 𝑎𝑛𝑏−1
𝑚 𝑥𝑛−𝑚 + 𝑞′(𝑥)即可．

唯一性．如果 𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) = 𝑞′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟′(𝑥)，那么 (𝑞(𝑥) − 𝑞′(𝑥))𝑔(𝑥) =
𝑟′(𝑥) − 𝑟(𝑥)．注意到除非 𝑞(𝑥) = 𝑞′(𝑥)，左边的次数大于等于 𝑔(𝑥)，而右边严格小于 𝑟(𝑥)，
所以一定有 𝑞(𝑥) = 𝑞′(𝑥), 𝑟(𝑥) = 𝑟′(𝑥)．

(iv)是 (iii)的直接推论．设 𝐼 为 𝐹 (𝑥)的理想，不妨设该理想非平凡，则可任取 𝐼
中次数最小的多项式 𝑔(𝑥)．因为理想非平凡，故 deg 𝑔(𝑥) ≥ 1．任取 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼 并作带
余除法 𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)．鉴于 𝐼 为理想，我们有 𝑟(𝑥) ∈ 𝐼，故由 𝑔(𝑥)的选择表明
deg 𝑟(𝑥) = 0．这说明 𝐼 ⊆ (𝑓(𝑥))．显然有 (𝑓 (𝑥)) ⊆ 𝐼，所以 𝐼 为主理想． ◻

利用域 𝐹 上的不可约多项式，我们下面说明可以构造一个更大的商环 𝐹 [𝑥]/(𝑓 (𝑥))，
使得该商环具有域的结构．

10.3.4定理 设 𝐹 是域，𝐹 [𝑥]/(𝑓 (𝑥))是域当且仅当 𝑓(𝑥)是 𝐹 [𝑥]中不可约多项式．

证明 必要性．假设 𝑓(𝑥)可约，设 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)，且 deg 𝑝, deg 𝑞 < deg 𝑓，立刻看出商
环中 𝑝(𝑥) + (𝑓(𝑥))和 𝑞(𝑥) + (𝑓(𝑥))相乘为零元素，表明 𝐹 [𝑥]/(𝑓 (𝑥))非整环，矛盾．
充分性，只需验证每个非零元都有逆．事实上，𝑔(𝑥) + (𝑓(𝑥)) 不为零表明 𝑔(𝑥) 不

为 𝑓(𝑥) 的倍数，而 𝑓(𝑥) 不可约，所以必有 gcd(𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1，由 Bézout 等式得到
𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) = 1，于是 𝑣(𝑥) + (𝑓(𝑥))就是 𝑔(𝑥) + (𝑓(𝑥))的逆． ◻

10.3.5例 𝑥2 + 1 在 ℝ[𝑥] 上为不可约多项式，考虑域 ℝ[𝑥]/(𝑥2 + 1) 及映射 ℂ ⟶
ℝ[𝑥]/(𝑥2 + 1)∶ 𝑎 + 𝑏𝑖 ↦ 𝑎 + 𝑏𝑥，易证新域同构于 ℂ，其中 𝑡 表示 𝑡 所在的等价类
（关于模 𝑥2 + 1）．实际上 ℝ商任何一个 ℝ上不可约多项式生成的理想得到的域都和 ℂ
同构． ♢

仔细考虑上面的商环 𝐹 [𝑥]/(𝑓 (𝑥))，利用带余除法立刻得到商环中每个等价类都可唯
一地用一个次数小于 deg 𝑓 的多项式来作为代表元，因而 |𝐹 [𝑥]/(𝑓 (𝑥))| = |𝐹 |deg 𝑓．于是

上述定理的重要性在于它给我们提供了一个构造指定阶数有限域的方法．

10.3.6例题 构作一个 4个元素的有限域并列出其加法表和乘法表．

解 因为 𝑥2 + 𝑥 + 1是 ℤ2[𝑥]上不可约多项式，只需作出 ℤ2[𝑥]/(𝑥2 + 𝑥 + 1)的乘法表，代

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



150 十 环和域

表元为 0, 1, 𝑥, 𝑥 + 1．接下来无非是计算．

+ 0 1 𝑥 𝑥 + 1

0 0 1 𝑥 𝑥 + 1
1 1 0 𝑥 + 1 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥 + 1 0 1

𝑥 + 1 𝑥 + 1 𝑥 1 0

× 0 1 𝑥 𝑥 + 1

0 0 0 0 0
1 0 1 𝑥 𝑥 + 1
𝑥 0 𝑥 𝑥 + 1 1

𝑥 + 1 0 𝑥 + 1 1 𝑥 ◻

运用更深入的思想可以证明如下结论：

10.3.7定理 存在且在同构意义下仅存在一个阶 𝑝𝑛 (𝑝是素数，𝑛 ≥ 1)的有限域，而且不
存在其他阶的有限域．

此定理刻画了有限域的基本类型．由于有限域是 Galois首先系统研究的，为纪念 Galois，
有限域也称为 Galois域．于是今后有限域都可以记为 GF(𝑝𝑛)或者 𝔽𝑝𝑛．

为了构造有限域，往往需要找出有限素域上的不可约多项式．数域上的 Eisenstein
判别法如果要在一般的域中使用，实际上仍需要做一些推广（主要是定义上的）．不

过，因为有限素域上的多项式可以看成整系数多项式，所以各种判定方法大体是可以使

用的．

10.3.8例题 求 GF(2)上所有的 2、3、4次不可约多项式．

解 作为不可约多项式，常数项必然为 1（于是这里 Eisenstein判别法不便使用），所以
2次不可约多项式只可能在 𝑥2 + 𝑥 + 1和 𝑥2 + 1 = (𝑥 + 1)2 中，再用 𝑥 + 1试除，即得
𝑥2 + 𝑥 + 1不可约．
用 𝑥 + 1试除时我们发现，𝑥 + 1是某多项式的因式，当且仅当其系数中有偶数个 1，

因此 3次不可约多项式只能在 𝑥3 + 𝑥2 + 1和 𝑥3 + 𝑥 + 1中，用二次不可约多项式试除发
现都除不尽，因此它们都不可约．

同样，先排除 4次多项式中被 𝑥 + 1除尽的，还剩下 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1, 𝑥4 + 𝑥3 +
1, 𝑥4 + 𝑥2 + 1, 𝑥4 + 𝑥 + 1，这里可约的只可能是 (𝑥2 + 𝑥 + 1)2，因此除去 𝑥4 + 𝑥2 + 1都是不
可约的． ◻

习题 10.3
1. 设域 𝐹 的特征为 𝑝 > 0，证明：对任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 有 (𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝．

2. 证明有限素域 ℤ𝑝 的乘法群一定是循环群．

3. 设 𝑅是环，使得 𝑛 × 1 = 0的最小正整数 𝑛称为环的特征，记为 char(𝑅)．如果不存在这样的正
整数，则称 char(𝑅) = 0．
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(1) 计算 ℚ, ℤ[𝑥], ℤ𝑛[𝑥]以及 Boole环的特征．
(2) 设 𝑅是环，考虑映射

𝜎(𝑘) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

1 + ⋯ + 1⎵⎵⎵
𝑘个

(𝑘 > 0),

0 (𝑘 = 0),
(−1) + ⋯ + (−1)⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

−𝑘个

(𝑘 < 0).

证明 𝜎 为同态并求出其同态核．
(3) 设 𝑝, 𝑞为不同的素数，是否存在恰有 𝑝𝑞个元素的整环？

4. 环商掉理想的形象含义，其实是将环中元素按照理想对应的关系“杀掉”一些元素．
(1) 证明：ℤ[𝑥]/(𝑥2 + 1) ≅ ℤ[𝑖]，以及 ℤ[𝑖]为主理想环．
(2) 定出 ℤ[𝑥]/(2, 𝑥)的结构．

5. 设 𝐹 是域．考虑二元多项式环 𝐹 [𝑥, 𝑦] 和一元多项式环 𝐹 [𝑥] 之间的映射：𝜎 ∶ 𝑓(𝑥, 𝑦) ↦
𝑓(𝑥2, 𝑥3)．
(1) 证明 𝜎 为环同态并求出同态核 ker 𝜎 和同态像 im 𝜎．
(2) im 𝜎 是否为主理想环？证明或者举出一个非主理想．

6. 设 𝑝为素数，考虑环 ℤ𝑝 上的非常数多项式 𝑓(𝑥)．
(1) 对 𝑎 ∈ ℤ𝑝，证明：𝑓(𝑎) = 0当且仅当 𝑥 − 𝑎是 𝑓(𝑥)的因子．
(2) 通过对 deg 𝑓(𝑥)归纳证明：𝑓(𝑥)在 ℤ𝑝 上至多只有 deg 𝑓(𝑥)个根．

7. 在非交换环上，𝑛次多项式的根的个数可能超过 𝑛个，请通过在四元数体 ℍ上构造无穷多个
𝑥2 + 1的根来说明这一点．
8. 在 ℤ2[𝑥]上有多项式 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1．
(1) 用 𝑔(𝑥)除 𝑓(𝑥)，给出商和余数．
(2) 求多项式 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) ∈ ℤ2[𝑥]使得 𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) = 1．
(3) 计算 𝑔(𝑥)10 除以 𝑓(𝑥)的余数．

9. 设 𝐹 为有 𝑝𝑛 个元素的有限域．

(1) 证明：𝐹 中非零元素构成的乘法群是循环群，且对任意的 𝑥 ∈ 𝐹 都有 𝑥𝑝𝑛 = 𝑥．
(2) 证明：在 𝐹 [𝑥]上有分解

𝑥𝑝𝑛 − 𝑥 =
∏
𝑎∈𝐹

(𝑥 − 𝑎).

(3) 构造一个有 27个元素的有限域，并明确指出这个有限域的乘法群的一个生成元．

10. 设 𝐹 = GF(125)为含有 125个元素的有限域，考虑映射 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥31，试问 im 𝑓 为何？证明你
的结论．

11. 域 𝐹 称为代数封闭的，若对每个 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]，𝑓(𝑥)的根都在 𝐹 中．证明：代数封闭域必定是
无限域．

12. 大洋国的核弹发射密码 𝑠是 𝑚比特二进制数．该密码通过如下方式分散地掌握在和平部的 𝑛
位部长手中（已知密码充分长 2𝑚 > 𝑛）：
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(i)在域 𝔽2𝑚 中均匀随机选择 𝑘 − 1个元素 𝑎1, … , 𝑎𝑘−1，并令 𝑎0 = 𝑠．
(ii)考虑多项式 𝔽2𝑚 [𝑥] ∋ 𝑓(𝑥) =

∑𝑘−1
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖，均匀随机选择 𝑛个 𝔽2𝑚 中不同的非零元素 𝛼1, … , 𝛼𝑛

（公开），把 𝑆𝑖 = (𝛼𝑖, 𝑓 (𝛼𝑖))告诉部长 𝑖．
证明：

(1) 若至少 𝑘位部长达成共识，则他们可以正确算出唯一的核弹发射密码，开始战争；
(2) 若少于 𝑘位部长达成共识，则他们无法得知密码，即只依赖这些部长的 𝑆𝑖 得到 𝑠的概率不大
于 2−𝑚，相当于随机猜测． 提示 运用 Lagrange插值法．

13. 设 𝔽3, 𝔽4 分别为有 3个和 4个元素的有限域．
(1) 求出 𝔽3[𝑥]上全部三次不可约多项式．
(2) 𝔽4[𝑥]上有几个三次不可约多项式？

14. 有限域 GF(𝑝)上有多少个可逆的 𝑛 × 𝑛的矩阵？
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11 | 基本计数
阅读提示

本章介绍一些基本的计数方法，在方法上需要读者着重掌握一一对应和算两次的

办法（§11.1节），在概念上主要涉及组合数、容斥原理和抽屉原理（依次为 §11.2、
§11.3和 §11.4节）．这些概念和方法都是读者有所熟悉而且不自觉在使用的，惟
需要读者结合习题多多练习．对于基本的计数模型，推荐读者在阅读完之后填写

习题 11.3.1中的表格．

组合数学这一词汇是在 Leibniz 1666年的论文首先提出的，不过在此之前，组合数
学的问题已经层出不穷，比如我国的古书《易经》中就已经提到了幻方问题．二十世纪

下半叶以来，组合数学蓬勃发展，它为计算机科学的问题的解决提供了大量的方法，而后

者又提出了许多新的组合数学问题．这是我们专辟若干章节来介绍简单的组合数学的

原因．

组合数学中最古老和最基本的分支之一是组合计数，它研究的问题就是算出满足特

定条件的组合结构的数目．尽管所涉及的问题的描述相当浅易，计数所运用的方法却是

千变万化，其中的思想则贯穿组合数学之始终．本章我们就先来介绍这些基本的思想和

方法．

11.1 基本模型
设 𝑆 是有限集合，我们总是用 |𝑆|来表示 𝑆 中元素的个数．具有 𝑛个元素的集合简

称 𝑛元集合，其中一个样板为指标集 {1, 2, … , 𝑛}，记为 [𝑛]．
一切的基础是所谓的加法原理和乘法原理．用自然语言表述，它们分别是：

(i) 若有 𝑎种方式做某事，又有 𝑏种方式做另一件事，且恰好要做其中之一，则一共有
𝑎 + 𝑏种方案做这件事；

(ii) 若有 𝑎种方法做某事，𝑏种方法做另一事，则一共有 𝑎𝑏种方法做此两件事．
可以用集合的语言严格表述如下：
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156 十一 基本计数

11.1.1命题 设 𝑆, 𝑇 都是有限集，那么
(i) 若 𝑆, 𝑇 是不交的集合，则 |𝑆 ∪ 𝑇 | = |𝑆| + |𝑇 |；
(ii) 总有 |𝑆 × 𝑇 | = |𝑆||𝑇 |．

11.1.2例 (i)从北京到上海，每天有 99班航班和 36班高速列车．则由加法原理，从北京
到上海的快速方式共有 99 + 36 = 135种．

(ii)在河内塔问题中，一共有 3个不同的柱子和 𝑛件大小不一的圆盘．我们不允许将
较大的圆盘放置在较小的圆盘上方．决定有多少种合法的放法，即是决定每个盘子放到

哪个柱子上（放好之后，其放法是唯一的），所以由乘法原理共有 3𝑛 种．

(iii)用 ASCII码来编写长度 4～6位的密码，已知可用的码字有 95个（可显示字符），
则同时用加法原理和乘法原理得一共有 954 + 955 + 956 种不同的密码． ♢

利用以上基础，我们再来回顾最基本的两类计数问题，排列和组合．

组合问题就是指从一个组合结构中挑选出指定个数的元素，但不考虑顺序的问题．

于是不计顺序的那些问题往往也被划到组合问题中，这样的问题可以用集合来建模，我

们把从 𝑛元集合中选出 𝑘个元素的组合方法的个数记为 (𝑛
𝑘)．

如果在组合的基础上还要考虑顺序，问题就变成排列，它可以视为一个置换 𝜎 ∈ 𝑆𝑛．

所以置换可以看成有序的集合，也可视为恰由 [𝑛]构成的长度为 𝑛的元组，即是一个有
限长的整数序列．

利用加法和乘法原理可给出排列和组合的计数公式，特别是决定 (𝑛
𝑘)的计算方法．

11.1.3定理 设 𝑆 为 𝑛元集合，那么
(i) 从中选出 𝑘个元素的排列的方法有 𝑛(𝑛 − 1) ⋯ (𝑛 − 𝑘 + 1)种，特别地，𝑛元排列有 𝑛!
种；

(ii) 从中选出 𝑘个元素的组合的方法有 (𝑛
𝑘) = 𝑛!

(𝑛−𝑘)!𝑘! 种．

证明 (i)：做这件事有 𝑘步，第一步有 𝑛种选法，第二步有 𝑛 − 1种，以此类推，因而由乘
法原理，答案为 𝑛(𝑛 − 1) ⋯ (𝑛 − 𝑘 + 1)．

(ii)：在 (i)的基础上，我们知道每种选法可视为元组 (𝑥1, … , 𝑥𝑘)，这些排列中每 𝑘!个
在不计顺序的情况下所得结果是一样的，所以只需要除以 𝑘!即得到答案．这一结果称为
二项式系数． ◻

对于组合数性质的进一步讨论我们留到下一节再继续进行．

除了组合和排列问题的差别之外，我们常常还要考虑结构中的元素是否可以区分．

例如把颜色全部相同的不可区分的红球排成一列，则永远只有 1种排法；把完全相同的
糖果分给一些孩子，则分配方案只和孩子拿到糖果的数目有关，与具体拿到哪个糖果无

关．这些问题则可以用多重集的概念予以建模．

所谓多重集就是元素可以重复的集合，重复元素之间不可区分．

11.1.4定义 多重集𝑀 是有序对 (𝑆, 𝑚)，其中 𝑆 是一个集合，映射 𝑚∶ 𝑆 ⟶ ℤ>0 ∪ {∞}
称为元素的多重度．若 𝑆 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}，则𝑀 可记为 {𝑚(𝑎1) ⋅ 𝑎1, … , 𝑚(𝑎𝑛) ⋅ 𝑎𝑛}．若进一
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步 𝑚(𝑎𝑖) < ∞ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)，就称集合𝑀 含有
∑

𝑎∈𝑆 𝑚(𝑎)个元素．

从多重集中取出一个 𝑟个元素的多重子集，称为多重集的 𝒓组合，相应取法数目称 𝒓
组合数；从中取出一个 𝑟元序列，称为多重集的 𝒓排列，相应取法数目称 𝒓排列数．

11.1.5例 用两面红旗和三面黄旗一面接一面地悬挂在旗杆上，可以组成多少种不同的

标志？这一问题就是多重集 {2 ⋅ 𝑟, 3 ⋅ 𝑦}的 5排列问题． ♢

可以发现，多重集 {𝑚(𝑎1) ⋅ 𝑎1, … , 𝑚(𝑎𝑛) ⋅ 𝑎𝑛} 的 𝑟 组合问题，等价于求解方程
𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟在限制 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑚(𝑎𝑖) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)下的非负整数解组数．我们将该问题
称为整数有序划分．

11.1.6例 (瓮中球) 我们来解决以上整数有序划分问题的一个特殊情形：对每个 𝑖 有
𝑚(𝑎𝑖) = ∞，此时只有 𝑥𝑖 ≥ 0的要求．

考虑这样一个问题：将 𝑛个不可区分的球放到 𝑚个不同的盒子中，每个盒子至少要
放一个球，求放法的个数．

因为球不可区分，所以考虑将 𝑛个球排成一列，在球的空隙中插入隔板来代表分配
结果，第一个隔板左侧的球给 1号盒子，第一个隔板右侧，第二个隔板左侧的球给 2号盒
子，以此类推．

○ ○⎵
1号盒子

∣ ○⎵
2号盒子

∣ ○ ○ ○ ○⎵⎵⎵⎵
3号盒子

∣ ○ ○⎵
4号盒子

因为每个盒子都需要一个球，所以两个隔板不能同时插入一个位置，隔板也不能插在所

有球的某一侧，于是一共有 𝑛 − 1个空隙可选，需要选出 𝑚 − 1个，一共有 (𝑛−1
𝑚−1)种放法．

如果我们把球看成 1，盒子看成变元 𝑥𝑖，则划分得到的是方程 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑚 = 𝑛, 𝑥𝑖 ∈
ℤ>0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)的解．这样的解的个数也是 (𝑛−1

𝑚−1)．
进一步，对方程 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑚 = 𝑛, 𝑥𝑖 ∈ ℤ≥0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚) 的解 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 作变换

(𝑥1 + 1, … , 𝑥𝑛 + 1)得方程 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑚 = 𝑛 + 𝑚, 𝑥𝑖 ∈ ℤ>0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)的解，反过来后者的
解减去 1就得到一个前者的解．所以前者解的个数是 (𝑛+𝑚−1

𝑚−1 )． ♢

11.1.7例题 某人有一套 𝑛卷本的百科全书，编号为第 1, 2, … , 𝑛卷．现在他想要从其中
抽取 𝑟卷，使得任意两卷的卷号都不相邻．求抽取方法的种数．

解 设取出的卷号从小到大分别为 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑟，则 𝑥1 ≥ 1, 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≥ 2 (1 ≤ 𝑖 ≤
𝑟 − 1)．由于给定 𝑥1 和所有 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 可以唯一确定 {𝑥𝑖}𝑛

𝑖=1，所以可以直接考虑前者．进

一步令

𝑦1 = 𝑥1, 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 − 1 (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟), 𝑦𝑟+1 = 𝑛 − 𝑥𝑟 + 1,

则 {𝑦𝑖}𝑟+1
𝑖=1 也可唯一确定原序列．留意到 {𝑦𝑖}𝑟+1

𝑖=1 是正整数序列，满足
∑𝑟+1

𝑖=1 𝑦𝑖 = 𝑛 − 𝑟 + 2，
因此由瓮中球模型的结论，抽取方法的种数是 (𝑛−𝑟+1

𝑟 )． ◻

从上面的瓮中球模型中我们可以看到，具体利用各种已有模型求解计数问题时，常

需要进行一定的转化．典型的技巧可总结为一一对应法：在计算有限集合 𝑆 的大小时，
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158 十一 基本计数

常找另一个更易计算大小的集合 𝑇 和映射 𝑓 ∶ 𝑆 ⟶ 𝑇，则 𝑓 是双射表明 |𝑆| = |𝑇 |．更
进一步，𝑓 是单射表明 |𝑆| ≤ |𝑇 |，𝑓 是满射表明 |𝑆| ≥ |𝑇 |．

一一对应法是大家早就不自觉地使用的一种方法，前面已经有多例．下面是一个极

为经典的一一对应法的例子．

11.1.8例 (非降路径问题) 如图 11.1所示,某人从 (0, 0)点开始走，每次只能向上或向右
走 1步，欲到达 (𝑚, 𝑛)．想要求出这样的路径（称为非降路径或格点路径）的个数．我们

(0, 0)
𝑀

𝑁
(𝑚, 𝑛)

图 11.1: 非降路径问题

用 𝑥表示向右走，用 𝑦表示向上走，那么每条路径唯一确定了 𝑚个 𝑥和 𝑛个 𝑦的 𝑥𝑦字
符串，反之亦然．因此非降路径的个数为 (𝑚+𝑛

𝑛 )．
进一步，求带某些约束的非降路径则需要更富有技巧性的一一对应技术．考虑从

(0, 0)到 (𝑛, 𝑛)的，除端点外不接触直线 𝑦 = 𝑥的非降路径数．由对称性，可以只看 𝑦 = 𝑥
下侧的合法非降路径，它们必经过点 (1, 0)和 (𝑛, 𝑛 − 1)．现在求出从 (1, 0)到 (𝑛, 𝑛 − 1)的
非法非降路径数目．

如图 11.2，对每个非法的非降路径，设其和 𝑦 = 𝑥的最后一个交点是 𝑃，我们把路径
(1, 0) ⟶ 𝑃 以 𝑦 = 𝑥为对称轴反映（图中虚线），得到 (0, 1) ⟶ (𝑛, 𝑛 − 1)的非降路径．
另一方面，对每条 (0, 1) ⟶ (𝑛, 𝑛 − 1)的非降路径，可以进行类似的反映得到非法的非降
路径，而且这是一一对应，所求合法路径数为

2 [(
(𝑛 − 1) + 𝑛 − 1

𝑛 − 1 ) − (
(𝑛 − 1 − 1) + 𝑛

𝑛 )] = 1
2𝑛 − 1(

2𝑛
𝑛 ).

♢

11.1.9例题 对 [𝑛]作进出栈操作，进栈顺序按照 1, … , 𝑛顺序，试求可能的出栈序列数．
例如，321是可能的出栈序列，而 312则是不可能的．

解 每个出栈序列恰对应一个进栈出栈方案．用 𝑥表示进栈，𝑦表示出栈，则方案合法当
且仅当 𝑥𝑦字符串的任意前缀中，𝑥的数目不少于 𝑦的数目，这就是 (0, 0) ⟶ (𝑛, 𝑛)不击
穿 𝑦 = 𝑥的非降路径的数目．
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(0, 0)
𝑀

𝑁
(𝑛, 𝑛)

(1, 0)

(0, 1)

(𝑛, 𝑛 − 1)𝑃

图 11.2: 带约束的非降路径问题 A

𝑀

𝑁

(−1, 1)

(𝑛, 𝑛)
(𝑛 − 1, 𝑛)

(−1, 0)

𝑃

图 11.3: 带约束的非降路径问题 B

如图 11.3，同样利用一一对应法，击穿 𝑦 = 𝑥即触碰 𝑦 = 𝑥 + 1．对每个非法的非降路
径，设其第一次接触 𝑦 = 𝑥 + 1的点是 𝑃，并将 (0, 0) ⟶ 𝑃 的路径按 𝑦 = 𝑥 + 1反映，得到
(−1, 1) ⟶ (𝑛, 𝑛)的非降路径，容易验证这是一一对应．所以结果为

(
2𝑛
𝑛 ) − (

2𝑛
𝑛 − 1) = 1

𝑛 + 1(
2𝑛
𝑛 ).

◻

这一结果称为 Catalan数，记为 𝐶𝑛．后面还会提到．

有些时候，我们建立的映射可能是“一对多”的．具体地说，𝑓 实际上并非映射，但它
把每个 𝑠中元素所在的等价类 [𝑠]同 𝑇 中的元素对应起来；若对于这些等价类而言 𝑓 是
双射，那么 |𝑆| = |𝑇 |

|𝑡|．这一思想在求解 (𝑛
𝑘)的表达式时早就已经用到．下例中的 (i)将其

推广到多项式系数，(ii)则进一步考虑集合的划分问题．

11.1.10例 (i)考虑将 𝑟𝑖 个颜色为 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)的球排成长度为 𝑛 = 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑘 的一列，

相同颜色的球不可区分．假如这些球可以区分，暗含一个序号，那么每个方案都对应着

一个排列．反过来，对每个有序号的排列，撤去序号并把相同颜色的球随意打乱都得到

同一个方案，所以每个方案对应 𝑟1!𝑟2! ⋯ 𝑟𝑘!个排列，放法种数为

𝑛!
𝑟1! ⋯ 𝑟𝑘! ≝ (

𝑛
𝑟1, … , 𝑟𝑘).

上式就是多项式系数．显然它就是相应 𝑛元多重集的 𝑛排列数．
(ii)又如，考虑把 𝑛个不同的球划分为大小为 1, 2, … , 𝑛的子集，要求大小为 𝑖的集合

有 𝑏𝑖 个（
∑𝑛

𝑖=1 𝑖𝑏𝑖 = 𝑛）．同样不难发现这相当于在全排列的基础上使相同大小的集合
不可区分，且集合内元素也不可区分，因此分法种数为

𝑆(𝑛; 𝑏1, … , 𝑏𝑛) ≝ 1
(1!)𝑏1 (2!)𝑏2 ⋯ (𝑛!)𝑏𝑛 (

𝑛
𝑏1, … , 𝑏𝑛).

♢
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160 十一 基本计数

11.1.11例题 设有 𝑛个不同的男孩和 𝑚个不同的女孩排队，求下述情形下排法的数目：
(1) 排成一个圆圈；
(2) 排成一条直线，且女孩不相邻；
(3) 排成一个圆圈，且女孩不相邻．

解 此题 (1)的结果称为圆排列．
(1) 由于圆上首尾不分，故 𝑚 + 𝑛个排列在圆上是等效的；换言之，一个圆排列“剪一

刀”得到一种排列，剪的方式有 𝑚 + 𝑛种．所以一个圆排列对应 𝑚 + 𝑛个排列，圆排列的
种数为 (𝑚+𝑛)!

𝑚+𝑛 = (𝑚 + 𝑛 − 1)!．
(2) 考虑将女孩作为隔板放入男孩的空隙中，每个空隙最多有一个女孩．取定男孩

的排列后，空隙有 𝑛 + 1个，于是种数为 𝑛!𝑚!(𝑛+1
𝑚 )．

(3) 此时只不过是在圆排列的基础上插入女孩．取定男孩的排列后，空隙有 𝑛个，留
意男孩排列确定后，女孩的位置将不再是圆排列（因为男孩是可以区分的）．于是种数

为 (𝑛 − 1)!𝑚!(𝑛
𝑚)． ◻

有时在建立双射时，易错把一对多的映射当成一对一的，导致结果相差一个因子．

在处理问题时要比较谨慎地考虑这种情况．

11.1.12例题 有一副没有大小王的扑克牌（有 4种花色，每种花色各有 13种点数），其
中任意五张牌的组合称为“牌型”．

(1)“四条”表示五张牌中有四张点数一样的牌，所有不同的“四条”牌型有多少种？
(2)“葫芦”表示三张同一点数的牌加一对其他点数的牌，所有不同的“葫芦”牌型有多少
种？

(3)“两对”表示五张牌中有两对相同点数牌（且不是“四条”或“葫芦”），所有不同的“两
对”牌型有多少种？

(4) 所有不同的恰包含四种花色的牌型有多少种？

解 “四条”中，同点数的牌必然包含所有四种花色，因此决定它需要三个因素，即相同的

点数、那张点数不同的牌的点数及其花色，但点数不能全相同．下面图示的方法是一一

对应，因此有 13 × 12 × 4 = 624种．

(8, 𝑄, ♡) ⟷ 8 ♠ , 8 ♥ , 8 ♦ , 8 ♣ , Q ♥ .

决定“葫芦”需要四个因素，即两种点数和两种花色，但点数不能全相同，因此有

13 × 12 × (4
3) × (4

2) = 3744种．

(2, {♠, ♣, ♢}, 𝐽 , {♣, ♢}) ⟷ 2 ♠ , 2 ♣ , 2 ♦ , J ♠ , J ♦ .

对于“两对”，如法炮制，需要三种点数和三种花色，但注意因为两对同点数的牌是

“不可区分的”，地位平等（看下式），所以是“一对二”，答案为 13 × 12 × 11 × (4
2)

2 × 4 × 1
2 =
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123552种．

(3, {♢, ♠}, 𝑄, {♢, ♡}, 𝐴, ♣) ↘
3 ♦ , 3 ♠ , Q ♦ , Q ♥ , A ♣

(𝑄, {♢, ♡}, 3, {♢, ♠}, 𝐴, ♣) ↗

同理，对于包含四种不同花色的牌型，我们只需确定四种不同花色的牌对应的点数，

以及第五张牌．留意第五张牌和四种不同花色牌型中的一张地位是平等的，因此也是

“一对二”，答案为 1
2 × 134 × 12 × 4 = 685464种．

(7, 𝐾, 𝐴, 2, ♢, 3) ↘
7 ♦ , K ♣ , A ♥ , 2 ♠ , 3 ♦

(3, 𝐾, 𝐴, 2, ♢, 7) ↗
◻

有关更多的基本计数模型的讨论，可以参看 [stanley1997enumerative]．

习题 11.1
1. 在一副没有大小王的扑克牌中，求所有没有“对子”的牌型（即点数互不相同的五张牌）的个
数．

2. 离散数学课堂上有大一、大二、大三学生各 𝑛位，教师要求他们组成 𝑛个小组，每个小组中恰有
大一、大二、大三学生各 1位，求这样做的方案数．
3. 从 𝒫 ([𝑛]) × 𝒫 ([𝑛])中选出有序对 (𝐴, 𝐵)，满足 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，求这样的有序对个数．
4. (Quine, [quine1988fermat]) 考虑 𝑛个不同的球放到 𝑚个不同的桶中去，这些桶可以漆成红桶、
蓝桶或者白桶．是否存在一种给桶进行油漆的方法，使得红桶和蓝桶中都没有球的放法数等于红

桶和蓝桶中都有球的放法数？说明理由．

5. 设 𝑛阶 0, 1矩阵满足每行和每列的元素和都是偶数，求这样的矩阵的个数．
6. 有 𝑚个不可区分的红球和 𝑛个可区分的蓝球，从这 𝑚 + 𝑛个球中选出 𝑟个球有多少选择方法？
对下面几种情况计算结果：(1) 𝑟 ≤ 𝑚, 𝑟 ≤ 𝑛；(2) 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚；(3) 𝑚 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛．
7. 宴会上有 13位可区分的客人，菜品中有 5份龙虾和 8份蜗牛（都不可区分）．设想厨师在上菜
时用一张纸记录过程：把龙虾送给 1号客人；把蜗牛送给 1号客人；把蜗牛送给 5号客人；⋯⋯求
下列情况下上菜记录的可能种数：(1)没有限制；(2)要求每位客人至少吃到一道菜．
8. 某人有一套 𝑛卷本的百科全书，编号为第 1, 2, … , 𝑛卷．现在他想要将它们打乱排列，使得序列
中任意相邻两卷的卷号都不相邻．求排列方法的种数．

9. 𝑛个学习离散数学的同学坐成一圈讨论作业，现从中选出 𝑟个成为小天才，要求这 𝑟个同学中
没有两个是在圆周上相邻的，求选法的种数．

10. 把 1, 2, … , 𝑛排列在圆上，要求任意相邻的两个数之差的绝对值不超过 2，求方案个数．
11. 某同学用周一至周六 6天来复习离散数学期末考试，总共需要学习 26小时，每天学习的小时
数是正整数．

(1) 若他希望每天学习 4小时、5小时或者 6小时，有多少这样的安排方式？
(2) 若他希望周四学习的小时数比周五严格多，有多少这样的安排方式？
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162 十一 基本计数

12. Bell数 𝐵𝑛 定义为把 𝑛元集合进行任意的划分的方案总数，规定 𝐵0 = 1，证明递归式：

𝐵𝑛+1 =
𝑛∑

𝑖=0
(

𝑛
𝑖)𝐵𝑖.

13. 李雷和韩梅梅竞选学生会主席，韩梅梅获得选票 𝑝张，李雷获得选票 𝑞张，𝑝 > 𝑞．将总共 𝑝 + 𝑞
张选票一张一张地点数，有多少种选票的排序方式使得在整个点票过程中韩梅梅的票数一直高于

李雷的票数？

14. 考虑非降路径 (1, 1) ⟶ (𝑛, 𝑚)，称路径的无序对 {𝐴, 𝐵}是不相交的，如果𝐴和𝐵除 (1, 1), (𝑛, 𝑚)
外不同时经过其他格点．试求不相交的 {𝐴, 𝐵}的个数．
15. 𝑚 + 𝑛个人排队买冰激凌，𝑚个人持 5元，𝑛个人持 10元．小贩在售卖前只有足够多的冰激凌
但没有钱，每个冰激凌售价 5元．试问有多少种排队方式能让这些购买交易均顺利进行？
16. 对于 1, 2, … , 2023的一个排列 𝜋，若集合 {𝜋(𝑘) − 𝑘 ∶ 𝑘 = 1, 2, … , 2023}中恰含有两个元素，则
称其为“一致排列”．试求出“一致排列”的总数．进一步地，推广你的结论到 𝑛元排列的情形．

11.2 组合恒等式
在基本计数中，我们时常看到组合数 (𝑛

𝑘)的身影，此时常常要计算和它相关的恒等
式和和式，或者对难以计算的作出合适的估计．本节就是要介绍一些有关组合数的简单

性质以便于应对这些问题．

首先回顾组合数 (𝑛
𝑘)的定义：

(
𝑛
𝑘) = 𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!𝑘! .

为简单起见，我们要求 𝑛, 𝑘都是非负整数，且 𝑛 ≥ 𝑘（当 𝑛 < 𝑘或者 𝑘 < 0时一般定义
(𝑛

𝑘) = 0）．
由定义式立刻看出组合数的对称性：

(
𝑛
𝑘) = (

𝑛
𝑛 − 𝑘).

这说明固定 𝑛，则 (𝑛
𝑘)对 𝑘是一个先增后减的函数，在 𝑘 = ⌈

𝑛
2 ⌉或者 ⌊

𝑛
2 ⌋时取到最大值．

(𝑛
𝑘)又称为二项式系数，其原因就是它是熟知的二项展开式中的系数，以下二项式定

理在一千年前就为我国和印度的数学家所知，Newton则将其推广到实数中的情形：

11.2.1定理 (二项式定理) 设 𝑛为正整数，则有展开式

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘)𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘.
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§11.2 组合恒等式 163

（Newton）更一般地，设 𝑟 ∈ ℝ而 |
𝑥
𝑦 | < 1，并推广记号：

(
𝑟
𝑘) ≝

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

0 (𝑘 < 0),
1 (𝑘 = 0),
𝑟(𝑟−1)⋯(𝑟−𝑘+1)

𝑘! (𝑘 > 0).

那么

(𝑥 + 𝑦)𝑟 =
∞∑

𝑘=0
(

𝑟
𝑘)𝑥𝑘𝑦𝑟−𝑘.

证明 我们只证组合形式的二项式定理，Newton二项式定理可通过数学分析中的幂级
数方法证明．根据多项式的展开方法，要得到一个单项式 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘，需要从 𝑛个 𝑥 + 𝑦的
括号中选出 𝑘个 𝑥，剩下均选 𝑦．这样的选法恰有 (𝑛

𝑘)个，所以展开式中该项的系数恰为
(𝑛

𝑘)． ◻

在二项式定理中代入合适的数字，或者先求导再代入，将得到一系列恒等式．比如，

在二项式定理中取 𝑥 = 1, 𝑦 = −1得到

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
(

𝑛
𝑘) = 0,

取 𝑥 = 𝑦 = 1得到
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘) = 2𝑛.

从组合意义上看，上式两边都是 𝑛元集合的子集个数：式左的代表的挑选方法是按
子集元素的个数分类进行加和；而式右代表的选法是按照每个元素是否选入子集进行加

和，因此二者必然相等．这一证明组合恒等式的方法就是算两次，或者称为组合证明．有

时候会比直接用代数方法证明要简单．

在二项式定理中先取 𝑦 = 1，所得式两边对 𝑥求一次导数得

𝑛∑
𝑘=0

𝑘(
𝑛
𝑘)𝑥𝑘−1 = 𝑛(𝑥 + 1)𝑛−1 𝑥←1

==⟹
𝑛∑

𝑘=0
𝑘(

𝑛
𝑘) = 𝑛 ⋅ 2𝑛−1.

此式是否有组合证明？假定有一个 𝑛个同学的班级要选班委，班委中有一人是班长，
考虑选法种数．式左代表的是先选出一个 𝑘人的委员会，然后在这 𝑘人中选一个作为班
长；而式右代表的是先从 𝑛个人中选出班长，再从剩下 𝑛 − 1人中选出除班长之外的班
委．所以二者也必然相等．

为了证明和求解更多的恒等式，先讨论组合数的几个简单性质．
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164 十一 基本计数

首先极易验证吸收律

(
𝑛
𝑘) = 𝑛

𝑘(
𝑛 − 1
𝑘 − 1) 或者 𝑘(

𝑛
𝑘) = 𝑛(

𝑛 − 1
𝑘 − 1).

此式可以用于消除和式中的变系数（左式消除分子中的 𝑘，右式消除分母中的 𝑘），比如
我们用代数方法重新导出前面的一个式子：

𝑛∑
𝑘=0

𝑘(
𝑛
𝑘)

吸收 𝑘====== 𝑛
𝑛∑

𝑘=1
(

𝑛 − 1
𝑘 − 1) = 𝑛 ⋅ 2𝑛−1.

另一个极为常用的性质是加法公式：

(
𝑛
𝑘) = (

𝑛 − 1
𝑘 ) + (

𝑛 − 1
𝑘 − 1) (𝑛 ∈ ℝ).

事实上，考虑从 𝑛元集合中选取一个 𝑘元子集，式左代表直接选取；式右中，对 1号元素
有两种选择，如果不选，则要在剩下 𝑛 − 1个元素中选取 𝑘个，否则只需选择 𝑘 − 1个，由
加法原理即得．当然，直接计算也可以完成证明的任务．

把加法公式放到杨辉三角（图 11.4）中观看，其含义就是每一个数都是它上一行中
与它距离最近的两个数的和，它是刻画组合数的递归式．所以加法公式也是组合数归纳

证明的根本工具之一．

(
0
0)

(
1
0) (

1
1)

(
2
0) (

2
1) (

2
2)

(
3
0) (

3
1) (

3
2) (

3
3)

(
4
0) (

4
1) (

4
2) (

4
3) (

4
4)

图 11.4: 杨辉三角是二项式系数的一种写法，在我国首现于南宋杨辉的《详解九章算法》得名，其
在书中说明是引自贾宪的《释锁算书》，故又名贾宪三角．

利用加法公式，每个组合数都可沿着杨辉三角层层上溯递归求和．这有两种做法，

其一是反复对新得到的 (𝑛−1
𝑘−1)用加法公式展开，其二则是反复对新得到的 (𝑛−1

𝑘 )用加法
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公式展开．对于 (𝑚+𝑛+1
𝑛 )用前一种方法得

(
𝑚 + 𝑛 + 1

𝑛 ) = (
𝑚 + 𝑛
𝑛 − 1) + (

𝑚 + 𝑛
𝑛 ) = (

𝑚 + 𝑛 − 1
𝑛 − 2 ) + (

𝑚 + 𝑛 − 1
𝑛 − 1 ) + (

𝑚 + 𝑛
𝑛 )

= (
𝑚 + 𝑛 − 2

𝑛 − 3 ) + (
𝑚 + 𝑛 − 2

𝑛 − 2 ) + (
𝑚 + 𝑛 − 1

𝑛 − 1 ) + (
𝑚 + 𝑛

𝑛 )

= ⋯ =
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑚 + 𝑘
𝑘 ).

此结果称为平行求和．

对于 (𝑚+1
𝑛+1)用后一种方法则得到

(
𝑚 + 1
𝑛 + 1) = (

𝑚
𝑛) + (

𝑚
𝑛 + 1) = (

𝑚
𝑛) + (

𝑚 − 1
𝑛 ) + (

𝑚 − 1
𝑛 + 1)

= (
𝑚
𝑛) + (

𝑚 − 1
𝑛 ) + (

𝑚 − 2
𝑛 ) + (

𝑚 − 2
𝑛 + 1)

= ⋯ =
𝑚∑

𝑘=0
(

𝑘
𝑛).

注意式中认为当 𝑘 < 𝑛时 (𝑘
𝑛) = 0．此结果称为上指标求和．它也有简单的组合证明：考

虑从 𝑚 + 1元集合 {𝑎0, … , 𝑎𝑚}中选取一个 𝑛 + 1元子集，将选出的集合分为 𝑚 + 1种，在
第 𝑘种中，它必须包含 𝑎𝑘，但不包含所有 𝑎𝑖 (0 ≤ 𝑖 < 𝑘)，这样的集合恰有 (𝑛−𝑘+1

𝑚 )种，所以
二者必然相等．

最后一个重要的简单性质是所谓三项式定理：设 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛都是非负整数，则

(
𝑛
𝑚)(

𝑚
𝑘) = (

𝑛
𝑘)(

𝑛 − 𝑘
𝑚 − 𝑘),

它可直接计算得到（组合证明：从 𝑛个同学中选出 𝑚个班委，𝑚个班委中选出 𝑘个班
长/副班长（二者也算作班委），那么式左表示先选班委再内部选举，式右表示先选班长
再在余下同学中选出非班长的班委）．这一式的用处之一是处理那些含有二项式系数乘

积的和式．而含有二项式乘积的和式当属 Vandermonde等式最为著名：

𝑟∑
𝑘=0

(
𝑚
𝑘)(

𝑛
𝑟 − 𝑘) = (

𝑚 + 𝑛
𝑟 ).

在进行计算之前，不难发现 Vandermonde等式有简单的组合证明：从 𝑚个男生和 𝑛个女
生中选择 𝑟人，方案数可以按 𝑟个人中的男、女生数分类．
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若要计算证明，可考虑用两种方式展开 (1 + 𝑥)𝑚+𝑛，第一种为二项式定理

(11.2.1) (1 + 𝑥)𝑚+𝑛 =
𝑚+𝑛∑
𝑟=0

(
𝑚 + 𝑛

𝑟 )𝑥𝑟.

第二种是先计算 (1 + 𝑥)𝑚, (1 + 𝑥)𝑛，然后展开：

(11.2.2) (1 + 𝑥)𝑚(1 + 𝑥)𝑛 =
(

𝑚∑
𝑖=0

(
𝑚
𝑖 )𝑥𝑖

)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛∑
𝑗=0

(
𝑛
𝑗)𝑥𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑚+𝑛∑
𝑟=0 (

𝑟∑
𝑘=0

(
𝑚
𝑘)(

𝑛
𝑟 − 𝑘))

𝑥𝑟.

比较式 (11.2.1)、(11.2.2)中 𝑥𝑟 项的系数即得 Vandermonde等式．
有了基本技术后，让我们来看若干例题．

11.2.2例题 设 𝑛为非负整数，求和：

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘)

𝑘!
(𝑛 + 1 + 𝑘)! .

解 按二项式系数的定义展开可得

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘)

𝑘!
(𝑛 + 1 + 𝑘)! = 𝑛!

𝑛∑
𝑘=0

1
(𝑛 − 𝑘)!(𝑛 + 1 + 𝑘)! = 𝑛!

2𝑛+1∑
𝑘=𝑛+1

1
𝑘!(2𝑛 + 1 − 𝑘)!

= 𝑛!
(2𝑛 + 1)!

2𝑛+1∑
𝑘=𝑛+1

(
2𝑛 + 1

𝑘 ).

处理后一项时，观察下标知道需要运用对称性，即

2
2𝑛+1∑

𝑘=𝑛+1
(

2𝑛 + 1
𝑘 ) =

2𝑛+1∑
𝑘=𝑛+1

(
2𝑛 + 1

2𝑛 + 1 − 𝑘) +
2𝑛+1∑

𝑘=𝑛+1
(

2𝑛 + 1
𝑘 )

=
2𝑛+1∑
𝑘=0

(
2𝑛 + 1

𝑘 ) = 22𝑛+1,

所以答案为 𝑛!
(2𝑛+1)! 22𝑛． ◻

11.2.3例题 设 𝑛 ≥ 𝑚均为非负整数，求和：

𝑚∑
𝑘=0

(𝑚
𝑘)

(𝑛
𝑘)

.
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解 首要的麻烦在于分母，因此我们可以先设法使分母一致化，对每一项直接按定

义写开

(𝑚
𝑘)

(𝑛
𝑘)

=
𝑚!

(𝑚−𝑘)!𝑘!
𝑛!

(𝑛−𝑘)!𝑘!
= 𝑚!(𝑛 − 𝑚)!

𝑛!
(𝑛 − 𝑘)!

(𝑚 − 𝑘)!(𝑛 − 𝑚)! = (𝑛−𝑘
𝑚−𝑘)
(𝑛

𝑚)
,

于是问题简化很多了，我们只需要处理
∑𝑚

𝑘=0 (𝑛−𝑘
𝑚−𝑘) (⋆)，这和平行求和/上指标求和非常

相近，只需要用一次对称性即可，故问题迎刃而解：

⋆ =
𝑚∑

𝑘=0
(

𝑛 − 𝑘
𝑛 − 𝑚) =

𝑛∑
𝑘=𝑛−𝑚

(
𝑘

𝑛 − 𝑚) =
∑

0≤𝑘≤𝑛
(

𝑘
𝑛 − 𝑚) −

∑
0≤𝑘<𝑛−𝑚

(
𝑘

𝑛 − 𝑚)

上指标求和========== (
𝑛 + 1

𝑛 − 𝑚 + 1) − (
𝑛 − 𝑚

𝑛 − 𝑚 + 1)⎵⎵⎵⎵⎵⎵
=0

= (
𝑛 + 1

𝑚 ). ◻

11.2.4例题 设 𝑛 ≥ 𝑚均为非负整数，求和：

𝑚∑
𝑘=0

𝑘(
𝑚
𝑘)(

𝑛
𝑘).

解 此题相当容易．立刻想到直接运用吸收技术，然后考虑用 Vandermonde等式，所以
要用对称性改写，计算如下：

𝑚∑
𝑘=0

𝑘(
𝑚
𝑘)(

𝑛
𝑘) = 𝑚

𝑚∑
𝑘=1

(
𝑛
𝑘)(

𝑚 − 1
𝑘 − 1) = 𝑚

𝑚∑
𝑘=1

(
𝑛
𝑘)(

𝑚 − 1
𝑚 − 𝑘) = 𝑚(

𝑛 + 𝑚 − 1
𝑚 ).

◻

11.2.5例题 设 𝑚, 𝑛为非负整数，满足 𝑚 ≥ 𝑛 + 1，求和：

𝑆 =
𝑛∑

𝑘=0
𝑘(

𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1).

解 看到原式便想要利用吸收律将二项式系数外部的 𝑘除去，但对 (𝑚−𝑘−1
𝑚−𝑛−1)作简单变换

不能无法得到 ( ⋆
𝑘−1)形式的表达式，所以我们考虑凑出 𝑚 − 𝑘，

𝑆 =
𝑛∑

𝑘=0
(𝑚 − (𝑚 − 𝑘))(

𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1) = 𝑚

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1) −

𝑛∑
𝑘=0

(𝑚 − 𝑘)(
𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1)

= 𝑚
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1) − (𝑚 − 𝑛)

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑚 − 𝑘
𝑚 − 𝑛).
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后面两个求和是熟悉的东西，计算如下：

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑚 − 𝑘 − 1
𝑚 − 𝑛 − 1) =

𝑚−1∑
𝑘=𝑚−𝑛−1

(
𝑘

𝑚 − 𝑛 − 1)
上指标求和========== (

𝑚
𝑚 − 𝑛) = (

𝑚
𝑛),

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑚 − 𝑘
𝑚 − 𝑛) =

𝑚∑
𝑘=𝑚−𝑛

(
𝑘

𝑚 − 𝑛) = (
𝑚 + 1

𝑚 − 𝑛 + 1) = (
𝑚 + 1

𝑛 ).

于是结果为 𝑚(𝑚
𝑛) − (𝑚 − 𝑛)(𝑚+1

𝑛 ) = 𝑛
𝑚−𝑛+1 (𝑚

𝑛)． ◻

当 𝑛, 𝑘比较大或者遇到比较难处理的和式时，我们需要对二项式系数作出估计，对
此我们有下面非常有用的不等式．这两个不等式在概率方法的章节中会得到充分的

使用．

11.2.6引理 设正整数 𝑛 ≥ 𝑘 ≥ 1，那么

(
𝑛
𝑘)

𝑘
≤ (

𝑛
𝑘) ≤ (

e𝑛
𝑘 )

𝑘
.

证明 对于下界，利用类似糖水不等式的估计得

(
𝑛
𝑘)

𝑘
= 𝑛

𝑘 ⋅ 𝑛
𝑘 ⋯ 𝑛

𝑘 ≤ 𝑛
𝑘 ⋅ 𝑛 − 1

𝑘 − 1 ⋯ 𝑛 − 𝑘 + 1
1 = (

𝑛
𝑘).

对于上界，我们证明更强的命题：利用二项式定理，对任意的 𝑥有

(
𝑛
𝑘) ≤

𝑘∑
𝑖=0

(
𝑛
𝑖) ≤

𝑘∑
𝑖=0

(
𝑛
𝑖)

𝑥𝑖

𝑥𝑘 ≤ (1 + 𝑥)𝑛

𝑥𝑘 ≤ e𝑛𝑥𝑥−𝑘.

特别地，取 𝑥 = 𝑘
𝑛，即得． ◻

习题 11.2
1. 求出 (√11 + √10)2023 的个位数字和十分位数字．

2. 设 𝑛是非负整数，求和：
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘)

2
.

3. 设正整数 𝑛 ≥ 3，求和：
𝑛−1∑
𝑘=2

(𝑛 − 𝑘)2
(

𝑛 − 1
𝑘 − 1).
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4. 设 𝑛是非负整数，求和：
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘)min(𝑘, 𝑛 − 𝑘).

解释该式的组合意义．

5. 设 𝑛是非负整数，求和：
𝑛∑

𝑘=0

2𝑘+1

𝑘 + 1 (
𝑛
𝑘).

6. 设 𝑛是非负整数，求和：
𝑛∑

𝑘=0
𝑘2

(
𝑛
𝑘),

并尝试给出一个组合证明．

7. 设正整数 1 ≤ 𝑘 < 𝑛，证明：
𝑛∑

𝑖=𝑘
(

𝑛
𝑖)(

𝑖
𝑘) = 2𝑛−𝑘

(
𝑛
𝑘).

8. 设 𝑛为非负整数，求和：
𝑛∑

𝑘=0
(

(𝑘
2)
2 )(

2𝑛 − 𝑘
𝑛 ).

9. 设 𝑛 ≥ 𝑝均为非负整数，求和：

2𝑛−2𝑝∑
𝑘=0

(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 2𝑘 + 1)(
𝑝 + 𝑘

𝑘 ).

10. 设非负整数 𝑚, 𝑛满足 𝑚 ≥ 2𝑛，求和：

𝑛∑
𝑘=0

(
2𝑛 + 1

2𝑘 )(
𝑚 + 𝑘

2𝑛 ).

11. 设非负整数 𝑛, 𝑝, 𝑞满足 𝑛 ≥ 𝑝 + 𝑞，证明：

min{𝑝,𝑞}∑
𝑘=0

(
𝑝
𝑘)(

𝑞
𝑘)(

𝑛 + 𝑘
𝑝 + 𝑞) = (

𝑛
𝑝)(

𝑛
𝑞).

12. 证明关于二项式系数的渐近估计：

(
𝑛
𝑘) = 𝑛𝑘e− 𝑘2

2𝑛 − 𝑘3
6𝑛2

𝑘! (1 + 𝑜(1)) (𝑛 → ∞).

提示 可以用 Stirling公式（定理 A.1.5）．
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13. 设 𝑛, 𝑘是正整数，证明：对 𝑘 ≤ 𝑛
2 有以下两式成立：

𝑘∑
𝑖=0

(
𝑛
𝑖) ≤ (

𝑛
𝑘) (1 + 𝑘

𝑛 − 2𝑘 + 1 ) ,

(
𝑛
𝑘) ≥ 𝛾 ⋅ (

𝑛e
𝑘 )

𝑘
其中 𝛾 = 1

√2𝜋𝑘
e− 𝑘2

𝑛 − 1
6𝑘 .

14. 设 𝑛为正整数，证明：
1
2𝑛

⌈𝑛/4⌉∑
𝑖=1

(𝑛 − 4(𝑖 − 1))(
𝑛 + 1
2𝑖 − 1) = Ω(√𝑛).

11.3 容斥原理
容斥原理是我们在小学时候就已经有所了解的，我们对它的最初印象通常是图 11.5

中的 Venn图所表达的特殊情形： 容斥原理的基本思想是：去掉被多计数的元素，添加

𝐴

𝐵

𝐶

|𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶| = |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| − |𝐴 ∩ 𝐵|
− |𝐵 ∩ 𝐶| − |𝐶 ∩ 𝐴|
+ |𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶|.

图 11.5: 三元容斥原理与 Venn图

被少计数的元素，从而将集合的并的元素计数转化为有时更易计算的集合的交的元素的

计数．对于上面关于 𝐴, 𝐵, 𝐶 三个集合的特殊情形论证如下：在 |𝐴| + |𝐵| + |𝐶|的计数
中，每个 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐵 ∩ 𝐶, 𝐶 ∩ 𝐴中的元素都被多计数一次，需要减去，但这样 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 中
的元素就被少计数一次，还需要补上．而对于 𝑛个集合，反复做 𝑛次这样的修补就能推
广上面的 Venn图之情况．下面我们描述这种一般的容斥原理的公式．

11.3.1定理 (容斥原理) 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是有限集，则

|

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖|
=

∑
∅≠𝐼⊆[𝑛]

(−1)|𝐼|−1
|⋂𝑖∈𝐼

𝐴𝑖|
.

证明 只需要计算某个 𝑥 ∈ ⋃𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖 在右侧被计数的次数．实际上，令 𝑆 = {𝑖 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴𝑖}，
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则 𝑥被计数当且仅当 𝐼 ⊆ 𝑆．又 𝐼 取遍所有 [𝑛]的子集，所以计数次数为

|𝑆|∑
𝑖=1

(
|𝑆|

𝑖 )(−1)𝑖−1 = 1 + (−1)
|𝑆|∑
𝑖=0

(
|𝑆|

𝑖 )(−1)𝑖1𝑛−𝑖 = 1 + (−1)(1 − 1)|𝑆| = 1.
◻

11.3.2推论 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 都是有限集 𝑈 的子集，则

|

𝑛

⋂
𝑖=1

𝐴𝑖|
= |𝑈| −

|

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖 |

= |𝑈| −
∑

∅≠𝐼⊆[𝑛]
(−1)|𝐼|−1

|

𝑛

⋂
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖 |

.

虽然简单，容斥原理有不少有趣的应用，表达式中遇到交错求和就可能和其有关．

此外，当满足某个性质的组合结构的数目不容易求出时，可以先算出不满足该性质的结

构之数目，然后从总数目中减去之即得答案．这种方法称为正难则反，有时候会用到容

斥原理．

11.3.3例 考虑 [𝑛] ⟶ [𝑚]的满射个数．设 𝑈 为一切 [𝑛] ⟶ [𝑚]的映射集合，𝐴𝑖 (1 ≤
𝑖 ≤ 𝑚)表示 [𝑛] ⟶ [𝑚] ⧵ {𝑖}映射的全体，我们只需要计算 |𝑈| − |𝐴1 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑚|．依据容
斥原理，

|𝐴1 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑚| =
∑

∅≠𝐼⊆[𝑚]
(−1)|𝐼|−1

|⋂𝑖∈𝐼
𝐴𝑖|

=
𝑚∑

𝑗=1
(−1)𝑗−1 ∑

𝑖1,…,𝑖𝑗
|𝐴𝑖1 ∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑖𝑗 |.

式中第二个等号是按 |𝐼|重新改写求和．显然 |𝐴𝑖1 ∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑖𝑗 | = (𝑚 − 𝑗)𝑛，于是

|𝑈| − |𝐴1 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑚| = 𝑚𝑛 −
𝑚∑

𝑖=1
(−1)𝑖−1

(
𝑚
𝑖 )(𝑚 − 𝑖)𝑛 =

𝑚∑
𝑖=0

(−1)𝑖
(

𝑚
𝑖 )(𝑚 − 𝑖)𝑛.

♢

11.3.4注 (i)在上例中我们看到，当 𝑗 给定时，|𝐴𝑖1 ∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑖𝑗 |皆相同，记为 𝑓(𝑗)．此时容
斥原理简化为

𝑛∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1
(

𝑛
𝑗)𝑓(𝑗),

这就是容斥原理的对称版本．

(ii)上例的结果若乘以 1
𝑚!，则得到将 𝑛元集合划分为 𝑚个子集的方案数（为什么？），

这一数字称为第二类 Stirling数，记为 {𝑛
𝑚}． ♤

利用容斥原理还可简单导出不少其他已经讨论过的式子．

11.3.5例 (Euler 𝝓的计算) 重新导出式 (8.4.1)，设 𝑛 = 𝑝𝑒1
1 ⋯ 𝑝𝑒𝑟

𝑟 ．令 𝐴𝑖 = {1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛 ∶

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



172 十一 基本计数

𝑝𝑖 ∣ 𝑎}，则

⋂
∅≠𝐼⊆[𝑟],𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = 𝑛∏
𝑖∈𝐼 𝑝𝑖

.

于是

𝜙(𝑛) = 𝑛 −
|

𝑟

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖|
= 𝑛 −

∑
∅≠𝐼⊆[𝑛]

(−1)|𝐼|−1 𝑛∏
𝑖∈𝐼 𝑝𝑖

= 𝑛
𝑟∑

𝑘=0

∑
𝐼⊆[𝑛],|𝐼|=𝑘

(−1)𝑘∏
𝑖∈𝐼 𝑝𝑖

= 𝑛 (1 − (
1
𝑝1

+ ⋯ + 1
𝑝𝑟 ) + (

1
𝑝1𝑝2

+ ⋯ + 1
𝑝𝑟−1𝑝𝑟 ) + ⋯ + (−1)𝑟 1

𝑝1 ⋯ 𝑝𝑟 )

= 𝑛
𝑟∏

𝑖=1
(1 − 1

𝑝𝑖 ) .

容斥原理的另一个名字——筛法，就和上面对和 𝑛互素的数的确定方式有关．古希
腊的 Eratosthenes发明了求取素数的筛法：要找出素数，可以通过去掉合数来完成，所以
只需要划去是别的数的倍数的那些数，这个过程就好像让数表通过了一个筛子． ♢

和容斥原理相关的一个组合数学中的古老例子是错排问题．1708 年它由 Pierre
Raymond de Montmort在《随机博弈的分析》（Essay d’analyse sur les jeux de hazard）一
文中提出．原文是说：有两堆牌，一堆按顺序排列，一堆随机排列；两堆牌从上到下依

次形成牌对，求不存在两张牌都相同的牌对的概率．这可归结为求没有不动点的置换

𝑛 ∈ 𝑆𝑛 的个数，所谓不动点就是满足 𝜎(𝑖) = 𝑖的 𝑖 ∈ [𝑛]．
考虑用容斥原理求解这一问题．记 𝐴𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)表示 𝑖作为不动点的 𝑛元置换，那

么只需计算 |𝑆𝑛| − |𝐴1 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛|．因为 |𝐴𝑖1 ∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑖𝑗 | = (𝑛 − 𝑗)!，由容斥原理的对称版
本得错排数

𝐷𝑛 = 𝑛! −
𝑛∑

𝑖=1
(−1)𝑖−1

(
𝑛
𝑖)(𝑛 − 𝑖)! = 𝑛!

(
1 −

𝑛∑
𝑖=1

(−1)𝑖−1 1
𝑖!)

= 𝑛! (1 − 1 + 1
2! − 1

3! + ⋯ + (−1)𝑛 1
𝑛!) .

用 e−𝑥 的展开式立刻看出 lim𝑛→∞
𝐷𝑛
𝑛! = 1

e，因此 de Montmort所求的概率大约为 1
e．

习题 11.3
1. (Stanley,十二重计数法) 考虑把 𝑛个球放到 𝑚个盒子里的方法数目．在不同的设定下，这样的
方法种数不同：球是否可以区分，盒子是否可以区分，每个盒子中要求至少放一个球或者至多放一

个球．在表 11.1的空格中填写计数：其中标有“/”的空格不必填写（这些空格的值和整数拆分有
关，参看习题 13.2.5）．思考：这些放球模型分别对应的更具体的计数问题的例子有哪些？
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可区分性

球数限制
无限制 ≤ 1 ≥ 1

球、盒都可区分

球不可区分，盒可区分

球可区分，盒不可区分

球、盒都不可区分

表 11.1: 常见计数模型之十二重计数法

2. 小于 106 的正整数中，有多少个既不是平方数，也不是立方数，也不是四次方数？

3. 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是有限集，𝐼 ⊆ [𝑛]为给定的非空指标集，证明：

|⋃𝑖∈𝐼
𝐴𝑖|

=
∑
𝐽⊇𝐼

(−1)|𝐽⧵𝐼|
|⋂𝑗∈𝐽

𝐴𝑗|
.

4. (Bonferroni) 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是有限集，𝑞为偶数，证明：

|

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖|
≥

∑
∅≠𝐼⊆[𝑛],|𝐼|≤𝑞

(−1)|𝐼|−1
|⋂𝑖∈𝐼

𝐴𝑖|
,

进一步证明：若 𝑞为奇数，则不等号反向．
5. 用字母 E、H、I、R、S、W组成序列，每个字母恰使用一次，要求不包含WIR、IHR、SIE（即德语我
们、你们、他们）作为子序列（子序列不一定是连续的，例如 RSWIHE非法），请问这样的序列有多
少个？

6. 设 𝑛, 𝑘, ℓ是满足 𝑘 ≥ ℓ的正整数，用筛法求出方程 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘满足 0 ≤ 𝑥𝑖 < ℓ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)
的解的组数．

7. 考虑用 𝑘个字母组成的字符串集合 Ω．设 𝑤 ∈ Ω是给定的长度为 𝑚的字符串，满足其任意真
前缀和任意真后缀都不相同．求 Ω中，长度为 𝑛且不包含 𝑤作为子串的字符串的数目．
8. 有多少个分解式中恰有 𝑟个 𝑘元轮换的 𝑛元置换？有多少个恰有 𝑟个不动点的 𝑛元置换？
9. 设 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 (𝑛 ≥ 3)，称 𝑖 是超过点，如果 𝜎(𝑖) > 𝑖．试问有多少个 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 满足其超过点包含

𝑛 − 1, 𝑛 − 2中至少一个？
10. 设 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 (𝑛 ≥ 3)，称 𝑗 是极大点，如果对所有 𝑖 < 𝑗 有 𝜎(𝑖) < 𝜎(𝑗)．试问有多少个 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 满足

它恰有 𝑘个极大点？
11. 一个有 𝑛位员工的跨国公司中，任意两位员工 𝐴, 𝐵都满足存在一种语言 𝐴会说而 𝐵不会，也
存在一种语言 𝐵会说而 𝐴不会．试问公司中员工掌握的所有不同语言数至少有多少种？
12. (Ménage问题, [kaplansky1943solution]) 假设 𝑛 (𝑛 ≥ 3)对夫妇围绕着一个圆桌就座用餐，要求
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174 十一 基本计数

男女相邻且同一对夫妇不能相邻，证明：可行的就座方式的种数为（通过旋转能够重合的方式算

作一种）：

(𝑛 − 1)!
𝑛∑

𝑘=0
(−1)𝑘 2𝑛

2𝑛 − 𝑘 (
2𝑛 − 𝑘

𝑘 )(𝑛 − 𝑘)!.

13. 回忆例 11.3.3中顺便导出的第二类 Stirling数 {𝑛
𝑘}，它是将 𝑛元集合划分为 𝑘个子集的方案

数．证明递归式：

{
𝑛 + 1

𝑘 } = 𝑘{
𝑛
𝑘} + {

𝑛
𝑘 − 1}.

其中 𝑛, 𝑘为正整数．

11.4 抽屉原理
抽屉原理又称鸽笼原理，是历史最悠久的存在性证明方法之一：把 𝑛 + 1个苹果放到

𝑛个抽屉中，必有一个抽屉装有不少于两个苹果．另一个非常简单的使用例子是：在 800
人的团队中，至少有 ⌈800/366⌉ = 3个人的生日是相同的．

以上是抽屉原理的最简单形式，其一个重要的特征是没有指明如何具体找到满足条

件的组合结构．这样的证明方法称为非构造性的．当然，这样的证明我们之前已经见过

不少，例如 Schröder–Bernstein定理的证明．显见，非构造性证明的缺点就正如其名字所
言，但其优点在于其威力有时比构造性的证明强，我们将在下面对抽屉原理的应用讨论

中来表现这一点．另外，通过理解和改造非构造性的证明来设计构造性的算法现今也是

常常见到的情况．

我们先叙述抽屉原理的两个比较广泛的形式．

11.4.1定理 (抽屉原理) (i) 设映射 𝑓 ∶ [𝑛] ⟶ 𝑅，|𝑅| = 𝑟 < 𝑛，则必存在 𝑎 ∈ 𝑅 使得
|𝑓 −1(𝑎)| ≥ ⌊

𝑛−1
𝑟 ⌋ + 1．（这里 𝑅就是抽屉．）

(ii)（平均值原理）设 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ，均值 𝑥 ≝ 1
𝑛 (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛)，则存在 𝑥𝑖 使得

𝑥𝑖 ≥ 𝑥，也存在 𝑥𝑗 使得 𝑥𝑗 ≤ 𝑥．

证明 使用反证法即可．对于 (i)，假设每个 𝑎 ∈ 𝑅都有 𝑓 −1(𝑎) ≤ ⌊
𝑛−1

𝑟 ⌋，因为每个 [𝑛]中

元素必为原像，这要求 [𝑛] ≤ 𝑟 ⌊
𝑛−1

𝑟 ⌋ ≤ 𝑛 − 1，矛盾．对于 (ii)，如果全部的 𝑥𝑖 都严格小于

𝑥，那么平均值就不可能为 𝑥，同理可考虑大于 𝑥的情形． ◻

不难看出，以上两个断言的结论都不能加以改进（构造出相应紧实例即可）．

尽管抽屉原理的形式简单，但使用它能达成的效果是深远的，特别是利用抽屉原理

的思想可以导出一整套 Ramsey理论（不仅仅是 Ramsey数本身，§15.1节），它们对组合
数学的发展起到了极大的推动作用．不过引入它们最好以图论及概率方法为载体，因此

我们先来看若干其他例子．

11.4.2例题 设 𝐴 = [2𝑛]，从 𝐴中任取 𝑛 + 1个数组成集合 𝐵．
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§11.4 抽屉原理 175

(1) 证明：𝐵中一定存在两个数，二者互素．
(2) 证明：𝐵中一定存在两个数，其中一个数是另一个数的倍数．
(3) 举例说明若将 𝑛 + 1改成 𝑛，则 (2)的结论不成立．

证明 把 [2𝑛]分为 {1, 2}, {3, 4}, … , {2𝑛 − 1, 2𝑛}共 𝑛组，则由抽屉原理，任意 𝑛 + 1个数
必有一对落在某一组中，那么这两个数必然互素．

对于 (2)，把 [2𝑛]分为𝐴1, … , 𝐴𝑛，其中𝐴𝑘 = {2𝑚(2𝑘−1) ∶ 𝑚 ∈ ℤ≥0, 2𝑚(2𝑘−1) ≤ 2𝑛}．
显然这些集合两两不交且⋃𝑛

𝑘=1 𝐴𝑘 = 𝐴，则由抽屉原理，任意 𝑛 + 1个数必有一对落在某
一组中，那么这两个数必然一个是另一个的倍数．

(3)的反例可以是 {𝑛 + 1, … , 2𝑛}． ◻

下述 Dirichlet定理是利用抽屉原理证明的丢番图逼近问题中的一个基本结果．

11.4.3定理 (Dirichlet) 给定 𝑥 ∈ ℝ ⧵ ℚ，对任意 𝑛 ∈ ℤ≥0，都存在整数 𝑝, 𝑞 (1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛)使
得

|𝑥 − 𝑝
𝑞 | < 1

𝑛𝑞 .

证明 考虑 𝑛 + 1个元素构成的集合 {{𝑘𝑥} ∶ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 + 1}，其中 {𝑥} ≝ 𝑥 − ⌊𝑥⌋表示 𝑥
的小数部分，以及 𝑛个抽屉 {(

𝑘
𝑛 , 𝑘+1

𝑛 ) ∶ 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1}．
于是由抽屉原理，必存在 1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑛 + 1，满足 |{𝑏𝑥} − {𝑎𝑥}| = |(𝑏 − 𝑎)𝑥 − (⌊𝑏𝑥⌋ −

⌊𝑎𝑥⌋)| < 1
𝑛．令 𝑞 = 𝑏 − 𝑎 ≤ 𝑛, 𝑝 = ⌊𝑏𝑥⌋ − ⌊𝑎𝑥⌋，则

|𝑞𝑥 − 𝑝| < 1
𝑛 ⟹ |𝑥 − 𝑝

𝑞 | < 1
𝑛𝑞 .

◻

11.4.4定理 (Erdős–Szekeres, [erdos1935combinatorial]) 长度超过 𝑟𝑠 的实数序列中或
者存在 𝑟 + 1长的上升子序列，或者存在 𝑠 + 1长的下降子序列．

证明 设序列长度为 𝑁 > 𝑟𝑠，序列写为 𝑎1, … , 𝑎𝑁．对每个 𝑎𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁)，令 𝑥𝑖 表示以

𝑎𝑖为结尾的最长上升子序列的长度，𝑦𝑖表示以 𝑎𝑖为结尾的最长下降子序列的长度．我们

断言若 𝑖 ≠ 𝑗，则 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ≠ (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)．实际上，不妨设 𝑖 < 𝑗，
⋄ 若 𝑎𝑖 ≤ 𝑎𝑗，则以 𝑎𝑖 为结尾的最长上升子序列可添一项 𝑎𝑗，所以 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗；

⋄ 若 𝑎𝑖 ≥ 𝑎𝑗，则以 𝑎𝑖 为结尾的最长下降子序列可添一项 𝑎𝑗，所以 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗．

现在注意 𝑎𝑖 ↦ (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)诱导了 𝑁 个元素放到 𝑁2 个抽屉中，且上面论证表明每个抽

屉不能有多于 1个元素．因为 𝑁 > 𝑟𝑠，所以由抽屉原理，必存在一个 (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) ∉ [𝑟] × [𝑠]，
即或者以 𝑎𝑡 结尾的最长下降子序列长度超过 𝑟，或者以 𝑎𝑡 结尾的最长上升子序列长度

超过 𝑠． ◻
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习题 11.4
1. 用抽屉原理（非构造性地）证明中国剩余定理．
2. 将 8种颜色的弹珠（每种颜色恰有 20个弹珠）放到 6个罐子中，证明：存在一个罐子，其中有
两对弹珠，每一对中的两个弹珠的颜色不同．

3. 证明：在一个边长为 1的等边三角形内部随意地放置 5个点，一定存在两个点，使得二者之间的
欧氏距离不超过 1

2．

4. 将 4𝑛个球放到 2𝑛个盒子中，每个盒子中至少有一个球，且没有盒子放入超过 2𝑛个球．证明：
存在一些盒子，其中共有 2𝑛个球．
5. (1) 用 6种颜色对 ℤ2 进行染色，证明：必存在一个矩形，其四个顶点的颜色是相同的；进一步

请回答，保证存在的矩形最小可以有多小？

(2) 用 2种颜色对 ℝ2 进行染色，证明：必存在长度为一的线段，其两个端点的颜色相同．如果把

2种颜色改成 3种呢？
(3) 用 2种颜色对 ℝ2 进行染色，设 𝑇 是任意给定的一个三角形，证明：必存在一个和 𝑇 全等的顶
点同色的三角形．如果把 2种颜色改成 3种呢？

6. 证明以下命题：
(1) 任取 9个素因子皆不超过 6的正整数，其中必有两个数的乘积是一个完全平方；
(2) 任取 𝑛 + 1个素因子皆不超过 𝑝𝑛 的正整数（𝑝𝑛 表示第 𝑛个素数），其中必有一些数的乘积是
一个完全平方；

(3) 任取 2023个素因子皆不超过 24的正整数，其中必有四个数的乘积是一个完全四次方．

7. 邓老师和同学们做游戏，他拿来了一副没有大小王的扑克牌．邓老师请一位同学把这些牌打乱
并随意均分成 13堆，每堆 4张牌．邓老师说，无论这位同学怎么分，他都可以从每一堆中抽出一张
牌，然后组成 A、2、3、…、J、Q、K的顺子（允许花色不同）．请问邓老师说得对吗？给出证明或反
例．

8. 亚瑟王有 15颗红宝石和 15颗蓝宝石，他随意地把这 30颗宝石排成一列，梅林说，他总是能从
这列宝石中找到连续的 10颗，其中红宝石和蓝宝石各占一半．请问梅林说得对吗？给出证明或反
例．

9. 设正整数 𝑘 < 𝑛，是否存在 𝑛个无理数，使得其中的任意 𝑘个之和都是有理数？证明你的结论．
10. 给定 𝑥 ∈ ℝ ⧵ ℚ，证明：对任意 𝜀 > 0，都存在 𝑛 ∈ ℤ≥0，使得 {𝑛𝑥} < 𝜀．进一步证明：集合
𝐴 = {{𝑛𝑥} ∶ 𝑛 ∈ ℤ≥0}在 [0, 1]稠密．（稠密是指任意一个开区间 𝐼 ⊆ [0, 1]都满足 𝐴 ∩ 𝐼 ≠ ∅．）

11. 证明：长度超过 𝑟𝑠𝑡的实数序列中或者存在 𝑟 + 1长的上升子序列，或者存在 𝑠 + 1长的下降子
序列，或者存在 𝑡 + 1长的常数子序列．
12. (1) 设 𝑛是给定的正整数，证明：可以将 1, 2, … , 𝑛适当地排成一列，使得其中没有长度为 3

的等差数列．

(2) 将正整数随意地排成一列，证明：其中必有一个长度为 3的递增的等差数列．
13. 假设有 𝑛枚硬币，其中若干枚是次品，重量是 𝑚′，剩下是正品，重量是 𝑚 (𝑚 > 𝑚′)．现有一台精
度充分高的秤，问至少要称量几次才能确定其中的次品？
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问题可以作如下转化：称集族 𝑆1, … , 𝑆𝑘 ⊆ [𝑛]是有完全分辨能力的，如果对于任意的 𝑇 ⊆ [𝑛]，
𝑇 由元素个数 |𝑆𝑖 ∩ 𝑇 | (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)完全决定．
(1) 证明：如果有一个具有完全分辨能力的集族 𝑆1, … , 𝑆𝑘，那么称 𝑘次就能找出全部的次品．
(2) 利用抽屉原理证明下界：𝑚 ≥ 𝑛

log2(𝑛+1)．（此题来源于美国数学月刊每月问题 #1399，见于
[soderberg1963combinatory]．对构造性的算法有很多研究，例如 [bshouty2009optimal]．）
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12 | 离散概率
阅读提示

本章对组合数学中要用到的基础概率论作简单的介绍，主要内容是概率空间的

定义（§12.1节）、条件概率（§12.2节）、随机变量的期望和方差（§12.3节）等．
这些内容虽然很简单，但是在今后的学习科研中是极为常用的工具（例如机器学

习、随机算法等等）．如果读者已经学过概率统计等课程，则对将要讲到的内容自

然是十分熟稔，大体都可以跳过，但是仍然要注意对于独立性、期望的线性性和集

中不等式的评论，例如引理 12.2.11、例 12.3.10和定理 12.3.12前后的叙述等．如
果之前未接触过严格的概率论，则需注意本章内容大多仅限于离散概率，专为应

用，因此严格性也有所受限，学习时主要是掌握计算的技巧和相关概率论工具的

用法，便于在后续第 15章中使用．

我们所处在的世界充满了随机性，而概率论是集中研究概率及随机现象的数学分

支，它最早起源于赌博活动的分析之中：早在中世纪，意大利和法国的数学家就对这些靠

运气的游戏进行过分析．后来，概率论的方法逐渐渗透到各个其他学科中，而且，除研究

随机性本身之外，向系统中引入随机性或利用随机性也是非常常见的．比如，在计算机

科学中，随机算法就是一种人为引入的不确定性，它们的分析依赖于概率的理论．

本章讨论的就是基础的概率论，但仅限于至多可数的概率空间，因此使用求和的方

法就能进行处理，这称为离散概率．

12.1 概率空间
我们在生活中已经有对概率的一些模糊的感受．对于概率的理解，存在主观概率

（Bayes学派）和客观概率（频率学派）两类．前者认为，概率表示人因为信息不完备而
导致信念的高低；后者则认为概率刻画的是一种客观的事件发生频率的极限．但不论使

用何种理解，采用何种直观，我们都必须抽离这些经验，对概率和“随机”给予纯粹数学上

的定义．这就引出概率空间．
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12.1.1定义 设 Ω是一集合（样本空间），ℱ ⊆ 𝒫 (Ω)为一集合系．假如 ℱ 满足
(i) Ω ∈ ℱ，
(ii) 𝐴 ∈ ℱ ⟹ 𝐴𝑐 ∈ ℱ，
(iii) 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⟹ ⋃𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖 ∈ ℱ，
那么称 ℱ 为 Ω的一个 𝝈-代数．满足 𝐴 ∈ ℱ 的集合 𝐴称关于 ℱ 可测，它们均称为（可
测）事件．

形象地说，样本空间就是待考察的世界可能的状态的集合．但是，有一些状态我们

并不能区分．例如，投掷两枚完全一样的硬币，那么一正一反实际上对应于两种状态，但

我们无法区分是哪枚硬币处于正面，这一直观对应于 𝜎-代数中“甲正乙反、乙正甲反”是
一个整体，不存在二者之一作为单点集．因此 𝜎-代数代表的是在样本空间中的观测能力
或区分能力．虽然如此，在离散概率中，ℱ 经常是样本空间全部子集的集合 𝒫 (Ω)．

概率现在便可定义为在可测事件的集合上“分配权重”．

12.1.2定义 设 ℱ 是 Ω上的 𝜎-代数，可测事件的函数 Pr∶ ℱ ⟶ ℝ如果满足
⊳ 非负性 Pr[𝐴] ≥ 0 (∀𝐴 ∈ ℱ )，
⊳ 归一化 Pr[Ω] = 1，
⊳ 可列可加性 设可数个集合 {𝐴𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}两两不交，则 Pr [⋃𝑖∈𝐼 𝐴𝑖] =

∑
𝑖∈𝐼 Pr[𝐴𝑖]，

就称为概率．元组 (Ω, ℱ , Pr)称为概率空间．

由于概率的可列可加性，容斥原理可以直接用于概率的计算中．

12.1.3命题 对于任意事件 𝐴1, … , 𝐴𝑛，

Pr
[

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖]
=

∑
∅≠𝐼⊆[𝑛]

(−1)|𝐼|−1 Pr
[⋂

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖]

.

在比较复杂的概率的计算中，以上命题一般不太好用，常用的是如下次可加性或并集上

界（union bound，又称 Boole不等式）：

12.1.4定理 (Boole) 对于任意事件 𝐴1, … , 𝐴𝑛，

Pr
[

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖]
≤

𝑛∑
𝑖=1

Pr[𝐴𝑖].

证明 这实际上是容斥原理的直接推论．此处用归纳法再证．对于 𝑛 = 2，我们有

Pr[𝐴1 ∪ 𝐴2] = Pr[𝐴1] + Pr[𝐴2] − Pr[𝐴1 ∩ 𝐴2],
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鉴于概率的非负性，命题成立．而当 Pr [⋃𝑛−1
𝑖=1 𝐴𝑖] ≤

∑𝑛−1
𝑖=1 Pr[𝐴𝑖]时，利用同样套路

Pr
[

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖]
= Pr

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑛 ∪

𝑛−1

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖
⎤⎥⎥⎦

≤ Pr[𝐴𝑛] +
𝑛−1∑
𝑖=1

Pr[𝐴𝑖],

即得等式成立． ◻

在概率空间中，有一类空间是经常被用来解决问题的，它也是 Laplace最初对概率
的定义，这就是古典概型．古典概型是指样本空间为 𝑛元集合 {𝜔1, … , 𝜔𝑛}，对应的 𝜎-代
数为 𝒫 (Ω)，分权为均匀的 Pr[𝜔𝑖] = 1

𝑛 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)（每个“基本事件”发生的可能性相同）．
这时，概率的计算就变成了计数，因为概率等于导致事件发生的样本点总数除以 𝑛．

12.1.5例题 (生日攻击) 离散数学课上有 53个学生，假设每位同学的生日都是均匀分布
在一年中的每一天的（并设无人出生在 2月 29日），存在同一天生日的两位同学的概率
有多大？

解 设一年有 𝑑 天，学生有 𝑛个，则所有的样本点相当于把 𝑛个球随机地放到 𝑑 个盒子
里得到的全部结果．这些结果一共有 𝑑𝑛 种．而没有同一天生日的两位同学就是每个盒

子里至多有一个球，这等价于从 𝑑 个盒子里选出 𝑛个并予以排列，即为 (𝑑
𝑛)𝑛!，从而根据

古典概型，所说概率是

Pr[出现生日重合] = 1 − 𝑑(𝑑 − 1) ⋯ (𝑑 − 𝑛 + 1)
𝑑𝑛

= 1 − (1 − 0
𝑑 ) (1 − 1

𝑑 ) (1 − 2
𝑑 ) ⋯ (1 − 𝑛 − 1

𝑑 )
≈ 1 − e0 ⋅ e−1/𝑑 ⋅ e−2/𝑑 ⋯ e−(𝑛−1)/𝑑

= 1 − e−(𝑛(𝑛−1)/(2𝑑)) ≈ 0.977.

可以看出，只要学生数达到√𝑑 的级别，发生生日“碰撞”的概率就是 Ω(1)的．譬如
有一个 64位 Hash函数，要产生 Hash碰撞，那这里的估计是说 232 次攻击就有一定信心

成功．这在密码学中有一定的意义． ◻

12.1.6例题 设口袋中有 𝑎个白球，𝑏个黑球，现在从口袋中每次随机地拿出一个球（不
放回），求第 𝑘 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑎 + 𝑏)次摸出的球是白球的概率．

解 若将拿出球的顺序看成 𝑎 + 𝑏个球的全排列，则只需求出第 𝑘个球是白色的排列的
数目．做这件事只需先选出一个白球，然后对剩余的球作全排列，因此结果为

𝑎(𝑎 + 𝑏 − 1)!
(𝑎 + 𝑏)! = 𝑎

𝑎 + 𝑏 .

引人注目的事实是，这一结果与 𝑘无关．实际上，这和我们生活中的经验相符，就是一个
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一个轮流抽签和同时抽签是同样公平的． ◻

习题 12.1
1. 设 𝜎-代数 ℱ 中包含集合 𝐴, 𝐵，证明：𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 ⧵ 𝐵, 𝐴 △ 𝐵都在 ℱ 中．
2. 设 ℱ 为 Ω上 𝜎-代数，给定 𝐵 ∈ ℱ，证明：{𝐴 ∩ 𝐵 ∣ 𝐴 ∈ ℱ }也是 Ω上 𝜎-代数．

3. 设事件 𝐴, 𝐵 满足 Pr[𝐴] = 3
4 ,Pr[𝐵] = 1

3，证明：
1

12 ≤ Pr[𝐴 ∩ 𝐵] ≤ 1
3 并举出紧实例．给 Pr[𝐴 ∪ 𝐵]

也做一个类似的估计．

4. 设有 𝑛个事件 𝐴1, … , 𝐴𝑛 和给定的常数 𝑝, 𝑞，满足对于任意的互不相同的下标 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [𝑛]

Pr[𝐴𝑖] = 𝑝, Pr[𝐴𝑖] ∩ Pr[𝐴𝑗] = 𝑞, Pr[𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘] = 0,

而且所有这些事件中至少有一个必然发生，证明：𝑝 ≥ 1
𝑛 , 𝑞 ≤ 2

𝑛．

5. 宫廷里的贵族玩掷骰子游戏，问：一颗骰子掷 4次至少得到一个六点，和两个骰子投 24次至少
得到一个对六，哪一种遇到的机会更大？（这问题现在看来十分简单，但它的解决导致了古典概率

论的诞生．）

6. 甲、乙两人进行赌博，每人分别出赌资一百元，规定先胜三局者赢得全部赌资．现在已经进行了
三局，甲两胜一负，但因故赌局不能再进行，请问二人应该如何瓜分赌资才算公平？假设对局都是

公平的，两人赌技相同．

7. 某班有 𝑁 个士兵，每人各有一支枪，这些枪外形完全一样．在一次夜间紧急集合中，若每个士
兵随机地取走一支枪，求恰有 𝑘 (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁)个人拿到自己的枪的概率．
8. 在联欢会的抽奖环节中有 𝑁 种奖品（数量均充分多），每种奖品恰对应一张奖券．现在把这些
奖券放到抽奖箱中，𝑛 (𝑛 ≥ 𝑁)位同学轮流抽签领奖．若抽过的奖券立刻放回，求最后有奖品没有
被抽到的概率．

9. (不传递的骰子, [buhler2018maximally; moon1967generating]) 梅林和亚瑟王打赌．梅林拿出
了三个骰子 𝐴, 𝐵, 𝐶，这些骰子都是均匀的立方体，其中 𝐴的六个面印有 2、6、7各两个，𝐵为 1、5、9
各两个，𝐶 则为 3、4、8各两个．现在两人先后挑选一个骰子，然后各自用这两个骰子做充分多次比
大小的赌局，胜率高的人获胜．请问亚瑟王先选还是后选有利，还是无所谓？证明你的结论．

12.2 条件概率与独立性
对概率的讨论总是在给定概率空间下进行的．不过，有时候我们可能已知某个事件

𝐵发生，希望求出此时 𝐴事件发生的概率．从直观上讲，通过已知事件发生，我们可从概
率空间中排除对应 𝐵𝑐 的全部事件，然后在剩余的事件中，看看 𝐴发生的“比例”有多高．
这导出条件概率的概念，它是一种“重新归一化”的方法．除了刻画直觉外，它也可

以帮助简化概率的计算．以下用 Pr[𝐴𝐵]简记 Pr[𝐴 ∩ 𝐵]，等等．

12.2.1定义 设 Pr[𝐴] > 0，称 Pr[𝐴𝐵]
Pr[𝐴] 为已知 𝐴发生的条件下，𝐵发生的概率，记为条件概

率 Pr[𝐵 ∣ 𝐴]．
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12.2.2注 (i)不难验证条件概率也符合概率的公理化定义，特别地，若取 𝐴 = Ω，那么概
率本身也可以视为条件概率．

(ii)依定义立刻可以导出乘法公式

Pr[𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛] = Pr[𝐴1]Pr[𝐴2 ∣ 𝐴1] ⋯ Pr[𝐴𝑛 ∣ 𝐴1 ⋯ 𝐴𝑛−1]. ♤

下面是两个乘法公式的应用．

12.2.3例 将一副没有大小王的扑克牌（有 4种花色，每种花色各有 13种点数）随机均
分为四堆（每堆 13张），我们来计算每堆牌都有 A的概率．

直接计算比较困难，让我们依次考虑事件 𝐴1 = {红心 A和黑桃 A不在一组}，
𝐴2 = {梅花、红心和黑桃 A都不在一组}，𝐴3 = {方块 A和其他 A都不在一组}．条件概
率 Pr[𝐴1],Pr[𝐴2 ∣ 𝐴1],Pr[𝐴3𝐴2 ∣ 𝐴1]都特别容易得出，所以答案为

Pr[𝐴1𝐴2𝐴3] = Pr[𝐴1]Pr[𝐴2 ∣ 𝐴1]Pr[𝐴3 ∣ 𝐴2𝐴1] = 3 × 13
51 ⋅ 2 × 13

50 ⋅ 1 × 13
49 . ♢

下面的例子需要一些图论的前置知识，没有学过的读者可以参考图论部分或者先

跳过．

12.2.4例 我们来看一个简单的针对最小割的随机算法 [karger1993global]，这里考虑的
是无向图，每条边的边权都是 1．
(i) 每次随机选一条边，收缩之．这里，收缩边后产生的重边我们都保留．
(ii) 当收缩得到的图只有两个点时，输出这两个顶点之间的全部边作为最小割．

图 12.1: Karger算法的一次成功执行过程．图片来源：Wikimedia Commons，使用许可：CC BY-SA
3.0

设所说的图 𝐺有 𝑛个顶点，上面“极简”算法至多执行 𝑛 − 2步．它输出割是得到保证的，
因为收缩边得到的新图中的割仍然是原图中的割．

让我们来分析这个算法真的输出最小割的概率．设 𝑘是最小割的大小．一条边被收
缩意味着它被排除在最后的输出之外，我们用 𝐴𝑖 表示事件：在算法的第 𝑖步没有扔掉最
小割中的一条边．根据握手定理我们知道图中至少有 𝑘𝑛

2 条边，否则存在一个点的度小
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于 𝑘，所以 Pr[𝐴1] ≥ 1 − 𝑘
𝑘𝑛
2

= 1 − 2
𝑛．进一步，

Pr[𝐴2 ∣ 𝐴1] ≥ 1 − 2
𝑛 − 1 , … , Pr

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
||

𝑖−1

⋂
𝑗=1

𝐴𝑗
⎤⎥⎥⎦

≥ 1 − 2
𝑛 − 𝑖 + 1 .

根据条件概率的乘法公式我们有

Pr[𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛−2] ≥
𝑛−2∏
𝑖=1

(1 − 2
𝑛 − 𝑖 + 1) = 2

𝑛(𝑛 − 1) = Ω(𝑛−2).

当我们重复执行该算法 Ω(𝑛2)次，选择得到的割中最小的，答案错误的概率就不超过

(1 − 2
𝑛(𝑛−1) )

𝑛2

< 1
e；再进一步执行，则错误概率可以任意小．

这种通过随机化运行，有可能输出错误答案，但出错概率是有理论保证的上界的

算法称为Monte-Carlo型随机算法．作为对比，像在快速排序中随机地找基准（pivot），
这样一定给出正确答案，只是运行时间是随机变量的随机算法称为 Las-Vegas型随机
算法． ♢

具体计算概率时，常常需要通过一些较简单事件的概率来计算复杂事件的概率．这

种情况下会有分类讨论的情况，就是把复杂事件进行分解，这种方法的基石是全概公式，

它是可列可加性和条件概率定义的直接推论．

12.2.5命题 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 构成样本空间 Ω的划分，那么对任意的事件 𝐴

Pr[𝐴] =
𝑛∑

𝑖=1
Pr[𝐴 ∣ 𝐴𝑖]Pr[𝐴𝑖].

证明 注意到 Pr[𝐴 ∣ 𝐴𝑖]Pr[𝐴𝑖] = Pr[𝐴𝐴𝑖]，而 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是样本空间的划分，所以∑𝑛
𝑖=1 Pr[𝐴𝐴𝑖] = Pr[𝐴]

∑𝑛
𝑖=1 Pr[𝐴𝑖] = Pr[𝐴]． ◻

同样，也可以适当地选择事件来分解样本空间，使得运用全概公式的概率计算变得

简单．我们再利用扑克牌的例子展示之．

12.2.6例 假设将一副没有大小王的扑克牌（有 4种花色，每种花色各有 13种点数）随
机分为两堆后，从其中一堆中抽出了一张 A．现在将这张旧牌 A放入另一堆中，再从这
堆中随机取出一张，我们求新牌还是 A（记为事件 𝐴）的概率．

一个聪明的分类是考虑事件 𝐵 = {新牌就是旧牌}．那么 Pr[𝐵] = 1
26+1 ,Pr[𝐴 ∣ 𝐵] =

1．而 Pr[𝐴 ∣ 𝐵𝑐] = 3
52−1，所以所求概率是

Pr[𝐴] = Pr[𝐴 ∣ 𝐵] Pr[𝐵] + Pr[𝐴 ∣ 𝐵𝑐]Pr[𝐵𝑐] = 1
27 + 1

17 ⋅ 26
27 . ♢
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一个类似全概公式的命题是著名的 Bayes公式（逆概公式）．下面命题中，Pr[𝐴𝑖]是
一组选好的事件之概率，可称为先验概率，而 Pr[𝐴𝑖 ∣ 𝐴]为观测到 𝐴之后 𝐴𝑖 的概率，为

后验概率．后验概率反映了观测到的事件对已有知识的影响，这是 Bayes统计学进行统
计推断的逻辑基础之一．

12.2.7命题 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 构成样本空间 Ω的划分，那么对任意的事件 𝐴

Pr[𝐴𝑖 ∣ 𝐴] = Pr[𝐴 ∣ 𝐴𝑖]Pr[𝐴𝑖]∑𝑛
𝑗=1 Pr[𝐴 ∣ 𝐴𝑗]Pr[𝐴𝑗]

.

证明 根据全概公式，上式右边的分母即是 Pr[𝐴]，而根据条件概率的定义分子为
Pr[𝐴𝐴𝑖]，最后再次使用定义即得等式． ◻

Bayes公式的应用则可以采用医学上的检测准确度来举例．某 COVID-19检验法的
功效如下：假阴性率（感染个体检验阴性的概率）0.05，假阳性率（健康个体检验阳性的
概率）0.01．已知某地区有 0.001比例的人感染了 COVID-19，李雷经该方法检测后得阳
性．我们计算李雷确实得了 COVID-19的后验概率．设 𝐴表示检测阳性，𝐵表示确实感
染，则

Pr[𝐵 ∣ 𝐴] = Pr[𝐵]Pr[𝐴 ∣ 𝐵]
Pr[𝐵]Pr[𝐴 ∣ 𝐵] + Pr[𝐵𝑐]Pr[𝐴 ∣ 𝐵𝑐] ≈ 0.087.

为什么此检验法是比较可靠，但 8.7%看上去仍然是一个较小的数字呢？主要原因是它
的假阳性率实际上是很高的．不过，8.7%这个数字相比于 0.001已经高很多了，表明此
时需要进一步筛查．

和条件概率紧密相关的是独立性的概念，其基本意义是多个事件是否发生，对彼此

没有丝毫的相互影响．

12.2.8定义 一列可数个事件 {𝐴𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}相互独立是指对任意 𝐽 ⊆ 𝐼 都有

Pr
⎡⎢⎢⎣
⋂
𝑗∈𝐽

𝐴𝑗
⎤⎥⎥⎦

=
∏
𝑗∈𝐽

Pr[𝐴𝑗].

请注意相互独立和两两独立是不同的，两两独立限制 𝐽 均为二元集合，前者比后者强．

12.2.9例 甲乙两人玩石头剪子布，都采用均匀随机的策略．设 𝐴 = {甲出剪刀}, 𝐵 =
{乙出布}, 𝐶 = {甲赢}．那么可以计算出 Pr[𝐴] = Pr[𝐵] = Pr[𝐶] = 1

3，Pr[𝐴𝐵] = Pr[𝐴𝐶] =
Pr[𝐵𝐶] = 1

9，所以 𝐴, 𝐵, 𝐶 两两独立．但是 Pr[𝐶 ∣ 𝐴𝐵] = 1，说明三者并非相互独立． ♢

12.2.10例 在 COVID-19筛检时，常常使用混检的方法以提高效率并降低成本．假设每
个人核酸阳性的概率是 0.5%而且这些事件 𝐴1, 𝐴2, … 相互独立，则混检 10人发现阳性
的概率是

Pr[𝐴1 ∪ ⋯ ∪ 𝐴10] = 1 − Pr[𝐴𝑐
1 ⋯ 𝐴𝑐

10] 独立性======= 1 − 0.99510 ≈ 5%,
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而混检 100人发现阳性的概率则上升到 39%．可见混检人数不能太多，否则要再重新检
测的比例就会比较高． ♢

在概率论的各种应用中，经常假设一些事件之间是相互独立的．一方面，相互独立

给分析带来了数学上的便利（上面的例子如果不假定独立性就无法计算）；另一方面，相

互独立的事件提供的信息量也是最大的，可以得到比较好的结果．不过，这些假设都是

实际情况的一种近似，是建立数学模型时要考虑的问题．

以下是一个可以用于判定相互独立的形象条件，它的意思是说，若某族事件是否发

生完全取决于另外一族已知相互独立的事件，而这种决定关系是不交的，则它们相互

独立．

12.2.11引理 给定相互独立的事件 𝒳 = {𝑋1, … , 𝑋𝑛}，若另外的事件 𝒴 = {𝑌1, … , 𝑌𝑚}
满足对每个 𝑌𝑖 ∈ 𝒴 都存在某个 𝑆𝑖 = 𝐴𝑖 ⊔ 𝐵𝑖 ⊆ 𝒳，使得 𝑌𝑖 = ⋂𝑗∈𝐴𝑖

𝑋𝑗 ∩ ⋂𝑗∈𝐵𝑖
𝑋𝑐

𝑗．若

𝑆𝑖 和 𝑆𝑗 (𝑗 = 𝑗1, … , 𝑗𝑘)分别不交，那么

Pr[𝑌𝑖] = Pr
⎡⎢⎢⎣
𝑌𝑖

|
|
|| ⋂

𝑗∈{𝑗1,…,𝑗𝑘}
𝑌𝑗

⎤⎥⎥⎦
.

特别地，如果 𝑆1, … , 𝑆𝑚 两两不交，则𝒴 中事件相互独立．

证明 由于 𝑌𝑖 = ∩𝑗∈𝐴𝑖𝑋𝑗 ∩ ⋂𝑗∈𝐵𝑖
𝑋𝑐

𝑗 而 𝒳 中事件相互独立，因此直接代入后利用条件
概率的定义即得到结论． ◻

基于条件概率，我们可以还可进一步定义条件独立性的概念．

12.2.12定义 给定事件 𝐴，一列可数个事件 {𝐴𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}在 𝐴下条件独立是指对任意
𝐽 ⊆ 𝐼 都有

Pr
⎡⎢⎢⎣
⋂
𝑗∈𝐽

𝐴𝑗
|
|
||

𝐴
⎤⎥⎥⎦

=
∏
𝑗∈𝐽

Pr[𝐴𝑗 ∣ 𝐴].

需要注意的是，条件独立性和独立性互相既不为充分条件，也不为必要条件．请看

下例：

12.2.13例 (i)独立地投掷一枚公平硬币两次，用 𝐻1, 𝐻2 分别表示第一次和第二次正

面朝上，则二者相互独立．考虑事件 𝑇 = {至少有一次反面朝上}，那么 Pr[𝐻1 ∣ 𝑇 ] =
Pr[𝐻2 ∣ 𝑇 ] = 1

3，但 Pr[𝐻1𝐻2 ∣ 𝑇 ] = 0，二者并不条件独立．所以独立推不出条件独立．
(ii)考虑两枚不公平的硬币，第一枚投掷时正面朝上的概率为 0.99，而第二枚则只有

0.01．现在随机地从两枚硬币中选取一枚并投掷两次，用𝐻1, 𝐻2 分别表示第一次和第二

次正面朝上，那么𝐻1, 𝐻2 不独立，因为

Pr[𝐻1] = Pr[𝐻2] = 1
2 , Pr[𝐻1𝐻2] = 1

20.992 + 1
20.012 ≠ 1

4 .
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但若给出 𝑇 = {选出了第一枚硬币}，则二者当然独立．所以条件独立无法推出独立． ♢

习题 12.2
1. 在袋子中放有 𝑏个黑球和 𝑤个白球，有放回地抽取一个球，然后再放入和这个球同色的新球 𝑐
个．如此反复 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 次．求前 𝑛1 次都抽到黑球，后 𝑛2 次都抽到白球的概率．

2. 某人有 5枚硬币，其中两枚正反面都是数字，一枚正反面都是花，一枚则是正常的一面数字一面
花．他闭上眼睛随机选一枚投掷．

(1) 他睁开眼睛，发现数字朝上，求该朝下的一面也是数字的概率．
(2) 接上题，他再次投掷这枚硬币，该次投掷的结果使得朝下的一面为数字的概率．
(3) 接上题，实际上他发现正面还是数字，求此时朝下的一面也是数字的概率．
(4) 接上题，他从余下的硬币中再取出一枚投掷，求结果是数字朝上的概率．

3. 把单词 mathematics的字母随机地排成一列，恰好得到正确拼写的“数学”一词的概率是多少？
4. (Monty Hall问题) 在电视节目的抽奖环节中有 𝑛 (𝑛 ≥ 3)扇门，其中 𝑚 (1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 2)扇门后面
有奖，其他则没有．李雷参与该活动，选择了一扇门．主持人打开了除这扇门之外的一扇空门．此

时，李雷采用下列两个策略哪一个更好？说明选择理由．

(a)坚持最初猜的旧门．
(b)在最初猜的旧门和主持人打开的空门之外，再随机地选一扇门．
5. 设有 𝑛个袋子，每个袋中都有 𝑏个黑球和 𝑤个白球．从第一个袋子中抽出一个球放到第二个袋
子中，再从第二个袋子中抽出一个球放到第三个袋子中，以此类推，求结束以后在最后一个袋子中

随机抽到黑球的概率．

6. 设 𝑝为素数，样本空间为 Ω = {1, 2, … , 𝑝}，ℱ = 𝒫 (Ω)，概率为 Pr[𝐴] = |𝐴|
𝑝 ．设 𝐴, 𝐵 独立，证明：

𝐴, 𝐵中至少有一个是 ∅或者 Ω．
7. 投掷某公平硬币 𝑚次，证明每次试验的结果相互独立和以下条件等价：对每个可能出现的试验
结果序列，其出现的概率均为 2−𝑚．

8. 某人有三个孩子，并设每个孩子为男孩或者女孩与其他孩子的情况都是相互独立的．设事件
𝐴 = {所有孩子都是同样性别}、𝐵 = {至多有一个男孩}、𝐶 = {至少有一个男孩和女孩}．
(1) 问 𝐴和 𝐵、𝐵和 𝐶、𝐴和 𝐶 是否分别独立？
(2) 对四个孩子的家庭做和上一问同样的事情．

9. 一道选择题有 4个答案，不会做的同学从中均匀随机猜一个，会做的同学一定做对．假设会做
和不会做的同学各占一半，某同学做对了此题，求其真的会做本题的概率．

10. (Eddington, [eddington1935problem; deakin2009new]) 某事件有 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷四位目击者，他们
都知道事情的真相如何．不过在法庭上，他们相互独立地以 1

3 的概率撒谎．他们作证的情况如下：

𝐷发表证词后，𝐶 说他在撒谎，紧接着 𝐵说 𝐶 在撒谎，最后 𝐴说 𝐵说的是对的．问：𝐷发表的证词
真实的概率有多大？

11. 剧场中有 𝑛个座位，𝑛个人持票一个个对号入座．然而第一个人因故坐错了位置，后来的人如
果看到自己的座位被占了，就均匀随机选一个位置坐下，否则就坐自己的位置．求最后一个人可

以坐上自己的位置的概率．
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12.3 随机变量及其数字特征
对于随机性问题，在事件的基础上，我们有时候可能关心更多东西，特别是数值问

题，这样可以简明地反映问题的性质．

比如，投掷 100次一枚公平硬币，正面朝上的次数是多少？这个数量有随机性，它可
以视为样本点的函数．在这里，这个函数就是对每个样本点清点其中朝上硬币的个数．

即便是没有明显的数值性质的随机现象，我们也可以把事件发生记为 1，不发生记为 0．
总之，这说明这种数是很重要的，把这一直观总结为随机变量的概念．

12.3.1定义 设 (Ω, ℱ , Pr)是概率空间，映射 𝑋 ∶ Ω ⟶ ℝ如果满足对任意的 𝑥 ∈ ℝ都有
{𝜔 ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥} ∈ ℱ，就称 𝑋 是随机变量．

请注意随机变量是样本点（而不是事件）的函数．

因为对每个 𝑥，{𝑋(𝜔) ≤ 𝑥}均为可测事件，所以我们可以计算出随机变量 𝑋 落在各
种区间和区间之交、并、补之内的概率．这样一来，函数

𝐹𝑋(𝑥) ≝ Pr[𝑋 ≤ 𝑥] =
∑
𝑥𝑖≤𝑥

Pr[𝑋 = 𝑥𝑖]

是良定义的，称为 𝑋 的分布函数．若设 𝒟 是一个给定的分布，𝑋 为随机变量，那么记号
𝑋 ∼ 𝒟 表示 𝑋 服从该分布．

严格叙述随机变量的一般性理论需要测度的知识，本课程中我们通常只关心离散型

随机变量．这是指 𝑋 只可能取可数个值 𝑥𝑖（这些 𝑥𝑖 的全体称为 𝑋 的支撑（support）），
给出全部 𝑝𝑖 ≝ Pr[𝑋 = 𝑥𝑖] > 0的数值就给出了 𝑋 的分布列．可以看出，离散型随机变量
的分布函数是阶梯函数．

12.3.2例 我们举出几个特别重要的离散型随机变量的例子．

(i)两点分布．其支撑为 {0, 1}，分布列为 Pr[𝑋 = 0] = 𝑝, Pr[𝑋 = 1] = 1 − 𝑝．它可以
用于刻画一个二元事件，例如明天下雨与否可建模为服从两点分布的随机变量．

(ii)二项分布．𝐵(𝑛, 𝑝)．其支撑为 {0, 1, … , 𝑛}，分布列为 Pr[𝑋 = 𝑘] = (𝑛
𝑘)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘．

它可刻画 𝑛个独立的两结果试验中成功的次数的分布，例如本节开头讲的投掷硬币正面
朝上的次数便可建模为服从 𝐵 (100, 1

2 )．

(iii) Poisson分布．𝒫 (𝜆)．其支撑为 ℤ≥0，分布列为 Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝜆𝑘

𝑘! e
−𝜆．它可视为二

项分布在 𝑛 → ∞的极限，一般用于建模小概率事件的计数（例如单位时间内放射性粒
子的衰变个数）．

(iv)几何分布．𝐺(𝑝)．其支撑为 ℤ>0，分布列为 Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1．它可刻画为

𝑛次独立的两结果试验中，试验 𝑘次才得到第一次成功的概率． ♢

对于多个随机变量也有条件分布、独立性等概念．我们把两个（定义在同一个概率
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空间上的）离散随机变量 𝑋, 𝑌 的联合分布列和联合分布函数分别定义为

𝑝𝑖𝑗 = Pr[𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦𝑗], 𝐹𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = Pr[𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦].

条件分布 𝑝(𝑌 ∣ 𝑋)类似写为

Pr[𝑋 = 𝑥 ∣ 𝑌 = 𝑦] = Pr[𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦]
Pr[𝑌 = 𝑦] .

在联合分布的设定下，我们把 Pr[𝑋 = 𝑥]和 Pr[𝑌 = 𝑦]分别称为 𝑋, 𝑌 的边缘分布．显然
Pr[𝑋 = 𝑥] =

∑
𝑦 Pr[𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦]，这是全概公式的类似物．如果 Pr[𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦]能分

离变量成为边缘分布 Pr[𝑋 = 𝑥] Pr[𝑌 = 𝑦]的乘积，就称它们相互独立．

12.3.3例题 设两个随机变量 𝑋, 𝑌 的联合分布列如表 12.1 所示：已知 Pr[𝑋𝑌 ≠ 0] =

𝑌
𝑋 −1 0 1

−1 𝑎 0 0.2
0 0.1 𝑏 0.1
1 0 0.2 𝑐

表 12.1: 两个随机变量 𝑋, 𝑌 的联合分布列，部分数值未知

0.4,Pr[𝑌 ≤ 0 ∣ 𝑋 ≤ 0] = 2
3，求：

(1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 的值；
(2) 𝑋, 𝑌 的边缘分布；
(3) 𝑋 + 𝑌 的概率分布．

解 根据归一化原则有 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 0.6 = 1，再依条件 𝑎 + 𝑐 + 0.2 = 0.4, 𝑎+𝑏+0.1
𝑎+𝑏+0.3 = 2

3．解出

𝑎 = 0.1, 𝑏 = 0.2, 𝑐 = 0.1．边缘分布在分布列表中按行列求和即可，以下写在表 12.2的边
缘（这也是其得名的原因）：即是 Pr[𝑋 = −1] = 0.2,Pr[𝑋 = 0] = 0.4,Pr[𝑋 = 1] = 0.4，等

𝑌
𝑋 −1 0 1 𝑌 的边缘分布列

−1 0.1 0 0.2 0.3
0 0.1 0.2 0.1 0.4
1 0 0.2 0.1 0.3

𝑋 的边缘分布列 0.2 0.4 0.4

表 12.2: 两个随机变量 𝑋, 𝑌 的联合分布列和边缘分布列

等．既然有联合分布列，计算 𝑋 + 𝑌 的和的分布只需要对着表格数出 Pr[𝑋 + 𝑌 = −2] =
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Pr[𝑋 + 𝑌 = 2] = Pr[𝑋 + 𝑌 = −1] = 0.1,Pr[𝑋 + 𝑌 = 1] = 0.3,Pr[𝑋 + 𝑌 = 0] = 0.4．（如果
已知 𝑋, 𝑌 相互独立的话则可以从边缘分布出发作卷积．） ◻

当然，单纯用给出分布列或者联合分布来刻画随机变量的方法虽然全面，但是不够

直观．我们有必要使用一些更加集中和形象的概念来刻画随机变量的一些特别重要的

性质．这就是随机变量的数字特征．下面要介绍的两个数字特征都在统计上有比较清晰

的含义，期望刻画了随机变量的“平均值”，而方差则刻画它偏离平均值的程度．

12.3.4定义 设 𝑋 为离散型随机变量，如果级数
∑

𝑖 𝑥𝑖𝑝𝑖 绝对收敛，我们就称 𝑋 的期
望存在，此时记其为 𝔼[𝑋] =

∑
𝑖 𝑥𝑖𝑝𝑖．

在下例中，我们来计算常见离散型分布的数学期望．

12.3.5例 (i)两点分布的数学期望为 𝑝．
(ii)二项分布的数学期望为

𝑛∑
𝑘=0

𝑘(
𝑛
𝑘)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑝

∑
𝑘=1

𝑛 − 1
𝑘 − 1𝑝𝑘−1(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑝.

计算时用到了前面讲到的二项式系数的性质．

(iii) Poisson分布的数学期望为

∞∑
𝑘=0

𝑘𝜆𝑘

𝑘! e
−𝜆 = 𝜆

∞∑
𝑘=1

𝜆𝑘−1

(𝑘 − 1)!e
−𝜆 = 𝜆.

(iv)几何分布的数学期望为

∞∑
𝑘=1

𝑘𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1 = 𝑝 (
1

1 − 𝑥)
′
|1−𝑝

= 1
𝑝 .

♢

数学期望是对随机变量取值的预期．更深入的概率论理论（大数定律）表明，数学

期望就如直观一样刻画了随机变量在大量重复试验、采样下的平均值，因此可以用于

决策．

12.3.6例 Quick Draw是流行于西方酒吧中的一种彩票游戏，其中一种为“4 spot”．参与
者在 1, 2, … , 80中随机选择 4个下注，每次下注消耗 1元．开奖时屏幕上随机出现 20个
数字，根据参与者猜中的个数给予奖励．假设某酒吧中，猜中 2、3、4个的奖励分别为 2、
10、110元，其他情形则无奖．

对于这种情况，我们知道猜中 𝑘个的概率为 (20
𝑘 )( 60

4−𝑘)/ (80
4 )，计算得 𝑘 = 2, 3, 4时

的数值约为 0.213、0.0432、0.00306．于是，玩一次获得钱数的数学期望为 0.213 × 2 +
0.0432 × 10 + 0.00306 × 110 ≈ 1.19元．这是一个大于 1的数，因此应当不断地玩这个游
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戏．据说 [lock2007mixing]这一情况是真实发生的，有两人利用这一机制，在酒吧中不
断下注，赢得了数十万美元．这也成为概率论成功应用的一件轶事．当然，这是稀有的事

情，稍知一些概率论的人都不会参与彩票和赌博活动． ♢

回到数学期望的一些基本性质上来．

12.3.7定理 设（离散型）随机变量 𝑋1, … , 𝑋𝑛 的期望都存在．

(i) 线性性：对任意线性函数 ℎ

𝔼[ℎ(𝑋1, … , 𝑋𝑛)] = ℎ(𝔼[𝑋1], … , 𝔼[𝑋𝑛]).

(ii) 如果 𝑋1, … , 𝑋𝑛 相互独立，那么 𝔼[𝑋1 ⋯ 𝑋𝑛] = 𝔼[𝑋1] ⋯ 𝔼[𝑋𝑛]．
(iii) 若 𝑋1 的支撑只能取非负整数，则

𝔼[𝑋1] =
∞∑

𝑥=0
Pr[𝑋1 ≥ 𝑥].

(iv) 设 𝑓 是任意下凸函数，则 𝑓(𝔼[𝑋]) ≤ 𝔼[𝑓(𝑋)]．

证明 (i)、(ii)都是无穷级数性质的简单应用，需要指出 (i)不要求独立性而 (ii)则要求．
对于 (iii)我们计算如下：

𝔼[𝑋] =
∞∑

𝑗=1
𝑗 Pr[𝑋 = 𝑗] =

∞∑
𝑗=1

𝑗∑
𝑘=1

Pr[𝑋 = 𝑗]

求和换序========
∞∑

𝑘=1

∞∑
𝑗=𝑘

Pr[𝑋 = 𝑗] =
∞∑

𝑘=1
Pr[𝑋 ≥ 𝑘].

(iv)就是 Jensen不等式． ◻

因为不要求独立性，期望的线性性常常可以明显简化问题，省去很多繁冗的计算．

12.3.8例题 袋中有 𝑏个黑球和 𝑤个白球，从中无放回地抽出 𝑐 个（𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑤），求抽出
白球个数的期望．

解 若用 𝑋𝑖 表示第 𝑖 次抽出白球的个数，根据抽签与顺序无关（例题 12.1.6）知
𝔼[𝑋𝑖] = 𝑤

𝑏+𝑤，因此由期望的线性性，

𝔼[𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑐] = 𝔼[𝑋1] + ⋯ + 𝔼[𝑋𝑐] = 𝑤𝑐
𝑏 + 𝑤. ◻

12.3.9例 回忆快速排序算法的过程：(1)从数列中挑出一个元素称为基准（pivot）；(2)
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192 十二 离散概率

重新排序数列，将所有比基准小的元素放在基准前面，其他放在基准后面；(3)递归排序
基准前后的子序列．假设我们均匀随机地挑选基准，那么这个 Las Vegas算法的期望运
行时间为多少？

(i)若设 𝑇 (𝑛)表示用上述算法排序 𝑛元数组的时间，那么这族随机变量应该满足

𝑇 (𝑛) = (𝑛 − 1) + 1
𝑛

𝑛−1∑
𝑖=0

(𝑇 (𝑖) + 𝑇 (𝑛 − 𝑖 − 1)) (𝑇 (1) = 0).

其中 𝑛 − 1表示每次递归的 (1)、(2)步需要的比较次数，剩下为递归所需时间．根据期望
的线性性可化简得到

𝑡𝑛 = (𝑛 − 1) + 2
𝑛

𝑛−1∑
𝑖=0

𝑡𝑖,

式中记 𝑡𝑛 = 𝔼[𝑇 (𝑛)]．该递归式是可以精确求解的，先差消得到 𝑛𝑡𝑛 = 2(𝑛−1)+(𝑛+1)𝑡𝑛−1，

换元求得

𝑡𝑛 = 2(𝑛 + 1) (1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛) − 4𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛).

(ii)也可以更巧妙地进行估计．设待排序的数最后为 𝑎1 < ⋯ < 𝑎𝑛，注意到任何两个

数至多比较一次（只和基准比较，基准比较后便不动），令 𝑋𝑖𝑗 (𝑖 < 𝑗)表示 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 是否发

生比较．设 𝐸𝑖𝑗 表示事件：{𝑎𝑖, … , 𝑎𝑗}中头尾两个元素被选为基准，那么 𝐸𝑖𝑗 发生蕴涵

𝑋𝑖𝑗 = 1．又基准均匀选择，所以 Pr[𝐸𝑖𝑗] = 1
𝑗−𝑖+1，从而由期望的线性性

𝑡𝑛 ≤
∑

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

1
𝑗 − 𝑖 + 1 = 𝑂(𝑛 log 𝑛).

♢

但另一方面，使用期望的线性性时也要小心，比如下例：

12.3.10例 金融界有一种交易策略，称为亏损加仓．假设某赌徒参与一公平赌博，每次

投入的钱有 1
2 概率全部损失，也有

1
2 概率赢回双倍的钱（每一轮的结局相互独立）．他

计划采用该策略，即

(i) 第一轮投入 10元钱；
(ii) 若在第 𝑖轮中赢了，则见好就收，否则继续第 𝑖 + 1轮，投入此轮亏掉钱的两倍．
假设赌博可以进行无穷多轮．

李雷说，这种策略以概率 1赢得 10元：因为第 𝑖轮离开时的净盈亏是 −10(2𝑖−1 − 1) +
10 ⋅ 2𝑖−1 = 10，而 𝑖轮内无法离开的概率为 (

1
2 )

𝑖
→ 0．韩梅梅则说：注意到每一轮的收益

期望都是 0，因而由期望的线性性知不可能赢钱．请问谁对？
我们说李雷是对的．韩梅梅的错误在于没有注意到在处理无穷多个随机变量时，应

当验证收敛性条件：若
∑

𝑖≥1 𝔼[|𝑋𝑖|]收敛，则期望的线性性仍然成立．而这里，若设 𝑋𝑖
为第 𝑖轮的收益，则 𝔼[|𝑋𝑖|]的求和是发散的（当然，任意有限多轮内的收益期望确实是
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0）．关心收敛性问题细节的同学可进一步参看 [grimmett2020probability]． ♢

除了期望之外，方差和矩也是有用的数字特征．其中方差定义为 Var[𝑋] ≝ 𝔼[(𝑋 −
𝔼[𝑋])2]（如果所说的期望存在的话），𝒌阶矩为 𝔼[𝑋𝑘]．

12.3.11命题 设随机变量 𝑋1, … , 𝑋𝑛 的方差都存在，那么

(i) Var[𝑋1] = 𝔼[𝑋2
1 ] − (𝔼[𝑋1])2；

(ii) Var[𝑎𝑋1 + 𝑏] = 𝑎2 Var[𝑋1]；
(iii) 如果 𝑋1, … , 𝑋𝑛 相互独立，那么 Var[𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛] = Var[𝑋1] + ⋯ + Var[𝑋𝑛]．

证明 先计算 (i)：

Var[𝑋] = 𝔼[(𝑋 − 𝔼[𝑋])2] = 𝔼[𝑋2 − (2 𝔼[𝑋])𝑋 + 𝔼[𝑋]2]
= 𝔼[𝑋2] − (2 𝔼[𝑋]) 𝔼[𝑋] + 𝔼[𝑋]2 = 𝔼[𝑋2] − 𝔼[𝑋]2.

进一步由期望的线性性Var[𝑎𝑋1 + 𝑏] = 𝔼[(𝑎𝑋1 + 𝑏)2] − (𝔼[𝑎𝑋1 + 𝑏])2 = 𝑎2(𝔼[𝑋2] − 𝔼[𝑋]2)
得到 (ii)．类似地，

Var[𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛] = 𝔼[(𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛)2] − 𝔼[𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛]2

=
𝑛∑

𝑖=1
𝔼[𝑋2

𝑖 ] − 𝔼[𝑋𝑖]2 + 2
∑
𝑖<𝑗

𝔼[𝑋𝑖𝑋𝑗] − 𝔼[𝑋𝑖] 𝔼[𝑋𝑗]⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
由独立性为零

= Var[𝑋1] + ⋯ + Var[𝑋𝑛]. ◻

期望、方差或是更高阶的矩可以帮助我们估计随机变量偏离期望的程度，这是集中

不等式的研究对象．这里我们只介绍两个比较简单的不等式，对于更深入的不等式则可

参看习题 12.3.19．

12.3.12定理 (Markov不等式) 设随机变量 𝑋 的支撑非负，期望存在，那么对任意实数
𝜀 > 0有

Pr[𝑋 ≥ 𝜀] ≤ 𝔼[𝑋]
𝜀 .

通常会用直接计算的方法来证明 Markov不等式及其变种，这里讲一个较一般的办法．
记 𝐴 = {𝑋 ≥ 𝜀}．示性函数 1𝐴 是一个随机变量，而且 𝔼[1𝐴] = Pr[𝐴]．我们希望找一个随
机变量 𝐵，使得 𝐵 ≥ 1𝐴，或等价地说 𝐵 ≥ 0, 𝐵|𝐴 ≥ 1，这样就有 Pr[𝐴] ≤ 𝔼[𝐵]．

我们取𝐴 = {𝑋 ≥ 𝜀}和𝐵 = 𝑋
𝜀，立刻就导出Markov不等式．而当𝐴 = {|𝑋 −𝔼[𝑋]| ≥

𝜀}和 𝐵 = |𝑋−𝔼[𝑋]|2𝑘

𝜀2𝑘 时，所获得的是 Chebyshev不等式（𝑘 = 1）．

12.3.13推论 设随机变量 𝑋 的 2𝑘 阶中心矩 𝔼[(𝑋 − 𝔼[𝑋])2𝑘] 存在，那么对任意实数
𝜀 > 0有

Pr[|𝑋 − 𝔼[𝑋]| ≥ 𝜀] ≤ 𝔼[(𝑋 − 𝔼[𝑋])2𝑘]
𝜀2𝑘 .
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习题 12.3
1. 对于以下分布列，求出常数 𝐶 的值．
(1) Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝐶2−𝑥/𝑥 (𝑘 = 1, 2, … )；
(2) Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝐶𝑥−2 (𝑘 = 1, 2, … )；
(3) Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝐶2𝑥/𝑥! (𝑘 = 1, 2, … )．

2. 对于二项分布和 Poisson分布的分布列，证明：Pr[𝑋 = 𝑘 − 1]Pr[𝑋 = 𝑘 + 1] ≤ Pr[𝑋 = 𝑘]2．

3. (123定理) 设随机变量 𝑋, 𝑌 的支撑为整数，相互独立而且分布相同，证明：

Pr[|𝑋 − 𝑌 | ≤ 2] ≤ 3 Pr[|𝑋 − 𝑌 | ≤ 1].

（实际上去掉支撑为整数的条件命题也成立，参看 [alone1995theorem]．）
4. (互信息) 记 𝑝𝑋(𝑥) = Pr[𝑋 = 𝑥]．设随机变量 𝑋, 𝑌 的联合分布和边缘分布分别为 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)和
𝑝𝑋(𝑥), 𝑝𝑌 (𝑦)，令

𝐼(𝑋, 𝑌 ) ≝ 𝔼 [log
𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑝𝑋(𝑥)𝑝𝑌 (𝑦) ] ,

证明：𝐼(𝑋, 𝑌 ) ≥ 0，且当且仅当 𝑋, 𝑌 相互独立时取等号．
5. 求出课文中提到的四种离散型分布的方差．
6. 设 𝑋, 𝑌 分别服从参数为 𝜆, 𝜇的 Poisson分布．
(1) 证明：𝑋 + 𝑌 服从参数为 𝜆 + 𝜇的 Poisson分布．这称为该分布的再生性．
(2) 证明：给定 𝑛，在 𝑋 + 𝑌 = 𝑛的条件下，𝑋 的条件分布为二项分布．

7. 设随机变量 𝑋 的支撑为正整数，且 Pr[𝑋 = 𝑘 + 1 ∣ 𝑋 > 𝑘]是与 𝑘无关的常数，证明：𝑋 服从几
何分布．这称为几何分布的无记忆性．

8. 设离散型随机变量 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 的分布列为 Pr[𝑋𝑖 = 𝑘] = (1 − 𝑝𝑖)𝑝𝑘−1
𝑖 (𝑘 = 1, 2, … ; 𝑖 = 1, 2, 3)．计

算概率 Pr[𝑋1 < 𝑋2 < 𝑋3]和 Pr[𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3]．

9. (姚引理, [yao1977probabilistic]) 假设一个问题的可能输入为 𝑥 ∈ 𝒳，其上的随机输入 𝑋 服从
分布 𝒟．可解决问题的确定性算法有 𝑎 ∈ 𝒜，用 𝑐(𝑎, 𝑥)表示确定的算法 𝑎在确定的输入 𝑥下执行
完成需要消耗的代价（时间、空间等等）．用 𝐴表示支撑在 𝒜 上的随机算法，分布为 ℱ．证明：

max
𝑥∈𝒳

𝔼
𝐴∼ℱ

[𝑐(𝐴, 𝑥)] ≥ min
𝑎∈𝒜

𝔼
𝑋∼𝒟

[𝑐(𝑎, 𝑋)].

这就是说，随机算法在最坏情况下的期望代价的下界可以用最好的确定性算法在平均情况下的代

价来估计．

10. 在口袋中有标有 1, 2, … , 𝑁 的纸签各 1张，现在有放回地从中抽出 𝑛张，其中签上数字的最大
值为随机变量 𝑋，求出 𝔼[𝑋]．
11. 甲乙两人玩如下游戏：在一个口袋中，放入写有 𝑖的纸签 𝑖张（𝑖 = 1, 2, … , 𝑛）．甲随机从中抽
一张，让乙猜上面写的数字．若乙希望最小化所猜数字和抽出数字之差的 (1)平方；(2)绝对值．问
他的最佳策略分别是什么？
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12. 某人参与连续的投骰子的游戏．规定：如果投出 1，则游戏结束；也可以选择在任何其他时候
直接结束游戏．

(1) 若规定他的得分为最后投出的点数，应采取什么策略？
(2) 若规定他的得分为最后投出的点数的平方，应采取什么策略？
(3) 假设每次投骰子会产生 𝑐 的得分损失，对于 𝑐 = 1

3 和 𝑐 = 1重做前两问．

13. 下面两个问题都由 Bernoulli提出，请求解它们．
(1) 假设 𝑛对情侣在海上遇到了海盗，海盗在这 2𝑛个人中随机选择 𝑛位丢到海里淹死，剩下的则
送回岸上．问：活下来的情侣对数的期望是多少？

(2) 设两个袋子中分别有 𝑛个黑球和白球．每次从两个袋子中各抽取一个球，然后交换到另一个
袋子里．问：这样进行 𝑛次后，原来装黑球的袋子中黑球个数的期望是多少？

14. 数学家 Banach出门喜欢带两盒火柴，每盒中一开始都有 𝑛根火柴，分别放在左右口袋中．每
次他需要火柴时，就等概率地从一个口袋中拿出一根火柴，直到两个火柴盒空为止．

(1) 求以下事件发生的概率：当他摸了摸某个口袋，发现其中没有火柴后，再一看另一边口袋里也
没有了．

(2) 求以下事件发生的概率：当他摸了摸某个口袋，发现其中没有火柴后，再一看另一边口袋中恰
有 𝑘根火柴．并求此时另一边口袋中火柴根数的期望．

15. 投一枚正面概率为 𝑝的有偏硬币若干次（每次的结果相互独立），设恰好观察到第一次连续两
次正面朝上需要 𝑋 次试验，求 𝑋 的期望和方差．
16. 𝑛块条形磁铁被随机地首尾相接固定在一维直线上，现在松开它们，但它们只能平移而不能发
生旋转，所以有一些会相吸形成块，有一些则不会．设 𝑋 代表最后形成的至少有两块磁铁相吸的
磁铁块的数目，求 𝔼[𝑋],Var[𝑋]．

17. 甘迪•克劳喜欢抽卡．现在卡池中共有 𝑛种卡，每种卡都有无限张，每抽一次会以 1
𝑛 的概率得

到其中的一种卡一张，这次他想集齐所有的 𝑛种卡（至少各一张），假设每次抽卡需要氪金 10元，
求他达到目标时期望花费的钱数．

18. 乒乓球比赛曾经有过多种赛制．一种赛制称为“大局”，采五局三胜制．每局 21分，先得 21分
且对方的分不超过 19分则拿下这一局；但是如若两人都拿到了赛点（即打成 20平），则必须连取
两分才能算赢，因此最后得分可能是 24:22，等等．另一种赛制是“小局”，改用七局四胜制，每局 11
分，先得 11分就拿下本局；没有赛点打平的规定．如果两位选手水平相当，每个回合的消耗时间
和得分机会都相等，那么平均而言，大局的比赛时间长还是小局的时间长？给出计算过程．

19. (Hoeffding不等式, [hoeffding1963probability]) 本题我们通过加强条件来给出比Markov不等
式更好的结论．假设随机变量 𝑋 的任意阶矩都存在，而且对于任意的 𝑡 > 0，

𝔼[e𝑡𝑋] ≝
∞∑

𝑖=0

𝑡𝑖 𝔼[𝑋𝑖]
𝑖!

都有意义．

(1) 证明：对任意的 𝑡 > 0有

Pr[|𝑋 − 𝔼[𝑋]| ≥ 𝜀] ≤
𝔼 [e𝑡|𝑋−𝔼[𝑋]|]

e𝑡𝜀 .
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(2) 设 𝑋 期望为 0，而且 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏．证明：对任意的 𝑡 > 0

𝔼[e𝑡𝑋] ≤ e
𝑡2(𝑏−𝑎)2

8 .

(3) 由前两问的结论证明：设 𝑋1, … , 𝑋𝑛 是独立随机变量序列，满足 𝑎𝑖 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏𝑖 和 𝔼[𝑋𝑖] = 𝜇𝑖

（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛）．记 𝜇 = 1
𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝜇𝑖，那么以至少 1 − 𝛿概率有

|
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝜇
|

≤ √
log 2

𝛿
∑𝑛

𝑖=1(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)2

2𝑛2 .

20. 设现在已经将 𝑛个不同的元素组织成散列表的数据结构．设散列函数的值域为 𝑚，每一个元
素等概率地映射到某一个散列值；散列冲突用列表法解决（即散列值相同的元素用链表顺序存

储）．今需要在散列表中搜索一个新元素．

(1) 若该元素未出现在表中，计算平均需要探测的次数及其方差．利用 Chebyshev不等式你能得
出什么结论？

(2) 若该元素出现在表中，重做上一个问题．
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13 | 生成函数
阅读提示

生成函数将离散数学和连续数学联系在一起，可以把许许多多看上去比较困难的

计数问题转换为机械的计算操作．对于这套广博精深的方法，本章只能作出基本

的介绍，其脉络是先讲生成函数解递归式的方法，然后引入两类生成函数并讨论

其运算性质——其中尤其重要的运算是卷积，最后提及若干例子，顺带讲一些特

殊数．这些例子一般也归结为建立递归式，然后用合适的操作进行变换，再求出

生成函数，一些其他风格的例子会在习题中出现．需要注意的是生成函数的计算

虽然是比较机械的，对于问题先进行建立递归式之类的分析则读者需要自己练

习．本章是下一章带权 Pólya定理的前置基础．

本章介绍组合计数中最为有用、最为强大的工具之一：生成函数．

在组合计数问题中，我们要求的往往是一个序列 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 … 的通项公式（注意 𝑎0
常常不重要）．而生成函数就好比一个“晾衣架”[wilf2005generatingfunctionology]，它
是以 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … 为系数的形式级数，设法求出它便在原则上知道了关于原序列的全部

信息——之后的计算全部在生成函数上进行．正如 Pólya所说：“生成函数就像一个储物
袋．如果单独处理一个一个零散的小物件，那么将会琐碎而尴尬，相反，我们将它们全部

放在一个袋子里，然后我们就只有一个物体——袋子．”

13.0.1定义 设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 为实数序列，其一般生成函数和指数生成函数分别为形式级数

𝐴(𝑧) =
∞∑

𝑛=0
𝑎𝑛𝑧𝑛 和 𝐵(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛! 𝑧𝑛.

对于幂级数 𝐹 (𝑧)，我们用 [𝑧𝑛]𝐹 (𝑧)来表示其 𝑛次项的系数．

13.0.2注 生成函数是形式级数，在绝大多数情况下不需要考虑收敛性问题．实际上我

们在前面的章节中已经发现，可以从纯代数的角度定义这些形式级数，参看习题 10.1.3
或者 [niven1969formal]． ♤
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198 十三 生成函数

生成函数是进行算法分析时的有用工具，我们在本章中会介绍生成函数的性质并应

用于一些有趣的结果，另外还会比较系统地解决多重集的排列组合问题，并处理一些特

殊数．

13.1 用生成函数求解递归式
生成函数的方法首先由 de Moivre于 1730年左右发明，他使用该方法最初是为了求

解线性递归式．这套方法后来则由 Stirling和 Euler扩展到更加复杂的情形．沿着数学发
展的进路，我们首先讨论一下如何使用生成函数的方法求解递归式．

13.1.1例 求解递归式 𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 𝑛, 𝑎0 = 1有很多方法，现在考虑 𝑎𝑛 的（一般）生成

函数 𝐴(𝑥)．一般情况下，求出生成函数的封闭形式会比较机械、简易．通过先求出生成
函数的封闭形式再以幂级数展开，就可得到 𝑎𝑛 的通项公式．为此，在递归式两边乘以 𝑥𝑛

并求和
∞∑

𝑛=0
𝑎𝑛+1𝑥𝑛 =

∞∑
𝑛=0

2𝑎𝑛𝑥𝑛 +
∞∑

𝑛=0
𝑛𝑥𝑛,

通过增补项的方式尽量改写为 𝐴(𝑥)的形式得到

𝐴(𝑥) − 𝑎0
𝑥 = 2𝐴(𝑥) + 𝑥

(1 − 𝑥)2 ,

式中计算了
∑∞

𝑛=0 𝑛𝑥𝑛 = 𝑥 (
∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛)
′ = 𝑥

(1−𝑥)2．由此解得

𝐴(𝑥) = 1 − 2𝑥 + 2𝑥2

(1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥)
.

这就是要求的生成函数．进一步求出 𝑎𝑛 只需对 𝐴(𝑥)进行幂级数展开，具体办法是
数学分析中的标准技术，先用待定系数法进行部分分式分解

1 − 2𝑥 + 2𝑥2

(1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥)
= 𝐴

(1 − 𝑥)2 + 𝐵
1 − 𝑥 + 𝐶

1 − 2𝑥 ⟹ 𝐴 = −1, 𝐵 = 0, 𝐶 = 2,

于是

𝐴(𝑥) = −1
(1 − 𝑥)2 + 2

1 − 2𝑥 =
∞∑

𝑛=0
(−𝑛 − 1)𝑥𝑛 + 2

∞∑
𝑛=0

2𝑛𝑥𝑛 ⟹ 𝑎𝑛 = 2𝑛+1 − 𝑛 − 1.
♢

13.1.2例 用生成函数法处理 Fibonacci数 𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛, 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1，设 𝐹 (𝑥) =
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§13.1 用生成函数求解递归式 199

∑∞
𝑛=0 𝐹𝑛𝑥𝑛，递归式两边乘以 𝑥𝑛 并求和

∞∑
𝑛=0

𝐹𝑛+2𝑥𝑛 =
∞∑

𝑛=0
𝐹𝑛+1𝑥𝑛 +

∞∑
𝑛=0

𝐹𝑛𝑥𝑛,

同样改写为 𝐹 (𝑥)的形式得

𝐹 (𝑥) − 𝑥
𝑥2 = 𝐹 (𝑥)

𝑥 + 𝐹 (𝑥) ⟹ 𝐹 (𝑥) = 𝑥
1 − 𝑥 − 𝑥2 .

再次用部分分式展开为幂级数，记 1 − 𝑥 − 𝑥2 的两个根 𝜑+ = 1+√5
2 , 𝜑− = 1−√5

2 ，则

𝐹 (𝑥) = 1
(𝜑+ − 𝜑−) (

1
1 − 𝑥𝜑+

− 1
1 − 𝑥𝜑− ) = 1

√5

∞∑
𝑛=0

(𝜑𝑛
+ − 𝜑𝑛

−)𝑥𝑛,

这表明 𝐹𝑛 = 1
√5

(𝜑𝑛
+ − 𝜑𝑛

−)． ♢

总结起来，用生成函数法求解递归式的办法如下：

(i) 选择合适的生成函数 𝐴(𝑥)，例如一般生成函数
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛 等．

(ii) 在递归式两边乘以 𝑥𝑛 并求和，把得到的等式改写为关于 𝐴(𝑥)的方程．
(iii) 得到 𝐴(𝑥)后进行各种操作，例如进行合适的展开以确定 𝑎𝑛 的表达式．

按照相同的思想和套路，我们也可以解决有多个变量的递归问题，但此时可能需要

选择合适的变量作生成函数，也可以用多重生成函数的方法进行处理．例如考虑如下

递归式

𝑎𝑛,𝑘 = 𝑎𝑛−1,𝑘 + 𝑎𝑛−1,𝑘−1 (𝑎𝑛,0 = 1, 𝑎0,𝑘 = 1𝑘=0).

显然，这是二项式系数，但我们现在假装并没有看出来．作生成函数

𝐵𝑛(𝑥) =
∞∑

𝑘=0
𝑎𝑛,𝑘𝑥𝑘,

代入原递归式立刻得到 𝐵𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥)𝐵𝑛−1(𝑥), 𝐵0(𝑥) = 1，于是 𝐵𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑛，故

𝑎𝑛,𝑘 = (𝑛
𝑘)．

另外作二重生成函数：

𝐶(𝑥, 𝑦) =
∞∑

𝑛=0

∞∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘𝑥𝑘𝑦𝑛,
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200 十三 生成函数

它直接包含了 𝑎𝑛,𝑘 全部信息．使用已经得到的结果，

𝐶(𝑥, 𝑦) =
∞∑

𝑛=0
𝐵𝑛(𝑥)𝑦𝑛 =

∞∑
𝑛=0

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘)𝑥𝑘𝑦𝑛 =

∞∑
𝑛=0

(1 + 𝑥)𝑛𝑦𝑛 = 1
1 − (1 + 𝑥)𝑦 ,

从而 (𝑛
𝑘) = [𝑥𝑘𝑦𝑛] 1

1−(1+𝑥)𝑦．在此基础上还可算出关于 𝑘的生成函数

𝐵𝑘(𝑦) =
∞∑

𝑛=0
(

𝑛
𝑘)𝑦𝑛 = [𝑥𝑘]𝐶(𝑥, 𝑦) = [𝑥𝑘] 1

1 − 𝑦(1 + 𝑥) = 1
1 − 𝑦[𝑥𝑘] 1

1 − (
𝑦

1−𝑦 ) 𝑥

= 1
1 − 𝑦 (

𝑦
1 − 𝑦)

𝑘
= 𝑦𝑘

(1 − 𝑦)𝑘+1 .

13.1.3例 求第二类 Stirling数的生成函数，先回忆习题 11.3.13中导出的如下递归式：

{
𝑛
𝑘} = {

𝑛 − 1
𝑘 − 1} + 𝑘{

𝑛 − 1
𝑘 }.

在计算生成函数之前还需要作一些补充定义，我们令 {𝑛
0} = 1𝑛=0，并规定 𝑛 < 𝑘时

{𝑛
𝑘} = 0．现在在我们面前有多种生成函数可供选择：

𝐴𝑛(𝑦) =
∞∑

𝑘=0
{

𝑛
𝑘}𝑦𝑘, 𝐵𝑘(𝑥) =

∞∑
𝑛=0

{
𝑛
𝑘}𝑥𝑛, 𝐶(𝑥, 𝑦) =

∑
𝑛,𝑘≥0

{
𝑛
𝑘}𝑥𝑛𝑦𝑘.

应该选择哪一个？稍作思考可以发现，使用 𝐴𝑛(𝑦)可能是愚蠢的，因为这样就要处理∑∞
𝑘=0 𝑘{𝑛

𝑘}𝑦𝑘，不太容易（当然不是不能处理，之后会看到）．故选择 𝐵𝑘(𝑥)，计算得

𝐵𝑘(𝑥) = 𝑥𝐵𝑘−1(𝑥) + 𝑘𝑥𝐵𝑘(𝑥) (𝐵0(𝑥) = 1),

进一步迭代得

𝐵𝑘(𝑥) =
∞∑

𝑛=0
{

𝑛
𝑘}𝑥𝑛 = 𝑥𝑘

(1 − 𝑥)(1 − 2𝑥) ⋯ (1 − 𝑘𝑥) .

接下来仍然是标准操作，作部分分式分解

1
(1 − 𝑥)(1 − 2𝑥) ⋯ (1 − 𝑘𝑥) =

𝑘∑
𝑗=1

𝛼𝑗
1 − 𝑗𝑥 ,
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要求出 𝛼𝑟，两边乘以 1 − 𝑟𝑥再令 𝑥 = 1
𝑟，得

𝛼𝑟 = 1∏
1≤𝑖≤𝑘,𝑖≠𝑟 (1 − 𝑖

𝑟 )
= (−1)𝑘−𝑟 𝑟𝑘−1

(𝑟 − 1)!(𝑘 − 𝑟)! .

于是得解

{
𝑛
𝑘} = [𝑥𝑛−𝑘]

𝑘∑
𝑟=1

𝛼𝑟
1 − 𝑟𝑥 =

𝑘∑
𝑟=1

𝛼𝑟𝑟𝑛−𝑘 =
𝑘∑

𝑟=1
(−1)𝑘−𝑟 𝑟𝑛

𝑟!(𝑘 − 𝑟)! .

我们再一次导出了例 11.3.3中的结果． ♢

回忆习题 11.1.12，我们知道 Bell数 𝐵𝑛 是把 𝑛元集合进行任意的划分的方案总数
（𝐵0 = 1），那么它可用第二类 Stirling数表出：注意当 𝑘 > 𝑛时 {𝑛

𝑘} = 0，所以对任何充分
大的𝑀：

𝐵𝑛 =
𝑀∑

𝑘=1

𝑘∑
𝑟=1

(−1)𝑘−𝑟 𝑟𝑛−1

(𝑟 − 1)!(𝑘 − 𝑟)!
换序=====

𝑀∑
𝑟=1

𝑟𝑛−1

(𝑟 − 1)!

𝑀∑
𝑘=𝑟

(−1)𝑘−𝑟

(𝑘 − 𝑟)!

=
𝑀∑
𝑟=1

𝑟𝑛−1

(𝑟 − 1)!

𝑀−𝑟∑
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
𝑀→∞======= 1

e

∞∑
𝑟=0

𝑟𝑛

𝑟! .

下面我们用上面的结果求出 Bell数的指数生成函数．在该式两侧乘以 𝑥𝑛

𝑛! 并对 𝑛 ≥ 1
求和（留意 𝐵0 = 1）得

𝐵(𝑥) − 1 = 1
e

∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛!

∞∑
𝑟=1

𝑟𝑛−1

(𝑟 − 1)! = 1
e

∞∑
𝑟=1

1
𝑟!

∞∑
𝑛=1

(𝑟𝑥)𝑛

𝑛!

= 1
e

∞∑
𝑟=1

1
𝑟! (e𝑟𝑥 − 1) = 1

e (ee𝑥 − e) = ee𝑥−1 − 1,

所以指数生成函数 𝐵(𝑥) = ee𝑥−1：虽然 Bell数本身很复杂，但是其指数生成函数十分
简洁．

我们保证过，使用生成函数工具时，一系列操作和运算都只在生成函数上进行．Bell
数的指数生成函数不是由其递归式算出的，怎样反过来用生成函数找出递归式呢？

从生成函数的封闭形式出发找出相应递归式的标准方法是使用算子 𝑥 d
d𝑥 log．
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202 十三 生成函数

对于 𝐵(𝑥)，依次取对数、求导数并乘以 𝑥得到

∞∑
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑛! 𝑥𝑛 = ee𝑥−1 log

=⟹ log
∞∑

𝑛=0

𝐵𝑛
𝑛! 𝑥𝑛 = e𝑥 − 1

𝑥 d
d𝑥==⟹

∞∑
𝑛=0

𝑛𝐵𝑛
𝑛! 𝑥𝑛 = 𝑥e𝑥

∞∑
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑛! 𝑥𝑛.

Taylor展开 e𝑥 并作级数乘法，比较两边 𝑥𝑛 项的系数可以算出递归式

𝐵𝑛 =
𝑛−1∑
𝑘=0

(
𝑛 − 1

𝑘 )𝐵𝑘.

我们再一次地导出了习题 11.1.12中的结果．
可以看出，使用这种方法的合理性在于，ee𝑥−1 的 Taylor展开是较难求出的，所以两

边最好先取对数．这样的副作用是出现了 log
∑
形式的式子，而求导能够顺利消除对数．

这一方法对一般生成函数也可以尝试使用，以后会经常用到．请留意，从上面的合

理性论证中可以看出，它并不是保证有效的，只是往往顺利导出结果．

习题 13.1
1. 小红吃惊地发现， 1

9899 = 0.00 01 01 02 03 05 08 13 21 34 55 ⋯，其小数部分出现了部分 Fibonacci
数．为什么会出现这种现象？你能对任意序列制造这样的神奇数字吗？

2. 设 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘−1 都已给定，用生成函数的方法求解常系数线性递归式

𝑎𝑛 = 𝑐1𝑎𝑛−1 + 𝑐2𝑎𝑛−2 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑎𝑛−𝑘 (𝑐𝑘 ≠ 0).

3. 让我们用生成函数的观点重新审视之前在基本计数的章节中已经做过的几个问题（参看例题
11.1.7和习题 11.1.9）．
(1) 用 𝑎𝑛 表示集合 [𝑛]的没有相邻数字的子集的数目，先求出其递归式，然后算出其生成函数．
(2) 用 𝑎𝑛,𝑘 表示集合 [𝑛]的没有相邻数字的 𝑘元子集的数目，先求出其递归式，然后算出其生成
函数．

(3) 假如把集合放在圈上，就是进一步规定 1, 𝑛也是相邻的．重做以上两问．

4. 用生成函数法重做习题 11.3.8．
5. 设 𝑓(𝑛)∶ ℤ>0 ⟶ ℤ，满足 𝑓(1) = 1, 𝑓(2𝑛) = 𝑓(𝑛), 𝑓 (2𝑛 + 1) = 𝑓(𝑛) + 𝑓(𝑛 + 1)，求 𝑓(𝑛)的生成函
数 𝐹 (𝑧)．
6. 第一类 Stirling数 [𝑛

𝑘]定义为 [𝑥𝑘]𝑥(𝑥 − 1) ⋯ (𝑥 − 𝑛 + 1)．
(1) 求混合生成函数

∑∞
𝑘=0

∑∞
𝑛=0 [𝑛

𝑘] 𝑥𝑛

𝑛! 𝑦𝑘．

(2) 用代数和组合两种证明方法验证递归式：

[
𝑛
𝑘] = (𝑛 − 1)[

𝑛 − 1
𝑘 ] + [

𝑛 − 1
𝑘 − 1].
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7. (概率生成函数) 如果一个离散型随机变量 𝑋 的支撑仅取非负整数，则可以用生成函数的方法
把握整个概率分布．此情形下，概率生成函数是如下幂级数

𝐺(𝑧) =
∞∑

𝑘=0
Pr[𝑋 = 𝑘]𝑧𝑘.

(1) 求出例 12.3.2中的离散型随机变量的概率生成函数．
(2) 证明概率生成函数在 |𝑧| < 1时绝对收敛．由此，当期望和方差都存在时，证明：

𝔼[𝑋] =
∞∑

𝑘=0
𝑘Pr[𝑋 = 𝑘] = 𝐺′(1),

Var[𝑋] = 𝔼[𝑋(𝑋 − 1)] − (𝔼[𝑋])2 + 𝔼[𝑋] = 𝐺″(1) − 𝐺′(1)2 + 𝐺′(1).

(3) 利用概率生成函数求解如下问题：某采用简单多数决的委员会有 4人，其中主任委员 1一人
两票，其他委员 2、3、4一人一票．今有一提案须经投票审查，已知委员 𝑖投赞成票的概率为 𝑝𝑖

且相互独立，求提案获得通过的概率．

8. 用指数生成函数法求解以下递推式：

𝑎𝑛 = −2𝑛𝑎𝑛−1 +
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘)𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘 (𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1).

9. 考虑错排数 𝐷𝑛（§11.3节）．
(1) 证明递归式：

𝐷𝑛 = (𝑛 − 1)(𝐷𝑛−1 + 𝐷𝑛−2) (𝐷1 = 0, 𝐷2 = 1).

(2) 用指数生成函数法求出 𝐷𝑛 的表达式．

10. 研究一下 ee𝑥
的 𝑛次导数，你能否用一些特殊数表达出其 𝑛次导数中的常数？

11. (万金油方法, [wilf2005generatingfunctionology]) 本题中我们用生成函数法来证明组合恒等
式．设 𝑛 ≥ 𝑚都是正整数，考虑证明：

(⋆)
∞∑

𝑘=0
(

𝑚
𝑘)(

𝑛 + 𝑘
𝑚 )

?==
∞∑

𝑘=0
(

𝑚
𝑘)(

𝑛
𝑘)2𝑘 (∗).

规定当 𝑛 < 𝑘时 (𝑛
𝑘) = 0．思路如下：不必求出两边的封闭形式，在两边乘以 𝑥𝑛 分别求和，若相等，

那么原式必然恒等．请补全这一论证．

13.2 一般生成函数
有了用生成函数解决问题的基本流程后，我们接下来讨论一般生成函数的性质，提

供更多计算技巧．本节的典型应用为多重集的组合问题．

首先要引入几条很简单的规则，它能帮助我们对生成函数的基本性质进行组合．
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13.2.1命题 (i)（线性性）设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0, {𝑏𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数分别为 𝑓, 𝑔，则 {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛}∞
𝑛=0 的

生成函数为 𝑓 + 𝑔．特别地，{𝛼𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数为 𝛼𝑓．

(ii)（平移）设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数，则 {𝑎𝑛+ℎ}∞

𝑛=0 的生成函数是

𝑓 − 𝑎0 − ⋯ − 𝑎ℎ−1𝑥ℎ−1

𝑥ℎ ,

而 {𝑎𝑛−𝑚}∞
𝑛=𝑚 的生成函数是 𝑥𝑚𝑓．

证明 这两个性质我们在前一节中就反复运用过了，直接计算即可验证． ◻

13.2.2定理 (导数) 设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数，则 {𝑛𝑎𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数是 𝑥𝑓 ′．一般

地，设 𝑃 为多项式，则 {𝑃 (𝑛)𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数为 𝑃 (𝑥 d

d𝑥 ) 𝑓．

证明 先对 𝑘归纳得 {𝑛𝑘𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数为 (𝑥 d

d𝑥 )
𝑘

𝑓，然后利用线性性即可． ◻

13.2.3例 (i)设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 满足 (𝑛 + 1)𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛 + 1，其生成函数为 𝑓，则根据以上两个性

质知道 𝑓 满足方程
𝑓 ′ = 3𝑓 + 1

1 − 𝑥.

(ii)又如，用生成函数法求
∑𝑁

𝑛=0 𝑛2，取 1, 1, … , 1⎵⎵⎵
𝑁 + 1个

, 0, …，其生成函数是
∑𝑁

𝑛=0 𝑥𝑛 =

𝑥𝑁+1−1
𝑥−1 ，利用导数法则

𝑁∑
𝑛=0

𝑛2 = (𝑥 d
d𝑥)

2 𝑥𝑁+1 − 1
𝑥 − 1 |𝑥=1

= 𝑁(𝑁 + 1)(2𝑁 + 1)
6 ,

由于这里是有限和，没有收敛性问题，所以代入 𝑥 = 1是合法的． ♢

有关生成函数的最重要性质可能是如下卷积公式：

13.2.4定理 (卷积) 设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0, {𝑏𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数分别为 𝑓, 𝑔，则卷积

{

𝑛∑
𝑟=0

𝑎𝑟𝑏𝑛−𝑟}

∞

𝑛=0

的生成函数是 𝑓𝑔．进一步，

⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘=𝑛

𝑎𝑛1𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑘

⎫⎪
⎬
⎪⎭

∞

𝑛=0
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的生成函数是 𝑓 𝑘．

证明 只需要注意到形式幂级数的乘法法则

(

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛
) (

∞∑
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥𝑛
)

=
∞∑

𝑛=0 (

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘)
𝑥𝑛

即可，而 𝑓 𝑘 的结果对 𝑘归纳可得． ◻

卷积公式有极高的重要性，必须详细讨论一些例子．

13.2.5例 若以 𝑎𝑛,𝑘表示 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑘 = 𝑛的非负整数解组数，注意 {1}∞
𝑛=0的生成函数是

1
1−𝑥，故由卷积公式得

∑
𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘=𝑛 1的生成函数是 1

(1−𝑥)𝑘，所以

𝑎𝑛,𝑘 = [𝑥𝑛] 1
(1 − 𝑥)𝑘 = [𝑥𝑛]

∞∑
𝑗=0

(
𝑗

𝑘 − 1)𝑥𝑗−𝑘+1 = (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘 − 1 ).
♢

推广上例可以解决多重集的 𝑟组合问题．回忆例 11.1.6的论证，多重集的 𝑟组合问
题就是求（可能带限制的）𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑘 = 𝑟的非负整数解数目．

13.2.6推论 设多重集𝑀 = {𝑚1 ⋅ 𝑎1, … , 𝑚𝑘 ⋅ 𝑎𝑘} (1 ≤ 𝑚𝑖 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，记 {𝑎𝑟}∞
𝑟=0 为

𝑀 的 𝑟组合数序列，其一般生成函数为 𝑅(𝑥)，则

𝑅(𝑥) =
𝑘∏

𝑖=1

𝑚𝑘∑
𝑗=0

𝑥𝑗 .

证明 令序列 {𝑎(𝑖)
𝑛 }∞

𝑛=0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)的第 0, 1, … , 𝑚𝑖 项为 1，剩余项皆为 0（若 𝑚𝑖 = ∞则
全为 1），则其一般生成函数 𝐴(𝑖)(𝑥)恰为

𝐴(𝑖)(𝑥) =
∞∑

𝑛=0
𝑎(𝑖)

𝑛 𝑥𝑛 =
𝑚𝑘∑
𝑗=0

𝑥𝑗 .

由卷积公式得以 𝐴(1)(𝑥) ⋯ 𝐴(𝑘)(𝑥)为一般生成函数的序列是

⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘=𝑟

[𝑛1 ≤ 𝑚1] ⋯ [𝑛𝑘 ≤ 𝑚𝑘]
⎫⎪
⎬
⎪⎭

∞

𝑟=0

,

上式对所有 𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑟且满足 𝑛𝑖 ≤ 𝑚𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)的 (𝑛1, … , 𝑛𝑘)求和，故此序
列就是 {𝑎𝑟}∞

𝑟=0． ◻
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206 十三 生成函数

13.2.7例 求出方程 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 21 且满足 𝑥3 ≥ 1 的非负整数解的组数．记
𝑥1 +2𝑥2 +3𝑥3 = 𝑟满足要求的解数为 {𝑎𝑟}∞

𝑟=0，生成函数为𝑅(𝑥)．可令 𝑥̃2 = 2𝑥2, 𝑥̃3 = 3𝑥3，

找 𝑥1 + 𝑥̃2 + 𝑥̃3 = 𝑟的解．仿照上面证明的思想，𝐴(2)(𝑥)只有偶次项，𝐴(3)(𝑥)只有次数为
3的倍数的项且无常数项．所以

𝑅(𝑥) = (1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ )(1 + 𝑥2 + 𝑥4 + ⋯ )(𝑥3 + 𝑥6 + ⋯ ) = 𝑥3

(1 − 𝑥)3(1 + 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑥2)
.

展开得 [𝑥21]𝑅(𝑥) = 37． ♢

回到一般生成函数的运算，在卷积公式的运用中我们可额外总结一条性质：

13.2.8推论 (部分和) 设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数，则部分和序列

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑗
⎫⎪
⎬
⎪⎭

∞

𝑛=0

的生成函数是 𝑓
1−𝑥．

证明 这是卷积公式的推论．设 𝑓 =
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛，直接计算得

𝑓
1 − 𝑥 = (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ )(1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ )

= 𝑎0 + (𝑎0 + 𝑎1)𝑥 + (𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2)𝑥2 + (𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3)𝑥3 + ⋯ ,

故命题成立． ◻

利用部分和公式，我们引入另一个重要的特殊数．

13.2.9例 考虑调和数 𝐻𝑛 的生成函数，前者是序列 {
1
𝑛 }

∞

𝑛=1
的部分和，即 𝐻𝑛 ≝

1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛．我们在分析快速排序等算法时经常遇到它，数学分析的知识告诉我们

𝐻𝑛 = Θ(log 𝑛)．
序列 {

1
𝑛 }

∞

𝑛=1
的生成函数（不妨设第 0项为 0）是

∑∞
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛 ，其导数为
∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛 =
1

1−𝑥，从而
∞∑

𝑛=1
𝐻𝑛𝑥𝑛 = 1

1 − 𝑥

ˆ
1

1 − 𝑥 d𝑥 = 1
1 − 𝑥 log 1

1 − 𝑥.
♢

13.2.10例题 某人把若干相同的硬币（备用硬币足够多）在桌面上排列成若干行，要求

(i) 每行硬币皆紧密接触形成单个连续的块；
(ii) 除第一行外，每行每个硬币都要恰好和前一行的两个硬币紧密接触．
例如，图 13.1示出的左、中、右三种放法中，只有左侧放法是允许的，中间放法违反了 (i)，
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右侧放法违反了 (ii)．

图 13.1: 例题 13.2.10图

设第一行恰有 𝑘枚硬币的放置方案数为 𝑎𝑘，求 {𝑎𝑘}∞
𝑘=0．

解 对于每一个第一行恰有 𝑘 枚硬币的方案，将第一行撤去得到一个第一行有
𝑗 (𝑗 = 0, 1, … , 𝑘 − 1)枚硬币的方案；而在第一行有 𝑗 (𝑗 = 1, 1, … , 𝑘 − 1)枚硬币的方案中
添加一个 𝑘枚硬币的行作为第一行，有 𝑘 − 𝑗 种方法，𝑗 = 0时只有一种添法．递归式为

𝑎𝑘 =
𝑘−1∑
𝑗=1

(𝑘 − 𝑗)𝑎𝑗 + 1 =
𝑘∑

𝑗=1
(𝑘 − 𝑗)𝑎𝑗 + 1 (𝑘 ≥ 1; 𝑎0 = 1).

设生成函数 𝑓(𝑥) =
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛，在递归式中两边求和得

∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥𝑘 =
∞∑

𝑘=1

𝑘∑
𝑗=1

(𝑘 − 𝑗)𝑎𝑗𝑥𝑘 +
∞∑

𝑘=1
𝑥𝑘,

然后逐项处理．左侧为 𝑓(𝑥) − 1，右侧
∑∞

𝑘=1 𝑥𝑘 显然为 𝑥
1−𝑥，双重求和项分解为

∞∑
𝑘=1

𝑘∑
𝑗=1

(𝑘 − 𝑗)𝑎𝑗𝑥𝑘 𝑏𝑖=𝑖=====
∞∑

𝑘=1

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑘−𝑗𝑎𝑗𝑥𝑘 1. 平移公式==========
2. 卷积公式

𝑥
(1 − 𝑥)2 (𝑓 (𝑥) − 1),

式中用到了 {𝑖}∞
𝑖=0 的一般生成函数为

𝑥
(1−𝑥)2．据此

𝑓(𝑥) − 1 = 𝑥
(1 − 𝑥)2 (𝑓 (𝑥) − 1) + 𝑥

1 − 𝑥 ⟹ 𝑓(𝑥) = 1 − 2𝑥
1 − 3𝑥 + 𝑥2 .

作部分分式分解得

𝑓(𝑥) = 1
10 (

5 − √5
1 − 𝛼+𝑥 + 5 + √5

1 − 𝛼−𝑥)
⟹ 𝑎𝑘 = 5 − √5

10 𝛼𝑘
+ + 5 + √5

10 𝛼𝑘
−,

其中 𝛼± = 3±√5
2 ． ◻

在上例中，序列 𝑎0, 𝑎1, … 前几项分别为 1、1、2、5、13、34、89，猜想 𝑎𝑘 = 𝐹2𝑘−1 (𝑘 ≥ 1)，
其中 𝐹𝑖 表示第 𝑖个 Fibonacci数（𝐹0 = 1）．这一观察总结在下述命题中：
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13.2.11命题 (i)（交错）设 𝑓(𝑥) 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数，则 {𝑐𝑛𝑎𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数是

𝑓(𝑐𝑥)．特别地，交错序列 {(−1)𝑛𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数为 𝑓(−𝑥)．

(ii)（提取）设 𝑓(𝑥) 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数，则偶数项 {𝑎2𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数为
𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)

2 ；奇数项 {𝑎2𝑛+1}∞
𝑛=0 的生成函数为

𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)
2 ．

习题 13.2
1. 设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞

𝑛=0 的生成函数，求 {𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的生成函数．

2. 某人携带 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 六种零食外出旅行，设想每种零食的储备都足够多，但要求
(1) 最多带 4包 𝐴，最多带 3包 𝐶，最多带 1包 𝐸；
(2) 𝐵的数量必须是 4的倍数，𝐷的数量必须是偶数，𝐹 的数量必须是 5的倍数．
设 𝑎𝑛 表示刚好带 𝑛包零食的方案数，𝑎0 = 1，根据题意选用合适的生成函数，并将生成函数的
封闭形式求出．

3. 考虑一个由 𝑛 × 𝑛个正方形组成的平面网格，挑选其中一部分正方形得到的子网格称为棋盘．
给定棋盘 𝑅，用 𝑟𝑘(𝑅)表示 𝑘个车放在棋盘 𝑅中位置上，且互不攻击（两个车不能在同一行或者同
一列）的放法种数．规定 𝑟0(𝑅) = 1并令 𝑟(𝑅)为 {𝑟𝑘(𝑅)}∞

𝑘=0 的生成函数
∑∞

𝑘=0 𝑟𝑘(𝑅)𝑥𝑘．

(1) 证明如下命题：
a) 用 |𝑅|表示 𝑅中方格数，则 𝑟1(𝑅) = |𝑅|；若 𝑘 > |𝑅|，则 𝑟𝑘(𝑅) = 0．
b) 对一个棋盘 𝑅，设其中有一个格子 𝑔 ∈ 𝑅，用 𝑅1 表示去掉这个格子得到的棋盘，𝑅2 表示

去掉这个格子所在行和所在列得到的棋盘，那么

𝑟𝑘(𝑅) = 𝑟𝑘(𝑅1) + 𝑟𝑘−1(𝑅2), 𝑟(𝑅) = 𝑟(𝑅1) + 𝑥𝑟(𝑅2).

c) 设棋盘 𝑅由两个不相交的棋盘 𝑅1, 𝑅2 构成，且对任意的格子 𝑔1 ∈ 𝑅1, 𝑔2 ∈ 𝑅2，𝑔1, 𝑔2 都

不在 𝑅中的同一行或同一列，那么

𝑟𝑘(𝑅) =
𝑘∑

𝑖=0
𝑟𝑖(𝑅1)𝑟𝑘−𝑖(𝑅2), 𝑟(𝑅) = 𝑟(𝑅1)𝑟(𝑅2).

(2) 求棋盘 的棋盘多项式．

4. 设 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 是非负整数，𝑛是正整数．
(1) 将 𝑛有序划分为 𝑘个数 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘 的和，要求 𝑝𝑖 ≤ 𝑎𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)．设方法数有 𝑎𝑛 种，求一般

生成函数
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛．

(2) 将 𝑛有序划分为 𝑘 + 1个数 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘, 𝑝𝑘+1 的和，要求 𝑝𝑖 ≤ 𝑎𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，但对 𝑝𝑘+1 无要求．

设方法数有 𝑏𝑛 种，求一般生成函数
∑∞

𝑛=0 𝑏𝑛𝑥𝑛．

5. (整数分拆，Hardy & Ramanujan) 对给定的 𝑛，考虑方程 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑛满足 𝑛 ≥ 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥
⋯ ≥ 𝑥𝑛 ≥ 0的整数解数目 𝑝(𝑛)．
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(1) 证明：它和方程 𝑦1 + 2𝑦2 + ⋯ + 𝑛𝑦𝑛 = 𝑛的非负整数解个数相同，所以可看成把 𝑛分拆成各个
部分的方法的种数．

(2) 验证生成函数关系：
𝑝(𝑛) = [𝑥𝑛] 1∏𝑛

𝑖=1(1 − 𝑥𝑖)
= [𝑥𝑛] 1∏∞

𝑖=1(1 − 𝑥𝑖)
.

(3) 证明： 1
e5𝑛2 exp(2√𝑛) ≤ 𝑝(𝑛) ≤ exp(𝜋√

2
3 𝑛)．

6. 求方程 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 30在下列限制条件下的整数解数：
(1) 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 10 (1 ≤ 𝑖 ≤ 4)；
(2) −10 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 20 (1 ≤ 𝑖 ≤ 4)；
(3) 𝑥𝑖 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 4)，𝑥1 ≤ 5, 𝑥2 ≤ 10, 𝑥3 ≤ 15, 𝑥4 ≤ 21；
(4) 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 ≥ 𝑥4 ≥ 1；
(5) 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 > 𝑥4 ≥ 1．

7. (Motzkin, [motzkin1948relations]) 某人从 (0, 0)开始向 (𝑛, 0)走，每次的位移只能是 (1, 0), (1, 1), (1, −1)
中的一种，且保持在 𝑥轴及其上方．用𝑀𝑛 表示这样走法的数目，求一般生成函数

∑∞
𝑛=0 𝑀𝑛𝑥𝑛．

8. (Schöder, [schroder1870vier]) 某人从 (0, 0)开始向 (𝑛, 𝑛)走，每次的位移只能是 (1, 0), (1, 1), (0, 1)
中的一种，且不击穿 𝑦 = 𝑥．用 𝑠𝑛 表示这样走法的数目，求一般生成函数

∑∞
𝑛=0 𝑠𝑛𝑥𝑛．

9. 对于置换 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，称 𝑖 < 𝑗 是逆序对，如果 𝜎(𝑖) > 𝜎(𝑗)．用 𝑎𝑛,𝑘 表示恰有 𝑘个逆序的 𝑛元置换的
数目，用合适的生成函数计算之．

10. 用 2 × 1的完全相同的方砖（可以旋转）填满 3 × 𝑛的墙面，请问有多少种方法？
11. 用 1 × 1的红色和蓝色方砖，1 × 2的绿色、黄色和白色方砖填满 1 × 𝑛的墙面，请问有多少种方
法？

12. 有 𝑛个球排成一行，用 𝑘种颜色给每一个球染色，相邻两个球颜色不可相同，且每种颜色至少
使用一次，求染色方案数．

13. 某星球上的遗传物质和地球上一样，由 A、G、C、T、U组成，但它们只是这些核苷酸的线性序列
（不允许作任何对称操作，如 AG和 GA是不同的）．科学观察发现 (C, T)、(C, U)、(U, T)、(U, U)四
对核苷酸从不连续出现（例如 GGCTA不存在，但 GGTCA存在）．求该星球上长度为 𝑛的遗传物
质序列的个数．

14. 称一个 1, 2, … , 𝑛的排列是“快速排序的某阶段”，如果它可以被拆成两部分，前一部分中的所
有数都比后面小．例如 4132不符合条件，而 2143则符合条件．用 𝑎𝑛 表示不符合条件的这样的排

列的个数，求一般生成函数
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛．

15. 设想有 𝑛张牌，上面的数字分别为 1, 2, … , 𝑛．某同学将它们随机摞成一堆，每次从牌堆顶部拿
出一张牌，看上面的点数 𝑘，然后将其放回原位，把最上面 𝑘张牌逆序放置．如此反复，直到整个牌
堆从上到下是 1, 2, … , 𝑛．

32514 ⟶ 52314 ⟶ 41325 ⟶ 23145 ⟶ 32145 ⟶ 12345.

上式示出了一个可能的操作序列．证明：在 𝐹𝑛+1 − 1步内该过程一定能结束，其中 𝐹𝑛 是 Fibonacci
数，𝐹0 = 0．
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13.3 指数生成函数
和一般生成函数的讨论一样，我们亦给出和一般生成函数类似的操作方法．指数生

成函数的典型应用是多重集的排列问题．

13.3.1定理 (平移) 设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的指数生成函数，则 {𝑎𝑛+ℎ}∞

𝑛=0 的指数生成函数是

𝑓 (ℎ)．

证明 注意下式并对 ℎ归纳即可．

𝑓 ′ =
∞∑

𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1

𝑛! =
∞∑

𝑛=0

𝑎𝑛+1𝑥𝑛

𝑛! .
◻

13.3.2例 平移操作给指数生成函数使用的方便性提供一个例证．重新考虑 Fibonacci
数 𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛, 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1，设其指数生成函数为 𝑓，由平移公式

𝑓 ″ = 𝑓 ′ + 𝑓 ⟹ 𝑓 = 𝑐1e𝜑+𝑥 + 𝑐2e𝜑−𝑥
(

𝜑± = 1 ± √5
2 )

,

接下来的计算相比一般生成函数简捷：定出 𝑐1 = 𝑐2 = 1
√5
后就不再需要进行部分分式分

解了，因为 e𝑥 的 Taylor展开可直接写出． ♢

13.3.3定理 (导数) 设 𝑓 是 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0 的指数生成函数，𝑃 为多项式，则 {𝑃 (𝑛)𝑎𝑛}∞

𝑛=0 的指

数生成函数为 𝑃 (𝑥 d
d𝑥 ) 𝑓．

13.3.4定理 (二项卷积) 设 {𝑎𝑛}∞
𝑛=0, {𝑏𝑛}∞

𝑛=0 的指数生成函数分别为 𝑓, 𝑔，则二项卷积

{

𝑛∑
𝑟=0

(
𝑛
𝑟)𝑎𝑟𝑏𝑛−𝑟}

∞

𝑛=0

的指数生成函数是 𝑓𝑔．进一步，

⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘=𝑛

(
𝑛

𝑛1, … , 𝑛𝑘)𝑎𝑛1𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑘

⎫⎪
⎬
⎪⎭

∞

𝑛=0

的指数生成函数是 𝑓 𝑘．
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证明 计算可知

[
𝑥𝑛

𝑛! ] 𝑓𝑔 = [
𝑥𝑛

𝑛! ] (

∞∑
𝑟=0

𝑎𝑟𝑥𝑟

𝑟! ) (

∞∑
𝑠=0

𝑎𝑠𝑥𝑠

𝑠! )
= [

𝑥𝑛

𝑛! ]

∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛
(

∑
𝑟+𝑠=𝑛

𝑎𝑟𝑏𝑠
𝑟!𝑠! )

=
∑

𝑟+𝑠=𝑛

𝑛!𝑎𝑟𝑏𝑠
𝑟!𝑠! =

∞∑
𝑟=0

(
𝑛
𝑟)𝑎𝑟𝑏𝑛−𝑟.

对 𝑓 𝑘 的情形亦可计算得出． ◻

指数生成函数的卷积公式中的二项式系数和多项式系数是有用的．比如乘以 e𝑥 就是和

{1}∞
𝑛=0 卷积，即得到对应于一般生成函数中的部分和的公式．

类似于用一般生成函数求多重集的组合数，指数生成函数可求多重集的排列数．

13.3.5推论 设多重集𝑀 = {𝑚1 ⋅ 𝑎1, … , 𝑚𝑘 ⋅ 𝑎𝑘} (1 ≤ 𝑛𝑖 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，记 {𝑎𝑟}∞
𝑟=0 为

𝑀 的 𝑟排列数序列，其指数生成函数为 𝑅(𝑥)，则

𝑅(𝑥) =
𝑘∏

𝑖=1

𝑚𝑘∑
𝑗=0

𝑥𝑗

𝑗! .

证明 证明和推论 13.2.6完全一样．令序列 {𝑎(𝑖)
𝑛 }∞

𝑛=0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)的第 0, 1, … , 𝑚𝑖 项为 1，
剩余项皆为 0（若 𝑚𝑖 = ∞则全为 1），则其指数生成函数 𝐴(𝑖)(𝑥)恰为

𝐴(𝑖)(𝑥) =
∞∑

𝑛=0
𝑎(𝑖)

𝑛
𝑥𝑛

𝑛! =
𝑚𝑘∑
𝑗=0

𝑥𝑗

𝑗! .

由二项卷积公式得以 𝐴(1)(𝑥) ⋯ 𝐴(𝑘)(𝑥)为指数生成函数的序列是

⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘=𝑟

(
𝑟

𝑛1, … , 𝑛𝑘)[𝑛1 ≤ 𝑚1] ⋯ [𝑛𝑘 ≤ 𝑚𝑘]
⎫⎪
⎬
⎪⎭

∞

𝑟=0

,

根据例 11.1.10，( 𝑟
𝑛1,…,𝑛𝑘

)是 𝑟元子集的 𝑟排列数，而上式对所有 𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑟且
满足 𝑛𝑖 ≤ 𝑚𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)的 (𝑛1, … , 𝑛𝑘)求和，相当于先选出满足要求的 𝑟元子集，然后进
行排列，故此序列就是 {𝑎𝑟}∞

𝑟=0． ◻

13.3.6例 求多重集 {𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑏}的 4-排列数．按上面方法，𝑟排列数的生成函数为

𝐴(𝑥) = (1 + 𝑥 + 𝑥2

2! ) (1 + 𝑥 + 𝑥2

2! + 𝑥3

3! )

= 1 + 2𝑥 + 4 ⋅ 𝑥2

2! + 7 ⋅ 𝑥3

3! + 10 ⋅ 𝑥4

4! + 10 ⋅ 𝑥5

5! ,
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所以答案为 10种． ♢

13.3.7例题 用红、黄、蓝三种颜色对 1 × 𝑛的格子进行染色，要求有偶数个格子涂成红
色，求涂色方案的种数．

解 这是要求出现偶数个红色的 𝑛排列数，生成函数为

𝐴(𝑥) = (1 + 𝑥2

2! + 𝑥4

4! + ⋯ ) (1 + 𝑥 + 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + ⋯ )
2

= 1
2(e𝑥 + e−𝑥)e2𝑥 = 1

2

∞∑
𝑛=0

3𝑛 𝑥𝑛

𝑛! +
∞∑

𝑛=0

1
2

𝑥𝑛

𝑛! ,

所以答案为 3𝑛+1
2 ．

此题也可用递归式方法求解，请读者自己尝试一下． ◻

我们再用两个特殊数例子来对比一般生成函数和指数生成函数之卷积公式的选用．

13.3.8例 已经知道 Bell数满足的递归式为：

𝐵𝑛+1 =
𝑛∑

𝑘=0
(

𝑛
𝑘)𝐵𝑘

我们再次计算其指数生成函数．设其为 𝐵(𝑥)，用平移公式和部分和公式（和 {1}∞
𝑛=0 卷

积，即乘以 e𝑥）知 𝐵′ = e𝑥𝐵，解此方程并结合 𝐵(0) = 1即有 𝐵(𝑥) = ee𝑥−1． ♢

13.3.9例 (Catalan数) 考虑将 𝑛对括号写成一列，欲求出其中左、右括号匹配的排列数，
规定 𝐶0 = 1．例如 𝐶3 = 5，因为合法加 3对括号的方法数有

((())); (()()); (())(); ()()(); ()(()).

如何建立递归式？我们可以把合法括号序列进行划分，使得它成为两个更小的序

列．对每个合法括号序列，令 𝑘表示使得前 2𝑘个字符恰为 𝑘对括号组成的合法序列的
最小正整数，例如上式中 5个序列的 𝑘分别为 3、3、2、1、1．称 𝑘 = 𝑛时的括号序列为原
子的，比如上式中前两个是原子的．

断言由 𝑘 (𝑘 ≥ 1)对括号组成的原子序列有 𝐶𝑘−1个．事实上，将 𝑘 − 1对括号的合法
序列用一对括号包裹即得 𝑘对括号的原子序列；反之亦然，而且这是一一映射．故每个
合法序列都由 𝑘对括号的原子序列和 𝑛 − 𝑘对括号的合法序列组成，得

𝐶𝑛 =
𝑛∑

𝑘=1
𝐶𝑘−1𝐶𝑛−𝑘 (𝑛 ≥ 1).
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显然处理这式子要用一般生成函数，设 𝑓(𝑥) =
∑∞

𝑛=0 𝐶𝑛𝑥𝑛，递归式左边对应 𝑓(𝑥)−1，
右边由平移和卷积公式则对应于 𝑥𝑓(𝑥)2，于是

𝑓(𝑥) − 1 = 𝑥𝑓(𝑥)2 ⟹ 𝑓(𝑥) = 1 ± √1 − 4𝑥
2 ,

由于 𝑓(0) = 0，所以取负号．最后计算得

𝑓(𝑥) =
1 −

∑∞
𝑘=0 (− 1

2
𝑘 )(−4𝑥)𝑘

2𝑥 =
∑∞

𝑘=1 (− 1
2

𝑘 )(−4𝑥)𝑘

2𝑥 = 2
∞∑

𝑘=0
(

− 1
2

𝑘 + 1)(−4𝑥)𝑘.

𝐶𝑛 = 2(
− 1

2
𝑘 + 1)(−4)𝑛 = 2 (

1
2 ⋅ −3

2 ⋯ −(2𝑛 − 1)
2 ) (−1)𝑛4𝑛 = 2𝑛

(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑘=1

(2𝑘 − 1)

= 1
𝑛!(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑘=1

2𝑘(2𝑘 − 1) = (2𝑛)!
𝑛!(𝑛 + 1)! = 1

𝑛 + 1(
2𝑛
𝑛 ).

计算时我们用到了数学分析中的 Newton二项式定理．
这就是著名的 Catalan数的表达式．回忆例题 11.1.9，Catalan数也是栈排列数的结

果，这是因为合法出栈序列很容易就对应一个合法括号序列．我们还可证明，恰有 𝑛 + 1
片叶子的带标号的满二叉树有 𝐶𝑛 个． ♢

习题 13.3
1. 设 𝑓(𝑛, 𝑘) 表示轮换分解中长度最长的轮换为 𝑘 的 𝑛 元置换的数目，求指数生成函数∑∞

𝑛=0 𝑓(𝑛, 𝑘) 𝑥𝑛

𝑛!，并尝试给出 𝑓(𝑛, 𝑘)的一个递归式．

2. 求第二类 Stirling数的指数生成函数．

3. Bernoulli数 𝑏𝑛 满足递归式

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘)𝑏𝑘 = 𝑏𝑛 + 1𝑛=1 (𝑏0 = 1, 𝑏1 = − 1

2 ) ,

求其指数生成函数．

4. 用 𝐷𝑘(𝑛)表示恰有 𝑘个不动点的置换 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 的个数，求混合生成函数
∑∞

𝑘=0
∑∞

𝑛=0 [𝑛
𝑘] 𝑥𝑛

𝑛! 𝑦𝑘．

5. 一个长度为 𝑛的上下排列是 [𝑛]的一个交替增加和减少的排列：𝑎1 < 𝑎2 > 𝑎3 < 𝑎4 > ⋯．设 𝑡𝑛

表示 𝑛元上下排列的个数，证明：𝑡𝑛 的指数生成函数为
1+sin 𝑥
cos 𝑥 ．

6. (Euler) 用 𝑎𝑛 表示将凸 𝑛边形三角化的方法种数．例如，图 13.2表明 𝑎6 = 14．求 𝑎𝑛 的表达式．
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214 十三 生成函数

凸六边形的
三角化方案

图 13.2: 凸六边形的三角化方案

7. 仿照习题 13.1.11的方法求和：

𝑛−𝑚∑
𝑘=0

(
𝑛 + 𝑘

𝑚 + 2𝑘)(
2𝑘
𝑘 )

(−1)𝑘

𝑘 + 1 .

其中 𝑛 ≥ 𝑚均为正整数．
8. (指数公式, [riddell1953theory; bender1971enumerative]) 设序列 {𝑑𝑛}∞

𝑛=0 的指数生成函数为

𝐷(𝑥)，𝑑0 = 0．
(1) 设序列 {ℎ𝑛}∞

𝑛=0 满足 ℎ0 = 1，

ℎ𝑛 =
∑

𝑘,{𝑆1 ,…,𝑆𝑘}
是集合 [𝑛]的无序划分

𝑑|𝑆1| ⋯ 𝑑|𝑆𝑘|,

证明：𝐻(𝑥) = e𝐷(𝑥)．

(2) 设序列 {ℎ𝑛}∞
𝑛=0 满足 ℎ0 = 1，

ℎ𝑛 =
∑
𝜎∈𝑆𝑛

𝑑|𝐶1| ⋯ 𝑑|𝐶𝑘|,

式中 𝑆𝑛 为置换群，𝜎 的不相交轮换分解为 𝐶1, … , 𝐶𝑘，|𝐶|表示轮换 𝐶 的长度．证明：

𝐻(𝑥) = exp
∞∑

𝑛=1
𝑑𝑛

𝑥𝑛

𝑛 .

(3) 利用前一问的结果求出置换群 𝑆𝑛 中满足 𝜎𝑟 = (1)的置换的个数 𝑒𝑟(𝑛)的指数生成函数．

9. 将 𝑛个人分为若干组（非空），然后让每一组同学都形成一个圆圈，所有的小组再形成一个大圆
圈，求这样做的方法个数 ℎ𝑛 的指数生成函数．
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14 | Pólya方法

阅读提示

本章讲述一种相对复杂的计数方法，它主要是用于具有变换对称性的组合结构的

等价类计数，其中的技巧结合了群和生成函数两部分的内容，而我们引入的例子

也相对比较困难，因此初学起来可能感觉不太容易．对于比较抽象的定理叙述，

群作用部分可以结合一些具体实例来理解，而后续具体计数定理的直观就是算两

次，其使用则推荐读者跟着课文计算．§14.1节是证明 Burnside定理的前置基础，
其中的群论技巧是非常本质的，有余力的读者可以读证明并做该节习题，否则也

可以跳过之并不读 Burnside引理的证明．另外阅读时可根据自身情况选择跳过
带权 Pólya定理（§14.3节的后半部分）．

对称性是组合结构常常具有的性质：它有好处，也有坏处．其好处在于利用对称性

有时候可以减少工作量．而所谓坏处便是在进行计数的时候，看起来不同的结构在对称

变换下实际上是等价的，导致出现重复，而这些重复的结构又相对比较复杂（无法直接

通过简单的映射来分析），需要额外处理．试看下面的项链问题．

14.0.1例 某公司设计了镶有 𝑛块珠子的项链，这些珠子均匀地分布在圆形的项链上．
珠子的颜色有 𝑐 种．假如通过旋转能重合的项链算作一种，这样的项链有多少种款式？

我们要计数的就是长度为 𝑛的由 1, 2, … , 𝑐 中的一些组成的字符串．如果不允许旋
转，那么总共有的项链的个数就是 𝑐𝑛．但这次要计算的是旋转（循环移位）下的等价类

的个数𝑁𝑛．

对于一个等价类，如果它能通过循环移位得到一个形如 𝑤𝑤 ⋯ 𝑤的字符串，且 𝑤至
少重复两次，就称 𝑤是它的非平凡的循环节．由此可知，若令𝑀(𝑑)表示长度为 𝑑，且无
非平凡循环节的字符串的等价类个数，则 𝑁𝑛 =

∑
𝑑∣𝑛 𝑀(𝑑)．又，无非平凡循环节的字符

串等价类中都包含 𝑑 个字符串，故

𝑐𝑛 =
∑
𝑑∣𝑛

𝑑𝑀(𝑑).
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216 十四 Pólya方法

对上式作Möbius反演1得到

𝑀(𝑛) = 1
𝑛
∑
𝑑∣𝑛

𝜇(𝑑)𝑐
𝑛
𝑑 ,

进一步用前一式求和，答案为：

𝑁𝑛 =
∑
𝑑∣𝑛

𝑀(𝑑) =
∑
𝑑∣𝑛

1
𝑑
∑
ℓ∣𝑑

𝜇 (
𝑑
ℓ ) 𝑐ℓ =

∑
ℓ∣𝑛

𝑐ℓ

ℓ
∑
𝑘∣ 𝑛

ℓ

𝜇(𝑘)
𝑘 = 1

𝑛
∑
ℓ∣𝑛

𝜙 (
𝑛
ℓ) 𝑐ℓ.

♢

上面解法技巧性较强．是否有通用的办法来处理等价类计数的问题呢？我们想要问

的是旋转变换（或者其他图形的对称变换）作用在全部这些方案中所得的等价类个数．

因为群是用来描写变换和对称性的极好工具，所以我们可以用群来刻画这种变换和变换

下的等价类．

利用群作为代数工具，生成函数作为基本思想，匈牙利数学家 Pólya在 Burnside引
理的基础上推广了计数定理，这就是 Pólya方法．

14.1 群作用和计数原理
我们首先抽象地考虑（置换）群在集合上的作用，并研究作用得到的等价类的性质．

在代数部分（§9.5节），我们指出过 𝐷𝑛 可以自然地嵌入 𝑆𝑛，这是因为我们给正 𝑛边
形的顶点标号，𝐷𝑛 中的每个元素就对应了这 𝑛个点的一个置换，这是一个很自然的嵌
入．由此，对于一个群 𝐺，如果规定它的元素对应在某个集合𝑀 上变换，可能会让群的

结构显现得更清楚．这引出群作用的思想．

14.1.1定义 设 𝐺是群，𝑀 是一个集合，映射

𝜌∶ 𝐺 × 𝑀 ⟶ 𝑀
(𝑔, 𝑚) ↦ 𝜌(𝑔, 𝑚) ≝ 𝑔𝑚

如果满足 𝜌(1, 𝑚) = 𝑚和 𝜌(𝑔1, 𝜌(𝑔2, 𝑚)) = 𝜌(𝑔1𝑔2, 𝑚)，就称它是 𝐺在𝑀 上的群作用．

如果不致混淆，群作用就如上所示写为群中元素和集合元素的乘法．

14.1.2例 (i)对于任何集合 𝑋，其上的全变换群 𝑆𝑋 自然地作用在 𝑋 上，其中的元素对
应于进行双射变换．

(ii)规定一般线性群在 ℝ𝑛 上的作用为，矩阵 𝐴 ∈ GL𝑛(ℝ)将 𝒗 ∈ ℝ𝑛 映到 𝐴𝒗，则这
是一个群作用，代表线性变换．

(iii)全体行列式为 1的 3阶正交方阵（此群称为 SO(3)）同 (ii)一样作用在欧氏空
间 ℝ3 上也得到群作用，代表三维空间中的旋转． ♢

1这里主要是展示直接计算的技巧性，未学过的读者可直接承认此步的结果．
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§14.1 群作用和计数原理 217

我们看到，如果 𝐺在集合 𝑋 上有一个作用，则每个 𝑔 ∈ 𝐺都对应了 𝑋 上的一个变
换，即群作用诱导了 𝐺到 𝑆𝑋 的一个自然的同态．特别地，群 𝐺在自身上的作用诱导了
𝐺 ⟶ Aut(𝐺)的同态．

这样一来，群作用就指出了一般的抽象群和变换群的联系，给出了一个群的表示．

抽象群比较难直接处理，而变换群作为群的“样板”则更加形象，也有比较多的方法可以

研究．

14.1.3例 (i)设 𝐻 ≤ 𝐺，则 𝐻 在 𝐺上可以有左乘作用 ℎ(𝑔) ≝ ℎ𝑔，特别地，当 𝐻 = 𝐺时
即 𝐺在自身上的左乘作用．

(ii)设 𝐻 ≤ 𝐺，再设 𝑋 是 𝐻 的全体左陪集组成的集合，则 𝐺在 𝑋 上也可以有左乘
作用 𝑔(𝑎𝐻) ≝ 𝑔𝑎𝐻．

(iii)设𝐻 ≤ 𝐺，𝐻 中元素在 𝐺上有共轭作用：𝑔 ↦ ℎ𝑔ℎ−1 (𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻)，可以验证
它是一个群作用．若𝐻 ⊲ 𝐺，则 𝐺在𝐻 上也有相应的共轭作用（𝐻 是正规子群保证了
群作用良定）． ♢

上面展示的左乘、共轭等作用在论证中都是比较常见的，接下来给出一个使用例子，

它深刻地指出了变换群的根本性地位．

14.1.4定理 (Cayley) 任何一个群都同构于某一集合上的变换群，特别地，有限群都同构
于置换群 𝑆𝑛 的某个子群．

证明 我们考虑 𝐺在自身上的左乘作用，它诱导的映射是：

𝐺 𝜙⟶ 𝑆𝐺

𝑎 ↦ 𝜎𝑎 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐺
𝑔 ↦ 𝑎𝑔

因为群中有消去律，故容易验证对每个 𝑎，𝜎𝑎 都是双射，其逆是 𝜎𝑎−1，所以 𝜙的像
确实是 𝑆𝐺 的子集，映射良定．又由 𝜎𝑎(𝜎𝑏)−1 = 𝜎𝑎𝜎𝑏−1 = 𝜎𝑎𝑏−1 知道 𝜙是同态．最后由
𝜎𝑎(1) = 𝑎得到 𝜎𝑎 = 𝜎𝑏 能推出 𝑎 = 𝑏，所以 𝜙是嵌入． ◻

设 𝐻 是群 𝐺的子群，考虑 𝐻 中元素在 𝐺上的右乘作用，给定 𝑎 ∈ 𝐺被 𝐻 中元素
逐一作用一次，得集合

𝑂𝑎 = {𝑎ℎ−1 ∶ ℎ ∈ 𝐻} = 𝑎𝐻−1 = 𝑎𝐻.

这正是左陪集，所以用群作用的语言表述，左（右）陪集就是子群 𝐻 中元素被某个
𝑎 ∈ 𝐺右（左）乘能得到的全部元素．回忆 Lagrange定理，这些陪集给 𝐺做了一个好的
划分．推而广之，给出一个群作用就能构造一个陪集空间，并对群作一个划分．
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218 十四 Pólya方法

14.1.5命题 设群 𝐺作用在集合𝑀 上，则

𝑎 ∼ 𝑏 ⟺ ∃𝑔 ∈ 𝐺(𝑔𝑎 = 𝑏)

是一个等价关系．

证明 逐一验证．因为 1 ∈ 𝐺，所以 1𝑎 = 𝑎，自反性成立；设 𝑥 ∼ 𝑦，即 𝑔𝑥 = 𝑦，那么
𝑥 = 𝑔−1𝑦，对称性成立；𝑥 ∼ 𝑦, 𝑦 ∼ 𝑧，即 𝑥 = 𝑔1𝑦, 𝑦 = 𝑔2𝑧，则 𝑥 = (𝑔1𝑔2)𝑧，传递性成立．所
以 ∼是等价关系． ◻

我们把群作用下这个等价关系的等价类

𝑂𝑥 ≝ {𝑔𝑥 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}

称为过 𝑥的轨道．轨道对𝑀 进行了划分；如果这样的轨道只有一个，即𝑀 = 𝑂𝑥，这时

说这个作用是传递的．图 14.1给出了轨道的一个形象例子．

图 14.1: 沿着地球南北极连线的所有转动构成一个无限群，它在地球表面上的作用将点划分为等
价类，这个等价类就是纬度

进一步描述这个划分的细节还需要另一个概念．

14.1.6定义 设 𝐺作用在𝑀 上，对 𝑥 ∈ 𝑀，那些保持 𝑥不动的群中元素的集合

Stab𝑥 ≝ {𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑔𝑥 = 𝑥}

称为 𝑥的稳定化子．

可以验证，稳定化子 Stab𝑥 也是 𝐺的子群，所以也称为稳定子群．

14.1.7例 二面体群 𝐷4 作用在正方形的四个顶点上．因为对每对顶点 𝑎, 𝑏，都存在一个
变换使得 𝜎(𝑎) = 𝑏，所以该作用是传递的．一个顶点的稳定子群是 2阶循环群 ⟨𝑠⟩，其中
𝑠代表沿穿过这个顶点的对角线反映． ♢

利用稳定化子便可以给出类似 Lagrange定理的命题．
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14.1.8定理 (轨道–稳定子) 设有限群 𝐺作用在𝑀 上，则过 𝑥 ∈ 𝑀 的轨道的长度满足

|𝑂𝑥| = [𝐺 ∶ Stab𝑥].

证明 我们把 𝑔𝑥 ∈ 𝑂𝑥 映到 𝑔Stab𝑥．首先验证映射良定，事实上 𝑔1𝑥 = 𝑔2𝑥 导出
𝑔−1

2 𝑔1 ∈ Stab𝑥，从而 𝑔1Stab𝑥 = 𝑔2Stab𝑥．映射是单射由良定性的证明即可看出．因为 𝑔
取遍 𝐺，所以该映射也是满的．由此便给出了 |𝑂𝑥|到 Stab𝑥 全部陪集的一一映射，所以

命题成立， ◻

14.1.9推论 设 𝐺传递地作用在𝑀 上，则对任意的 𝑥 ∈ 𝑀，|𝑀| = [𝐺 ∶ Stab𝑥]．

习题 14.1
1. 设群 𝐺作用在集合𝑀 上，集合 𝑆 是𝑀 ⟶ ℝ的一些映射组成的．
(1) 设 𝜎 ∈ 𝐺，它对 𝑓 ∈ 𝑆 的作用为 𝜎(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜎(𝑥))，指出这是否是群作用并说明理由．
(2) 设 𝜎 ∈ 𝐺，它对 𝑓 ∈ 𝑆 的作用为 𝜎(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜎−1(𝑥))，指出这是否是群作用并说明理由．

2. 假设 𝑆4 以如下规定的方式作用在集合 {(𝑖, 𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 4}上：𝜎((𝑖, 𝑗)) = (𝜎(𝑖), 𝜎(𝑗))，计算这个
作用的全部轨道．

3. 设群 𝐺作用在集合𝑀 上，𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 在同一轨道上．设 𝑥, 𝑦的稳定化子分别为 Stab𝑥,Stab𝑦，证

明：存在 𝑔 ∈ 𝐺使得 𝑔Stab𝑥𝑔−1 = Stab𝑦．

4. 本题从群作用的角度看置换的轮换分解．任取 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，让它自然地作用在集合 [𝑛]上．设 𝑂𝑥 为

其中一个轨道，轨道中的一个元素为 𝑥．令 𝑑 = min{𝑖 ∈ ℤ>0 ∶ 𝜎𝑖 ∈ Stab𝑥}．
(1) 证明：𝐺分解为陪集 Stab𝑥, 𝜎Stab𝑥, … , 𝜎𝑑−1Stab𝑥．

(2) 证明：𝑂𝑥 = {𝑥, 𝜎(𝑥), … , 𝜎𝑑−1(𝑥)}．这就是说，在一个长度为 𝑑 的轨道上，𝜎 相当于一个长度为
𝑑 的轮换．

5. 给定群 𝐺，令 𝐺共轭作用在自身上，即给定元素 𝑔 ∈ 𝐺，𝑔在 𝐺上有映射 (𝑔, 𝑎) ↦ 𝑔𝑎𝑔−1．

(1) 验证这些映射都是群 𝐺的自同构，称为内自同构；若将所有内自同构的集合记为 Inn(𝐺)，证
明：Inn(𝐺) ≤ Aut(𝐺)．

(2) 𝐺在自身的共轭作用诱导了 𝐺 ⟶ Inn(𝐺)的一个满同态，利用同态基本定理给出一个同构
关系．

6. 设群𝐺的阶是素数 𝑝的正方幂，其作用在有限集合𝑋上，令𝜓(𝐺) ≝ {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ ∀𝑔 ∈ 𝐺(𝑔𝑥 = 𝑥)}，
证明：|𝜓(𝐺)| ≡ |𝑋| (mod 𝑝)．
7. 设𝐻 是有限群 𝐺的子群，定义𝑁𝐺(𝐻) = {𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔}为𝐻 的正规化子．
(1) 考虑 𝐺在𝐻 的全体共轭子群上的共轭作用，求出这些共轭子群的个数．
(2) 上面的群作用也自然诱导了一个同态，利用同态基本定理给出一个嵌入关系．

8. 假设有限群 𝐺传递地作用在集合𝑀 上，𝑁 是 𝐺的正规子群，证明：𝐺在𝑀 上的作用限制到𝑁
上，所得的全部轨道长度都相等．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58
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9. 设有限群 𝐺的阶为 4𝑛 + 2（𝑛为正整数），证明：𝐺有指数为 2的正规子群． 提示 考虑 𝐺在
自身上的左乘作用并利用习题 9.5.11的结论．

14.2 Burnside引理
在上一节中，轨道–稳定子引理确定了轨道长度的计算方法，而下面的 Burnside引

理则指明了如何计算轨道个数．它是本章的重要计数工具之一．

14.2.1定理 (Burnside) 设有限群 𝐺作用在𝑀 上，用 𝜓(𝑔)表示集合 {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑔𝑥 = 𝑥}
（𝑔作用下的不动点）．则 𝐺作用的轨道个数为

1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

𝜓(𝑔).

证明 对满足 𝑔𝑥 = 𝑥的有序对 (𝑔, 𝑥) ∈ 𝐺 × 𝑀 算两次．

⊳ 按 𝑔计数 对每个 𝑔，这样的 𝑥有 |𝜓(𝑔)|个．
⊳ 按 𝑥计数 对每个 𝑥，这样的 𝑔有 |Stab𝑥|个．
这两种计算方法得到的结果必相等，于是由轨道–稳定子引理得∑

𝑔∈𝐺
|𝜓(𝑔)| =

∑
𝑥∈𝑀

|Stab𝑥| =
∑
𝑥∈𝑀

|𝐺|
|𝑂𝑥| .

因为 𝑂𝑥 划分了𝑀，所以
∑

𝑥∈𝑀
1

|𝑂𝑥| 就是轨道个数，稍作整理就得到引理叙述中的

等式． ◻

具体使用 Burnside引理解决问题时需要将 𝐺取为各种图形的对称群，所以先让我
们对典型的图形对称群作简要复习．

𝑪𝒏 𝐶𝑛是正 𝑛边形的旋转操作构成的群，也对应了前面项链的循环移位操作．将正
多边形的顶点依次标记为 1, 2, … , 𝑛，则 𝐶𝑛 是 𝑛阶循环群，生成元为轮换 𝜎 = (1 2 ⋯ 𝑛)．
更具体地说，𝜎(𝑖) = 𝑖 + 1（在 ℤ𝑛 中做加法，0与 𝑛等同，下同）．

𝑫𝒏 𝐷𝑛 是正 𝑛边形的旋转和反映操作构成的群，其由式 (9.3.2)唯一决定，由一个
反射和一个旋转生成，是 2𝑛阶群．更具体地说，它由旋转 𝑟(𝑖) = 𝑖+1和反映 𝑠(𝑖) = 𝑛−𝑖+1
生成．

𝑺𝒏 和 𝑨𝒏 𝐴𝑛 ⊲ 𝑆𝑛 是一般的对称群．对于一般的置换，它们都能唯一分解为轮换

的乘积（引理 9.2.4）．置换的型是指其轮换分解中，长度为 𝑖的轮换的个数 𝑏𝑖 所组成的

元组 (𝑏1, … , 𝑏𝑛)．
下面我们用 Burnside引理重新计算例 14.0.1的结果．

14.2.2例 设 𝐶𝑛 = ⟨𝜎⟩，则 𝜎𝑘 (𝑘 = 1, … , 𝑛)阶为 𝑛
gcd(𝑘,𝑛)．

假设对珠子的一个染色在 𝜎𝑘 作用下是不动的，考察一次作用下珠子的变化情况．
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鉴于 𝜎𝑘 相当于 𝑖 + 𝑘，结合其阶知其轮换分解中有 gcd(𝑘, 𝑛)个不相交的等长轮换，即在
它的作用下珠子划分为 gcd(𝑘, 𝑛)个轨道（参看习题 14.1.4）．又，染色方案是不动点等价
于同一轨道上的珠子颜色相同．从而这样的不动点有 𝑐gcd(𝑘,𝑛) 个，根据 Burnside引理得
到结果为

1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑐gcd(𝑘,𝑛).

验证
∑𝑛

𝑘=1 𝑐gcd(𝑘,𝑛) =
∑

𝑑∣𝑛 𝜙 (
𝑛
𝑑 ) 𝑐𝑑 是不困难的；事实上，注意到同 𝑛的最大公因数

为 𝑑 的 𝑘有 𝜙 (
𝑛
𝑑 )个即可． ♢

14.2.3例题 用 6种颜色给立方体上色，要求每个面的颜色各不相同，试求在旋转等价意
义下的涂法种数．

解 由于每个面的颜色都不相同，所以只有恒等置换是染色方案的不动点，只需要再定

出立方体的旋转对称群的阶数．有一个恒等置换．以过一对面中心的直线旋转 𝜋
2 , 𝜋, 3𝜋

2
各有 3个，共 9个．以过每一对棱的中点的直线旋转 𝜋 有 6个．以过体对角线的直线旋
转 2𝜋

3 , 4𝜋
3 各有 4个，共 8个．一共 24个2．由 Burnside引理得结果为 1

24 6! = 30种． ◻

14.2.4例题 求所有互不同构的有 3个顶点的简单图的个数．

解 对称群应为 𝑆3 ≅ 𝐷3，再决定它在 8种固定位置的方案上的作用（如图 14.2）．

1 2 3 4 5 6 7 8

图 14.2: 三阶简单图

计算得到

𝜎1 = (1), 𝜎2 = (1)(2)(345)(678) (𝑟),
𝜎3 = (1)(2)(354)(687) (𝑟2), 𝜎4 = (1)(2)(35)(4)(67)(8) (𝑠),
𝜎5 = (1)(2)(45)(3)(68)(7) (𝑠𝑟), 𝜎6 = (1)(2)(34)(5)(78)(6) (𝑠𝑟2).

数出各置换在方案上的不动点数目后代入 Burnside引理，得到结果为 1
6 (8 + 2 + 2 + 4 +

4 + 4) = 4． ◻

作为本节的结束，我们做一个计算量稍大的问题．

2实际上，由于旋转群作用在立方体上是传递的，再考虑一个顶点，其稳定子群是一个三阶循环群（沿体对
角线旋转），故由轨道–稳定子定理，群的阶是 8 × 3 = 24．再考虑旋转群在四条体对角线上的作用诱导的到 𝑆4
的同态，可看出同态核平凡，所以立方体的旋转群是 𝑆4．取对偶多面体知道正八面体的旋转群也是 𝑆4．
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14.2.5例 在 𝑛 × 𝑛棋盘上放置 𝑛个车，要求这些车相互不攻击（两个车不能在同一行或
者同一列）．这等价于一个 𝜎 ∈ 𝑆𝑛（对于不规则棋盘的情况，参看习题 13.2.3）．现在要
做的事情是使用 Burnside引理决定在棋盘旋转和翻转等价意义下的放置方法个数．比
如，图 14.3中示出的放置方式虽然对应于不同的 𝑆4 中的置换，但它们都是等价的：用

∘
∘

∘

∘

∘

∘
∘

∘
∘

∘

∘

∘

图 14.3: 可通过旋转或翻转等价的摆放方案

坐标表示 𝑛 × 𝑛 (𝑛 ≥ 2)棋盘上的位置，原点 (1, 1)在棋盘左下角，𝑥方向水平向右．在上
面放置 𝑛个互不攻击的车的方案即 {(𝑖, 𝜋(𝑖)) ∶ 𝜋 ∈ 𝑆𝑛}，考虑 𝐷4 在方案上的作用．设

𝐷4 = ⟨𝑟, 𝑠⟩，𝑟表示顺时针旋转 𝜋
2，𝑠表示沿着棋盘上下底边的中点的连线反映．

首先计算点 (𝑖, 𝑗)在 𝐷4 作用下的结果：

(14.2.1)

(𝑖, 𝑗) 𝑟0
−→ (𝑖, 𝑗) (𝑖, 𝑗) 𝑠𝑟0

−−→ (𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗)
𝑟−→ (𝑗, 𝑛 + 1 − 𝑖) 𝑠𝑟−→ (𝑗, 𝑖)
𝑟2
−→ (𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗) 𝑠𝑟2

−−→ (𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑗)
𝑟3
−→ (𝑛 + 1 − 𝑗, 𝑖) 𝑠𝑟3

−−→ (𝑛 + 1 − 𝑗, 𝑛 + 1 − 𝑖)

因此 𝐷4 确实作用在方案的集合上（把置换映到置换），只需再算出不动点的个数．

先处理 𝜓(𝑟)．设 𝜋 ∈ 𝜓(𝑟)，根据式 (14.2.1)，若 𝜋(𝑖) = 𝑗，则

(𝑖, 𝑗) 𝑟−→ (𝑗, 𝑛 + 1 − 𝑖) 𝑟−→ (𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗) 𝑟−→ (𝑛 + 1 − 𝑗, 𝑖) 𝑟−→ (𝑖, 𝑗).

因此如要不动，𝜋 必分解为形如 (𝑖 𝑗 𝑛 + 1 − 𝑖 𝑛 + 1 − 𝑗)的轮换的乘积（即只有这样才能
让棋盘在 𝑟的作用下保持上式四个位置都有棋子），当然对某些 𝑖, 𝑗，这轮换长度可能更
小，下面决定是否可能有更小的轮换：

⊳ 1-轮换 于是 𝑖 = 𝑗, 𝑗 = 𝑛 + 1 − 𝑖，则 𝑖 = 𝑗 = 𝑛+1
2 ．𝑛为奇数时，𝜋 分解中有 1-轮换．

⊳ 2-轮换 于是 𝑖 = 𝑗 = 𝑛+1
2 ，但这就导出 1-轮换，矛盾，所以不存在 2-轮换．

⊳ 3-轮换 同理可算出 𝑖 = 𝑗 = 𝑛+1
2 ，矛盾，所以也不存在 3-轮换．

综上所述，对于 𝜋 ∈ 𝜓(𝑟)，若 𝑛为奇数，则它分解为 1个不动点和 𝑛−1
4 个 4-轮换的乘

积；否则它分解为 𝑛
4 个 4-轮换的乘积．由此可见，𝜓(𝑟) ≠ ∅当且仅当 𝑛 = 4𝑡, 4𝑡 + 1．进一

步只要决定了把 [𝑛]划分为形如 {𝑖, 𝑗, 𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗}的 4元集合的方法的种数，就算
出了 |𝜓(𝑟)|．

按顺序做这件事，不妨设 𝑖, 𝑗 < 𝑛+1
2 ，逐一确定 [𝑛]中元素所在的 4元集合．
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⊳ 若 𝑛 = 4𝑡 + 1 设 𝑖 = 1，则 𝑗 有 𝑛−1
2 − 1 = 𝑛−3

2 种选法，这时 𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗 皆已经
确定；再从 ≤ 𝑛−1

2 的数中选取最小的作为 𝑖并选出 𝑗，由于 𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑗 > 𝑛−1
2 ，

所以 𝑗 有 𝑛−1
2 − 2 − 1 = 𝑛−7

2 种选法．以此类推，方法总数为

𝑛 − 3
2 ⋅ 𝑛 − 7

2 ⋅ 𝑛 − 11
2 ⋯ 3 ⋅ 1 (𝑛 = 4𝑡 + 1).

⊳ 若 𝑛 = 4𝑡 同理可算出划分方法种数为

𝑛 − 2
2 ⋅ 𝑛 − 6

2 ⋅ 𝑛 − 10
2 ⋯ 3 ⋅ 1 (𝑛 = 4𝑡).

注意到每个选出的 4元集合对应两个 4-轮换（“不妨设”句），我们得到了

|𝜓(𝑟)| =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑛 − 3)(𝑛 − 7)(𝑛 − 11) ⋯ 6 ⋅ 2, (𝑛 = 4𝑡 + 1),
(𝑛 − 2)(𝑛 − 6)(𝑛 − 10) ⋯ 6 ⋅ 2, (𝑛 = 4𝑡).

由对称性 𝜓(𝑟3) = 𝜓(𝑟)．用类似的过程可以算出

|𝜓(𝑟2)| =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑛 − 1)(𝑛 − 3)(𝑛 − 5) ⋯ 4 ⋅ 2 (2 ∤ 𝑛),
𝑛(𝑛 − 2)(𝑛 − 4) ⋯ 4 ⋅ 2 (2 ∣ 𝑛).

另外，显然 𝜓(𝑟0) = 𝑛!．
其次处理反映，这算起来稍比旋转简单些．由对称性 𝜓(𝑠𝑟0) = 𝜓(𝑠𝑟2), 𝜓(𝑠𝑟) =

𝜓(𝑠𝑟3)．设 𝜋 ∈ 𝜓(𝑠𝑟0)，𝜋(𝑖) = 𝑗，则按式 (14.2.1)，它被 𝑠 作用后 𝑖 ↦ 𝑛 + 1 − 𝑗，故只
有 𝑗 = 𝑛+1

2 才不动，不能保证 𝜋 的每个轮换都不动，因此 𝑠𝑟0, 𝑠𝑟2 都没有不动点．再

设 𝜋 ∈ 𝜓(𝑠𝑟)，𝜋(𝑖) = 𝑗，则它被 𝑠𝑟 作用后成为 𝑗 ↦ 𝑖，再作用一次回到 𝑖 ↦ 𝑗，所以
𝜓(𝑠𝑟), 𝜓(𝑠𝑟3)恰包含全部分解为不动点和对换乘积的置换，设这个数目为 𝑖𝑛．

恰分解为不动点和对换乘积的置换称为对合置换3，最后来计算 𝑖𝑛．令 𝑎𝑘 表示恰为

𝑘个对换乘积的置换的个数：挑选 2𝑘个数字，将它们排成一列，然后使 𝑘组对换和对换
内部皆不可区分，则

𝑎𝑘 = (
𝑛

2𝑘)
(2𝑘)!
𝑘!2𝑘 ⟹ 𝑖𝑛 =

⌊
𝑛
2 ⌋∑

𝑘=0
(

𝑛
2𝑘)

(2𝑘)!
𝑘!2𝑘 .

亦可用递推式的方法处理 𝑖𝑛．考虑 𝑛这个数码，若它是不动点，对应的对合置换有
𝑖𝑛−1 个；否则，选择一个与其形成对换的元素，有 𝑛 − 1种选法，剩余元素构成对合置换有

3对合置换数目的指数生成函数求解参看习题 13.3.8的 (3)．另外，对合置换英文为 involution，和社会学名
词“内卷”是同一个词．
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𝑖𝑛−2 种，从而

𝑖𝑛 = 𝑖𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝑖𝑛−2, 𝑖0 = 𝑖1 = 1.

总结上面的结论，我们算出方案的个数 H(𝑛)为

H(𝑛) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

1
8 (𝑛! + 2(𝑛 − 2)(𝑛 − 6) ⋯ 2 + 𝑛(𝑛 − 2) ⋯ 2 + 2𝑖𝑛) (𝑛 = 4𝑡),
1
8 (𝑛! + 2(𝑛 − 3)(𝑛 − 7) ⋯ 2 + (𝑛 − 1)(𝑛 − 3) ⋯ 2 + 2𝑖𝑛) (𝑛 = 4𝑡 + 1),
1
8 (𝑛! + 𝑛(𝑛 − 2) ⋯ 2 + 2𝑖𝑛) (𝑛 = 4𝑡 + 2),
1
8 (𝑛! + (𝑛 − 1)(𝑛 − 3) ⋯ 2 + 2𝑖𝑛) (𝑚 = 4𝑡 + 3).

不难计算几个较小 𝑛的结果验证答案，例如 H(3) = 2, H(4) = 7，和枚举得到的结果
一致． ♢

习题 14.2
1. 求所有互不同构的有 4个顶点的简单图的个数．
2. 用红、黄、蓝三种颜色给一个立方体染色，求在旋转等价的意义下的染色方案数目．
3. 用四种卤素对甲烷（正四面体结构）进行取代，求这样的卤代甲烷的种数（不考虑立体异构）．
4. (1) 决定五种正凸多面体（正四面体、立方体、正八面体、正十二面体和正二十面体，参看表

20.1）的对称群（由全体旋转变换组成）．
(2) 用三种颜色分别给这些正凸多面体染色，求在旋转等价的意义下的染色方案数目．

5. 考虑 𝔽2 = {0, 1}上二元运算的数目，显然这样二元运算构成的运算表有 24 = 16个．但有一些
是等价的，即对运算 ⋆, ∗，存在双射 𝜑∶ 𝔽2 ⟶ 𝔽2 满足 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ⋆ 𝜑(𝑦)．求在这样等价的意
义下二元运算的个数．

6. 我们知道 (0, 0) ⟶ (𝑛, 𝑛)的非降路径的数目．设想这些非降路径可以通过旋转和翻转划分为等
价类，求在这样的等价意义下的非降路径数目．

7. 某旅馆的锁是特制的，打开门的钥匙是一个 3 × 3的网格（如图 14.4），其中有两个格子上打孔，
涂为黑色的额外边表示在插入锁中时，这一边必须对准锁的特定位置，除此之外钥匙可以随意翻

转和旋转．求不同钥匙的个数．

•
•

图 14.4: 旅馆的钥匙

8. 假设上题的旅馆取消了额外的边，而且钥匙的大小增大到 𝑛 × 𝑛，每个格子上都可以打孔，除此
之外钥匙仍然可以随意翻转和旋转．求不同钥匙的个数．
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9. (音乐与数学, [reiner1985enumeration]) 十二平均律，亦称“十二等程律”，是世界上通用的把一
组音（八度）分成十二个半音音程的律制，各相邻两律之间的振动数之比完全相等，如图 14.5．

0 = 𝐶

1 = 𝐷Z
2 = 𝐷

3 = 𝐸Z

4 = 𝐸

5 = 𝐹

6 = 𝐺Z

7 = 𝐺
8 = 𝐴Z

9 = 𝐴

10 = 𝐵Z

11 = 𝐵

图 14.5: 十二平均律

因此，一些和弦的旋律是相同的，例如 [𝐶, 𝐸, 𝐺]和 [𝐹 , 𝐴, 𝐶]，它们之间相差了 5个半音．两个
和弦两个三元组不同当且仅当 (1)组成它们的元素不同，而且 (2)其中一个无法通过增加或降低
音高得到另一个．求所有不同的和弦三元组的个数．

14.3 Pólya定理
Burnside引理使用起来比较简明，但是当方案数非常多时，计算每个置换的不动点

就可能比较繁琐：甚至还不如列出所有方案后直接分类（比如例 14.2.4）．Pólya在此基
础上扩展和封装了 Burnside引理，他的理论将为我们提供另外一个视角．

设 𝐴, 𝐵是有限集，其中 |𝐴| = 𝑛．我们把 𝐴称为元素，把 𝐵称为色盘，以下考虑用 𝐵
中的颜色给 𝐴中元素染色方案的等价类个数．映射 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵就是染色方案．再设置
换群 𝐺作用在 𝐴上，对每一个染色方案 𝑓 ∈ 𝐵𝐴，令

(14.3.1) 𝜎(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜎−1(𝑥))4,

则不难看出，只要算出 𝐺在 𝐵𝐴中如上定义的群作用的轨道个数就能找到对称等价意义

下的染色方案个数，请看下面定理．

14.3.1定理 (Pólya) 设 𝐴, 𝐵, 𝐺如上文所述，𝑐(𝜎)表示 𝜎 ∈ 𝐺（作用于 𝐴上）的轮换分解
4从含义上看, 定义为 𝑓(𝜎(𝑥)) 也是可以的, 但请注意群作用的定义, 因此 𝜎𝜏(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜏−1𝜎−1(𝑥)) =

𝜎(𝜏(𝑓))(𝑥)才合法. 可回顾习题 14.1.1.

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



226 十四 Pólya方法

中轮换的个数，则 𝐺按式 (14.3.1)作用在 𝐵𝐴 上的轨道个数为

1
|𝐺|

∑
𝜎∈𝐺

|𝐵|𝑐(𝜎).

证明 根据 Burnside 引理只需求不动点，即 𝑓(𝜎−1(𝑥)) ≡ 𝑓(𝑥)．设 𝜎 分解为轮换
𝐶1 ⋯ 𝐶𝑐(𝜎) 的乘积．断言 𝑓 若是 𝜎 的不动点，则 𝑓 必将每个轮换中的元素涂上相同
的颜色．事实上，如果 𝑓 满足该条件，则 𝑓 是不动点；而若 𝑓 是不动点但某轮换 𝐶𝑖 中的

元素有不同颜色，则 𝐶𝑖 中存在相邻元素涂上不同颜色，那么作用一次 𝜎 后 𝑓 并非不动．
所以这样的 𝑓 恰有 |𝐵|𝑐(𝜎) 个．代入 Burnside引理即得． ◻

设 𝜎 的型为 (𝑏1(𝜎), … , 𝑏𝑛(𝜎))，则 𝑐(𝜎) = 𝑏1(𝜎) + ⋯ + 𝑏𝑛(𝜎)．令 𝜎 的轮换指数为文字
𝑥1, … , 𝑥𝑛 的多项式

(14.3.2) 𝑍𝐺(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 1
|𝐺|

∑
𝜎∈𝐺

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝑏𝑖(𝜎)
𝑖 ,

轮换指数就是用单项式来表达每个置换的型，然后对每个置换求和．根据 Pólya定理，在
相应对称群 𝐺的作用下，轨道个数为 𝑍𝐺(|𝐵|, … , |𝐵|)．
轮换指数的计算是应用的和核心之一，现在先来计算几个典型对称群的轮换指数．

14.3.2例 (𝑪𝒏) 在例 14.2.2中，我们实际上已经隐形地使用了 Pólya方法，轨长都相等，
所谓珠子轨道的个数就是轮换的个数，由此旋转群 𝐶𝑛 的轮换指数为

𝑍𝐶𝑛 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 1
𝑛
∑
𝑑∣𝑛

𝜙(𝑑)𝑥
𝑛
𝑑
𝑑 .

当然也可以进行直接的论证．利用代数部分的理论我们注意到循环群中阶 𝑑 的元
素恰有 𝜙(𝑑)个，而这些阶 𝑑 的元素分解为 𝑛

𝑑 个长度为 𝑑 的轮换，它们对应的单项式的
和是 𝜙(𝑑)𝑥

𝑛
𝑑，求和即可．

在 Pólya定理中取 𝑍𝐶𝑛 (𝑐, … , 𝑐)即得和例 14.0.1中的答案相同的结果． ♢

14.3.3例 (𝑫𝒏) 首先 𝐶𝑛 ≤ 𝐷𝑛，故只需考虑额外的反映元素那部分的贡献，这时需要对 𝑛
的奇偶性分情况讨论．

对 1, 2, … , 𝑛顶点的多边形，若 𝑛为奇数，则反映一次将保持一个顶点不动，剩余
𝑛−1

2 对顶点各自对换，因此这 𝑛个反映对轮换指数的贡献为 𝑛𝑥1𝑥
𝑛−1

2
2 ；若 𝑛为偶数，则有

两种反映：一种是穿过对边中点的镜面，所有点都参与一对对换，对轮换指数的贡献为
𝑛
2 𝑥

𝑛
2
2；一种是主对角线镜面，一对点不动，另外

𝑛−2
2 对顶点参与对换，对轮换指数的贡献

为 𝑛
2 𝑥2

1𝑥
𝑛−2

2
2 ．
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所以，𝐷𝑛 的轮换指数为

𝑍𝐷𝑛 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1
2𝑛 (

∑
𝑑∣𝑛 𝜙(𝑑)𝑥

𝑛
𝑑
𝑑 + 𝑛𝑥1𝑥

𝑛−1
2

2 ) (𝑛为奇数),

1
2𝑛 (

∑
𝑑∣𝑛 𝜙(𝑑)𝑥

𝑛
𝑑
𝑑 + 𝑛

2 𝑥2
1𝑥

𝑛
2 −1
2 + 𝑛

2 𝑥
𝑛
2
2 ) (𝑛为偶数).

在 Pólya定理中取 𝑍𝐷𝑛 (𝑐, … , 𝑐)即得在例 14.0.1的基础上允许翻转（更加符合实
际）时的项链款式数目． ♢

14.3.4例 (立方体的旋转) 决定立方体 (顶点)旋转群的轮换指数. 恒等置换贡献 𝑥8
1；以

过一对面中心的直线旋转 𝜋
2 , 3𝜋

2 皆分解为 2个 4-轮换，贡献 6𝑥2
4；以过一对面中心的直线

旋转 𝜋 分解为 4个对换，贡献 3𝑥4
2；以过每一对棱的中点的直线旋转 𝜋 也分解为 4个对

换，贡献为 6𝑥4
2；以过体对角线的直线旋转

2𝜋
3 , 4𝜋

3 皆分解为 2个 3-轮换和 2个不动点，贡
献为 8𝑥2

1𝑥2
3．所以其轮换指数为

𝑍cube(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 1
24(𝑥8

1 + 8𝑥2
1𝑥2

3 + 9𝑥4
2 + 6𝑥2

4).

在 Pólya定理中取 𝑍cube(𝑛, … , 𝑛)即得给立方体的顶点染 𝑛种颜色的方案数（旋转
等价意义下）． ♢

计算上例时我们不难发现，解决例题 14.2.3使用 Burnside引理更方便．

14.3.5例 (𝑺𝒏) 用置换的型的计数公式 (9.2.1)可写出 𝑆𝑛 的轮换指数表达式

𝑍𝑆𝑛 =
∑

𝑏1+2𝑏2+⋯+𝑛𝑏𝑛=𝑛

1
1𝑏12𝑏2 ⋯ 𝑛𝑏𝑛𝑏1!𝑏2! ⋯ 𝑏𝑛!

𝑥𝑏1
1 𝑥𝑏2

2 ⋯ 𝑥𝑏𝑛
𝑛 .

一些小阶置换群的轮换指数如下：

𝑍𝑆2 = 1
2! (𝑥2

1 + 𝑥2),

𝑍𝑆3 = 1
3! (𝑥3

1 + 3𝑥1𝑥2 + 2𝑥3),(14.3.3)

𝑍𝑆4 = 1
4! (𝑥4

1 + 6𝑥2
1𝑥2 + 3𝑥2

2 + 8𝑥1𝑥3 + 6𝑥4),

𝑍𝑆5 = 1
5! (𝑥5

1 + 10𝑥3
1𝑥2 + 15𝑥1𝑥2

2 + 20𝑥2
1𝑥3 + 20𝑥2𝑥3,

+ 30𝑥1𝑥4 + 24𝑥5),

𝑍𝑆6 = 1
6! (𝑥6

1 + 15𝑥4
1𝑥2 + 45𝑥2

1𝑥2
2 + 40𝑥2

3 + 40𝑥3
1𝑥3 + 15𝑥3

2

+ 120𝑥1𝑥2𝑥3 + 90𝑥2
1𝑥4 + 90𝑥2𝑥4 + 144𝑥1𝑥5 + 120𝑥6). ♢
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228 十四 Pólya方法

现在再次回到例 14.0.1中的问题，假如要求项链中恰有 𝑘个蓝色珠子，那么这样的
款式又有多少种？解决这问题需要将前述 Pólya定理扩展到带权的情形，这里会用到生
成函数的思想．

设 𝐴, 𝐵, 𝐺的意义同定理 14.3.1条件的叙述．令权函数 𝑤∶ 𝐵 ⟶ 𝑅，𝑅为一交换环
且有 𝑟个元素．对每个方案 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵，记权值

𝑊 (𝑓) ≝
∏
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑓(𝑎)),

可以看出，在 𝜎作用下相同轨道上的染色方案 𝑓 有相同的权．现在希望求出每个等价类
代表元 𝑓0 的权值和（每个等价类只算一次，称作 pattern inventory），我们有以下定理：

14.3.6定理 (带权 Pólya定理) 各符号如前文，则所有等价类代表元 𝑓0 的权值和可写作

PI =
∑

𝒪

∑
𝑓0 是轨道

𝒪 的代表元

𝑊 (𝑓0) = 𝑍𝐺 (
∑
𝑏∈𝐵

𝑤(𝑏),
∑
𝑏∈𝐵

[𝑤(𝑏)]2, … ,
∑
𝑏∈𝐵

[𝑤(𝑏)]𝑛
)

.

注意当 𝑤(𝑏) ≡ 1时，定理退化为前面无权的 Pólya定理．

证明 类似于 Burnside引理的证明，对满足 𝜎(𝑓) = 𝑓 的有序对 (𝜎, 𝑓 ) ∈ 𝐺 × 𝐵𝐴 算两次

𝑁 =
∑

𝜎∈𝐺
∑

𝑓,𝜎(𝑓)=𝑓 𝑊 (𝑓)，则二者必然相等．
注意到对每个 𝑓，这样的 𝜎 有 |Stab𝑓 |个，再按轨道求和得

𝑁 =
∑

𝑓∈𝐵𝐴
𝑊 (𝑓)|Stab𝑓 | =

∑
𝒪

∑
𝑓∈𝒪

𝑊 (𝑓)|Stab𝑓 |

轨道–稳定子===========
∑

𝒪

∑
𝑓0 是轨道

𝒪 的代表元

𝑊 (𝑓0) |𝐺|
|𝒪| = |𝐺|

∑
𝒪

1
|𝒪|

∑
𝑓0 是轨道

𝒪 的代表元

𝑊 (𝑓0)

= |𝐺| × PI.

所以

PI = 1
|𝐺|

∑
𝜎∈𝐺

∑
𝜎(𝑓)=𝑓

𝑊 (𝑓),

断言 ∑
𝜎(𝑓)=𝑓

𝑊 (𝑓) =
(
∑
𝑏∈𝐵

𝑤(𝑏)
)

𝑏1

(
∑
𝑏∈𝐵

[𝑤(𝑏)]2
)

𝑏2

⋯
(
∑
𝑏∈𝐵

[𝑤(𝑏)]𝑛
)

𝑏𝑛

,

其中 (𝑏1, … , 𝑏𝑛)是 𝜎 的型，则依照 𝑍𝐺 的定义（式 (14.3.2)）即知定理成立．
实际上，从之前 Pólya 定理的证明中我们知道，𝜎 使 𝑓 不动当且仅当 𝑓 把 𝜎 的
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§14.3 Pólya定理 229

每个轮换因子都染成相同的颜色，所以对给定的 𝜎，若其分解为 𝐶1, … , 𝐶𝑘，型为

(𝑏1, … , 𝑏𝑛) (𝑘 = 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑛)，则可行的 𝑓 要在 𝐵中选取 𝑐1, … , 𝑐𝑘 𝑘种颜色，此时

𝑊 (𝑓) =
𝑘∏

𝑖=1
𝑤(𝑐𝑖)|𝐶𝑖|,

进一步 ∑
𝜎(𝑓)=𝑓

𝑊 (𝑓) =
∑

𝑐1,…,𝑐𝑘

[𝑤(𝑐1)]|𝐶1|[𝑤(𝑐2)]|𝐶2| ⋯ [𝑤(𝑐𝑘)]|𝐶𝑘|

=
𝑘∏

𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑐𝑖∈𝐵

[𝑤(𝑐𝑖)]|𝐶𝑖|
⎞
⎟
⎟
⎠

按型求和========
𝑛∏

𝑖=1 (
∑
𝑏∈𝐵

[𝑤(𝑏)]𝑖
)

𝑏𝑖

,

就证明了想要的断言． ◻

14.3.7注 需要指出，定理中的 PI实际上可视为生成函数，式右侧称为格局计数级数，它
可以是关于 𝑅中文字的多项式，因此称为级数．参看下面的各种使用例子． ♤

一个奇怪的地方是我们设权函数是到一个交换环的映射，而不是数域．这是因为求

出权值和本身意义不大，我们要找出的是符合条件的方案的权值被算了几次，因此将权

值设为一些无关未定元才是有用的．

14.3.8例 考虑要求项链中恰有 𝑘个蓝色珠子后款式的种数，取 𝑤(蓝色) = 𝑥，其他颜色
的权皆为 1，则 PI为 𝑥的多项式，欲求的方法种数是 𝑥𝑘 的系数．由带权 Pólya定理得

PI = 𝑍𝐶𝑛 (1 + 𝑥, 1 + 𝑥2, … , 1 + 𝑥𝑛) = 1
𝑛
∑
𝑑∣𝑛

𝜙(𝑑)(1 + 𝑥𝑑)
𝑛
𝑑 = 1

𝑛
∑
𝑑∣𝑛

𝜙(𝑑)

𝑛
𝑑∑

𝑟=0
(

𝑛
𝑑
𝑟 )𝑥𝑟𝑑 ,

于是 𝑥𝑘 的系数为

[𝑥𝑘]PI = 1
𝑛
∑
𝑑∣𝑛

𝜙(𝑑)(

𝑛
𝑑
𝑘
𝑑

) = 1
𝑛

∑
𝑑∣gcd(𝑘,𝑛)

𝜙(𝑑)(

𝑛
𝑑
𝑘
𝑑

).
♢

14.3.9例题 用四个珠子串项链，要求恰有 1个红色，1个黄色和 2个蓝色珠子，求（在旋
转和翻转等价的意义下）方法的种数．

解 令权函数为 𝑤(蓝色) = 𝑏, 𝑤(红色) = 𝑟, 𝑤(黄色) = 𝑦，只要找出 [𝑏2𝑟𝑦]PI．计算得到

PI = 𝑍𝐷4 (𝑏 + 𝑟 + 𝑦, 𝑏2 + 𝑟2 + 𝑦2, 𝑏3 + 𝑟3 + 𝑦3, 𝑏4 + 𝑟4 + 𝑦4)
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= 𝑏4 + 𝑟4 + 𝑦4 + 𝑏3𝑟 + 𝑏3𝑦 + 𝑏𝑟3 + 𝑟3𝑦 + 𝑏𝑦3 + 𝑟𝑦3

+ 2𝑏2𝑟2 + 2𝑏2𝑦2 + 2𝑟2𝑦2 + 2𝒃2𝒓𝒚 + 2𝑏𝑟2𝑦 + 2𝑏𝑟𝑦2.

故答案为 2 种．实际上一眼即可看出，2 个蓝色珠子的相对位置唯一决定了项链的
款式． ◻

以上用例中，我们通过考虑一些文字的单项式辨识想要的方案，并读出其前面的系

数来确定方案的数目，这当然是生成函数的思想．所以定理带权 Pólya定理有时也称为
生成函数形式的 Pólya定理．下例更充分地结合了 Pólya方法和生成函数．

14.3.10例 (饱和醇同分异构体计数, [polya1936algebraische]) 一元饱和醇是用一个羟
基取代烷烃得到的醇，考虑含有 𝑛个碳的一元饱和醇的同分异构体（不考虑立体异构）
的数目．（如果你不熟悉这种说法，则可以将一元饱和醇理解为有根三叉树的同构等价

类．）

C OH

1

2

3
图 14.6: 一元饱和醇就是有根三叉树的同构等价类

如上图所示，所说的醇可视 –OH为根，1、2、3三个位置各挂有一个“子醇”（这些子
醇可视为以图中的 C为根）．于是，递归地看，对于 1、2、3中挂上更少碳数的醇的所有
方案，只需要定出它们在 𝑆3 作用下的等价类个数，就能完成任务了．

设 𝐴表示所有（不同的）一元饱和醇的集合，𝑡𝑛 表示 𝑛元醇同分异构体的数目，并
令 𝑇 (𝑥)为其一般生成函数．对含有 𝑛个碳的醇 𝑎，设置其权函数为 𝑤(𝑎) = 𝑥𝑛，其中 𝑥是
一个无关未定元．我们有极重要的观察

(14.3.4) 𝑇 (𝑥) =
∑
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑎), 𝑇 (𝑥𝑘) =
∑
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑎)𝑘.

另一方面，在 𝑁 = {1, 2, 3}三个位置中选择挂上的醇，就是决定了 𝑁 ⟶ 𝐴的一个
映射，同时也决定了一个新醇．由带权 Pólya定理，等式

𝑍𝑆3 (
∑
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑎),
∑
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑎)2,
∑
𝑎∈𝐴

𝑤(𝑎)3
)
式 (14.3.4)========= 𝑍𝑆3 (𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑥2), 𝑇 (𝑥3))

计算了新醇在 𝑆3 作用下的等价类的权值和，同时也是生成函数．回忆每个新醇的权是

1、2、3三个位置的子醇的权重之积，因此上式 𝑥𝑛项的系数就是 1、2、3处共有 𝑛个碳的等
价类的个数，故上式确实是生成函数．注意不要忘记补上连接根节点的碳，需要对所得

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



§14.3 Pólya定理 231

的生成函数作一次平移．不妨令 𝑡0 = 1，再代入轮换指数公式 𝑍𝑆3（式 (14.3.3)）得方程

(14.3.5) 𝑇 (𝑥) = 1 + 𝑥
6 (𝑇 (𝑥)3 + 3𝑇 (𝑥)𝑇 (𝑥2) + 2𝑇 (𝑥3)).

现在比较方程两边 𝑥𝑛 (𝑛 ≥ 1)项的系数，立刻看出

𝑡𝑛 = 1
6

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑖+𝑗+𝑘=𝑛−1

𝑡𝑖𝑡𝑗 𝑡𝑘 + 3
∑

𝑖+2𝑗=𝑛−1
𝑡𝑖𝑡𝑗 + 𝑡 𝑛−1

3
[3 ∣ 𝑛 − 1]

⎞
⎟
⎟
⎠

,

运用该递归式可在 𝑂(𝑛3)时间内算出 𝑡𝑛，譬如一元辛、壬、癸醇分别有 89、211、507种，
等等． ♢

习题 14.3
1. 用 Pólya定理重做习题 14.2.2～14.2.4，但把所有的颜色都改成 𝑛种．
2. 用 𝑛种颜色给立方体的边上色，试求在旋转等价意义下的涂法种数．并求所有满足下面条件的
正整数 𝑛：120 ∣ 𝑛8 + 41𝑛4 + 6𝑛2．

3. 萘环可以视为两个平面正六边形共用一条边，共用边上的顶点不能放置取代基，其他 8个位置
可连接取代基．求四甲基萘的同分异构体总数．

4. 苯环可以视为一个平面正六边形，每个顶点上恰好可以连接一个取代基．假设现在有 𝑛种取代
基，求在这些取代方法下所有的不同取代苯的数目．

5. 给立方体的面染色，要求恰有 1个面为红色，2个面为蓝色，剩下的面为绿色，求出旋转等价意
义下的染色方案数目，并比较你的答案：

(1) 不使用本节定理，直接计算；
(2) 使用 Pólya方法．

6. 给一个 5 × 5的棋盘的格子染色，要求恰有 11个格子为红色，11个格子为黄色，剩下为蓝色，求
在形状的旋转和反映等价意义下的染色方案数目．

7. 小明设计了一个由 12条等长线段组成的十字星标志．现在用红，黄，蓝对这些线段进行着色，
要求考虑在形状的旋转和反映等价意义下的染色方案．

图 14.7: 十字星标志的染色

(1) 决定该图形的对称群 𝐺．
(2) 写出 𝐺的轮换指数，决定有多少种染色方案．
(3) 若要求染为红、黄、蓝线段的个数皆为 4，求染色方案数．
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232 十四 Pólya方法

8. Möbius带是将一个纸带旋转半圈再把两端粘上之后得到的几何结构．如图 14.8，把Möbius带
沿着垂直边界（图中深灰色线）划成 𝑛个相等的方块．接着用 𝑘种颜色给这 𝑛个小方块染色，求

图 14.8: Möbius带的染色

在旋转等价意义下的染色方案种数．

9. 考虑对正八面体的八个面进行染色．如果两个染色方案在某个旋转变换后是一样的，那么我们
认为这两个染色方案是同一种．

(1) 请画出一个正八面体，对其八个面进行标号，并写出其所有旋转变换的不相交轮换表示．
(2) 假如一共有 𝑚种剩余量无限的染料，求不同的染色方案数．
(3) 现在我们假设有红，绿，蓝三种染料．

a) 若红色染料只够染三个面，其余两种颜料的剩余量无限，求不同的染色方案数．
b) 若红色和蓝色染料分别只够染三个面，绿色染料的剩余量无限，求不同的染色方案数．
c) 若三种染料分别都只够染三个面，求不同的染色方案数．
d) 若每种染料的剩余量都是无限的．助教们希望某种颜色的面的数量是另外一种颜色的
面的数量的两倍，求不同的染色方案数．

10. 设 𝑛, 𝑘为正整数且 𝑘 ∣ 𝑛，记 𝑎𝑛,𝑘 为 𝑆𝑛 中满足如下条件的置换的数目：其轮换分解中所有轮换

的长度都是 𝑘的倍数（注意不动点不出现在轮换分解中，或者说长度为 0）．利用 Pólya定理给出
𝑎𝑛,𝑘 的表达式．

11. 本题考虑带权 Pólya定理的一个修改版本．设 𝐴, 𝐵, 𝐺, 𝑅, 𝑓 , 𝑤的意义同带权 Pólya定理条件
的叙述．但现在只考虑 𝑓 为单射的情况，不难看出单射的等价类中均为单射．我们用 PI/INJ表示
单射的等价类的权值和．

(1) 设 𝑅 = {𝑥1, … , 𝑥𝑟}，证明：
PI/INJ = 𝑛!

|𝐺| 𝑒𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑟),

其中 𝑒𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑟)是第 𝑛个 𝑟元初等对称多项式∑
1≤𝑖1<⋯<𝑖𝑛≤𝑟

𝑥𝑖1 ⋯ 𝑥𝑖𝑛 .

(2) 用 Pólya定理证明：

𝑒𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑟) = 𝑍𝑆𝑛 (

𝑟∑
𝑖=1

𝑥𝑖, −
𝑟∑

𝑖=1
𝑥2

𝑖 , … , (−1)𝑛−1
𝑟∑

𝑖=1
𝑥𝑛

𝑖 )
.

12. (Pólya, [polya1936algebraische]) 式 (14.3.5)实际上给出了有 𝑛个碳的烷基的数目的生成函数．
基于此和 Pólya定理，考虑如下三种物质：饱和酮、饱和酯和烷基苯（如图 14.9）．图中带标号的位
置均可连接烷基．
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图 14.9: 饱和酮、饱和酯和烷基苯的骨架和同分异构体计数

设 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝐶(𝑥)分别为含有 𝑛个碳的该种物质的数目（不考虑立体异构）的一般生成函
数，证明：

𝐴(𝑥) = 𝑥
2 (𝑇 2(𝑥) + 𝑇 (𝑥2)),

𝐵(𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑥)(𝑇 (𝑥) − 1),

𝐶(𝑥) = 1
12 (𝑇 6(𝑥) + 4𝑇 3(𝑥2) + 2𝑇 2(𝑥3) + 3𝑇 2(𝑥)𝑇 2(𝑥2) + 2𝑇 (𝑥6)).
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15 | 概率方法
阅读提示

概率方法是十分重要的，本章中我们专门探讨这个证明组合存在性的方法．其内

容是概率方法最简单、最基础的一瞥（§15.1节是引例），包括基本的想法（§15.2
节）、期望的线性性（§15.3节）、删除法/改造法（§15.4节）以及局部引理（§15.5
节）；其学习是解题导向的，所以读者应当通过做课文中的例题和课后的习题来

熟悉这一方法．各习题和例题难度不一，可以根据自身情况挑选．在做习题的时

候，可能会有渐近估计和不等式放缩上的困难，读者可以参考附录 A（特别是命
题 A.1.7）来解决．最后，读者需要特别留意的是这方法的应用不限于单纯的组
合数学，它在理论计算机科学中有着重大的地位，因为它和复杂性理论、计算几

何、随机算法和统计物理都有着密切的联系．而且这个领域在今天仍然是日新月

异的，所以对概率方法感兴趣的读者在读完后可参考所引的论文和专著进一步

学习．

概率方法是一种强有力的非构造性的证明技巧，可以用来证明一些较难处理的组合

存在性问题．它和随机算法的设计和分析也有着极为紧密的联系．本章比较重视问题求

解，例子中会有一些涉及图论的内容，相关概念参看图论部分．

15.1 Ramsey数
任何一个充分大的结构中必定包含一个给定大小的规则子结构，“混乱普遍存在，而

绝对的混乱是不存在的”（Theodore Motzkin）．这富有哲理的格言是所谓 Ramsey理论
的主导精神．对 Ramsey数的估计，可以用概率方法改进．
为了引出概率方法的例子，我们先简单介绍抽屉原理的一个推广——Ramsey定理，

它的特例是一个极为著名的命题：地球上任意 6个人中，必有 3个人相互认识或相互不
认识．

15.1.1例 用红蓝两种颜色对完全图 𝐾6 的边进行着色，则图中要么存在红色三角形，要
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236 十五 概率方法

么存在蓝色三角形（参看图 15.1，粗实线表示红色，粗虚线表示蓝色）：事实上，任取一个

𝑣1 𝑣2

𝑣3

𝑣4𝑣5

𝑣6

𝑣1 𝑣2

𝑣3

𝑣4𝑣5

𝑣6

图 15.1: 地球上任意 6个人中，必有 3个人相互认识或相互不认识

顶点 𝑣1，则由抽屉原理知 𝑣1连出的边至少有 3条为同色，不妨设 (𝑣1, 𝑣𝑖) (𝑖 = 2, 3, 4)皆为
红色，现在考虑 △𝑣2𝑣3𝑣4．若该三角形有红色边，则该边和 𝑣1 出发的红色边构成红色三

角形；否则该三角形本身为蓝色三角形． ♢

上述例子是英国逻辑学家 Ramsey于 1930年在论文 On a Problem in Formal Logic
中证明的，他提出和部分解决的问题最终成为了组合数学中一个影响极为深远的分支：

Ramsey理论．下面的定理指出，对于充分大的 𝐾𝑛，其任意的红蓝边染色将包含大量的同

色子完全图．

15.1.2定理 (Ramsey) 设 𝑘, ℓ ≥ 2 是正整数，总是存在一个最小的整数 𝑅(𝑘, ℓ)（称为
Ramsey数），使得当 𝑛 ≥ 𝑅(𝑘, ℓ)时，完全图 𝐾𝑛 的任意红蓝边染色或者包含一个边全为

红色的 𝐾𝑘，或者包含一个边全为蓝色的 𝐾ℓ．

证明 照良序原理，只需要证明满足所说性质的数存在即可，然后将其中最小的记为

Ramsey数 𝑅(𝑘, ℓ)．对 (𝑘, ℓ)用二重归纳．
显然 𝐾𝑘 的红蓝染色或者将所有边都染成红色，或者存在一条蓝色边，且 𝐾𝑘−1 可以

全染为红色却无红色 𝐾𝑘 和蓝色边，所以 𝑅(𝑘, 2) = 𝑘, 𝑅(2, ℓ) = ℓ．
假设 𝑅(𝑘 − 1, ℓ), 𝑅(𝑘, ℓ − 1)都存在，来证明 𝑅(𝑘, ℓ)存在，为此只需证明

(15.1.1) 𝑅(𝑘, ℓ) ≤ 𝑅(𝑘 − 1, ℓ) + 𝑅(𝑘, ℓ − 1).

接下来的论证和例 15.1.1如出一辙．考虑有 𝑅(𝑘 − 1, ℓ) + 𝑅(𝑘, ℓ − 1)个顶点的完全图的
某个顶点 𝑣1，依据抽屉原理，不妨设它或者连出 𝑅(𝑘 − 1, ℓ)条红边，或者连出 𝑅(𝑘, ℓ − 1)
条蓝边．若它连出 𝑅(𝑘 − 1, ℓ)条红边，则照 Ramsey数的定义，这些边的末端顶点或者有
一个红色 𝐾𝑘−1，或者有一个蓝色 𝐾ℓ．如果后者成立则命题已经证完，如果前者成立，补

上 𝑣1 及相应红边，即为红色 𝐾𝑘．对连出 𝑅(𝑘, ℓ − 1)条蓝边的情形同理可证． ◻

虽然存在性的结果如此优美，具体决定 𝑅(𝑘, ℓ)（甚至其精细的上下界）却是极为困
难的事情，现今已知的 Ramsey数是极少的．Erdős曾经说：“想像有队外星人军队在地球
降落，要求取得 𝑅(5, 5)的值，否则便会毁灭地球．在这个情况，我们应该集中所有计算机
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§15.1 Ramsey数 237

和数学家尝试去找这个数值．若他们要求的是 𝑅(6, 6)的值，我们就要尝试毁灭这帮外星
人了．”

尽管如此，我们还是讨论一个数值比较小的 Ramsey数的确定．

15.1.3命题 𝑅(4, 3) = 𝑅(3, 4) = 9．

证明 对于 𝐾9的红蓝染色，必有一个顶点连出至少 6条红边或者至少 4条蓝边，否则每
个顶点连出的红边数一定是 5，于是所有红边导出的子图的度和是 9 × 5 = 45，为奇数，
矛盾．

若某个顶点 𝑣1 连出至少 6条红边，由 𝑅(3, 3) = 6得这些边的末端顶点中或者有一
个蓝 𝐾3，或者有一个红 𝐾3．若是前者，则已经找到了一个蓝 𝐾3，而后者和 𝑣1 连出的红

边组成红 𝐾4．若某个顶点 𝑣1 连出至少 4条蓝边，考虑这些边的末端顶点组成的 𝐾4．如

果它的边全红，则得到一个红色 𝐾4，否则一条蓝边和 𝑣1 连出的蓝边组成蓝 𝐾3．

综上所述，𝑅(4, 3) = 𝑅(3, 4) ≤ 9．
最后，考虑 𝐾8 的染色．将 8个顶点按逆时针方向标记为 1, … , 8，令边 (𝑖, 𝑗)为蓝色

当且仅当 |𝑖 − 𝑗| = 1, 4, 7（图 15.2）．假如图中有蓝 𝐾3，设其中编号最小的顶点为 𝑖，则剩
余两个顶点为 {𝑖 + 1, 𝑖 + 4, 𝑖 + 7}中的两个，而后者中任意两个顶点之间都有红边．同理
可证不存在红色 𝐾4．

8

7
6

5

4

3
2

1

图 15.2: 𝑅(4, 3) > 8的证明，粗实线表示红色，粗虚线表示蓝色

于是 𝑅(4, 3) > 8，从而 𝑅(4, 3) = 𝑅(3, 4) = 9． ◻

习题 15.1
1. 利用式 (15.1.1)验证上界

𝑅(𝑘, ℓ) ≤ (
𝑘 + ℓ − 2

𝑘 − 1 ).

2. 证明：对于任意的整数 𝑘, ℓ ≥ 2有 𝑅(𝑘, ℓ) = 𝑅(ℓ, 𝑘)．
3. 令

𝑛𝑘 = 𝑘! (1 + 1
1! + 1

2! + ⋯ + 1
𝑘! ) + 1,
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用 𝑘种颜色给 𝐾𝑛𝑘
的边染色，证明：必存在同色的 𝐾3．

4. 本题考虑 𝑅(4, 4)的值．
(1) 证明：𝑅(4, 4) ≤ 18．
(2) 对 𝐾17，将顶点按顺时针方向标记为 0, 1, … , 16，我们令 (𝑖, 𝑗) 为红色当且仅当存在

𝑥 ∈ {0, … , 16} 使得 𝑥2 ≡ |𝑖 − 𝑗| (mod 17)（|𝑖 − 𝑗| 为模 17 的二次剩余），即 |𝑖 − 𝑗| =
1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16．证明：此种构造下图中没有同色的 𝐾4，这样便说明 𝑅(4, 4) = 18．

5. 设正整数 𝑛 ≥ 2，证明：𝑅(𝑛 + 2, 3) > 3𝑛．
6. (Schur, [schur1917jahresbericht]) 给定正整数 𝑟 ≥ 2和 𝑛 ≥ ⌈e𝑟!⌉，把 [𝑛]中的元素任意染上 𝑟种
颜色．

(1) 证明：必存在同色的 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑛]使得 𝑥 + 𝑦 = 𝑧．
(2) 我们把最小的这样的 𝑛 = 𝑆(𝑟)称为 Schur数，证明：𝑆(3) > 13．（实际上 𝑆(3) = 14．）

7. (1) 用红色和蓝色给 𝐾9 的边染色，证明：图中至少有 12个同色的 𝐾3．

(2) 用红色和蓝色给 𝐾7 的边染色，证明：图中至少有 3个同色的 𝐾4．

15.2 基本方法
对 Ramsey数作出一般的估计的困难在概率方法发明之后便有了一些突破，我们现

在介绍这个方法的基本思想．

概率方法的思想如下：如果从一个黑箱中摸出一个蓝球的概率大于零，则黑箱中必

然存在蓝球．具体地说，如果想要验证某组合结构的存在性，可以通过构造一个合适的

概率空间，证明在这空间中随机选择得到相应组合结构的概率为正．此时，概率论中的

各种武器均可派上用场．

通常来说，处理组合问题时所遇到的概率空间都是有限的，因而原则上计数方法也

可完成目标．不过使用概率空间的某些性质可以避开复杂的计数，这是概率方法的精彩

之处；而包括 Lovász局部引理在内的一部分办法也是直接计数较难取代的．
为了理解概率方法，我们来展示一个基本的例子．先回忆一下，Ramsey数 𝑅(𝑘, 𝑘)是

指最小的满足如下条件的数：只要 𝑛 ≥ 𝑅(𝑘, 𝑘)，完全图 𝐾𝑛的任意红蓝边染色或者包含一

个边全为红色的 𝐾𝑘，或者包含一个边全为蓝色的 𝐾𝑘．

15.2.1命题 对 𝑘 ≥ 3，Ramsey数 𝑅(𝑘, 𝑘) > ⌊2𝑘/3⌋．

证明 对 𝐾𝑛，我们均匀、独立、随机地给每条边染上红色或者蓝色（概率空间中

Ω = ℱ = {所有的染色方案}，恰好染成某个方案的概率是 1/|Ω|）．对于选定的的 𝐾𝑛 的

子图 𝐾𝑘，它碰巧是一个同色完全图的概率是 21−(𝑘
2)．图中有 (𝑛

𝑘)个这样的子图，由并集
上界，我们知道

(15.2.1) Pr[存在一个同色 𝐾𝑘] ≤ (
𝑛
𝑘)21−(𝑘

2).
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如果 𝑛, 𝑘的选择满足 (𝑛
𝑘)21−(𝑘

2) < 1，那么我们断定，一定存在一个染色方案，使得图
中既没有红色 𝐾𝑘，也没有蓝色 𝐾𝑘（因为 Pr[没有同色 𝐾𝑘] = 所说的方案数

|Ω| > 0）．因此，如
果 𝑛, 𝑘满足这样的条件，则 𝑛一定小于 𝑅(𝑘, 𝑘)．
最后基于这个不等式粗略估计一下此时的 𝑛．我们加强要求 (𝑛

𝑘)21−(𝑘
2) ≤ 𝑛𝑘21−(𝑘

2) <

1．当 𝑘 ≥ 3时这只要 𝑛𝑘 ≤ 2
𝑘2
3 就可以了，比如取 𝑛 = 2𝑘/3，所以 𝑅(𝑘, 𝑘) > ⌊2𝑘/3⌋． ◻

请注意，我们是可以直接把上面的证明翻译成基于计数的论证的1：一方面，每一个 𝐾𝑘

子图都有 2(𝑘
2) 种着色方式；另一方面，对给定完全子图，其中出现同色 𝐾𝑘 的着色方式只

有两种，因此这样糟糕的方案不会超过 2(𝑛
𝑘)种．如果对每个 𝐾𝑘，都有 2(𝑘

2) > 2(𝑛
𝑘)，则 𝑛

一定小于 𝑅(𝑘, 𝑘)．
还有一个技术性问题．我们在估计 𝑅(𝑘, 𝑘)时使用的放缩非常粗略，导致给出的界

的很松．下面用更精细的分析来证明：

𝑅(𝑘, 𝑘) >
(

1
e√2

+ 𝑜(1)
)

𝑘 ⋅ 2
𝑘
2 .

我们经常用到下面几个不等式（其中有关二项式系数的不等式我们在引理 11.2.6中已
经分析过；其他均可用 Stirling公式证明，请读者回忆数学分析）．

(
𝑛
e)

𝑛
≤ 𝑛! ≤ 𝑛e(

𝑛
e)

𝑛
,(15.2.2a)

(
𝑛
𝑘)

𝑘
≤ (

𝑛
𝑘) ≤ (

e𝑛
𝑘 )

𝑘
(或者 𝑛𝑘),(15.2.2b)

22𝑛

2√𝑛
≤ (

2𝑛
𝑛 ) ≤ 22𝑛

√2𝑛
,(15.2.2c)

(1 − 𝑝)𝑛 ≤ e−𝑛𝑝 或者 log(1 − 𝑥) ≤ −𝑥.(15.2.2d)

利用式 (15.2.2b)可将 (15.2.1)比较仔细地加强到

(
e𝑛
𝑘 )

𝑘
< 2

(𝑘+1)(𝑘−2)
2 ,

即是只要

𝑛 < 𝑘
e 2

𝑘
2 − 1

2 − 1
𝑘 =

(
1

√2
+ 𝑜(1)

)
𝑘 ⋅ 2

𝑘
2

e (𝑘 → ∞).

总结起来，最基本的方法如下：适当地随机选择组合结构，证明想要的结构出现的概

率 > 0（或者出现不想要的情形的概率小于 1），则该结构确实存在．下面我们再看一个
1但是后续的一些例子翻译成计数是不太可能的，这里提出的用意是讲一下概率方法和计数方法之间的联

系．
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例题．

15.2.2例题 任取一个有 𝑛个顶点和 𝑚条边的图 𝐺，证明：𝐾𝑛 可被 𝑂(𝑛2 log 𝑛/𝑚)个 𝐺
的“副本”覆盖．这里用一个副本覆盖的含义是一个双射 𝑓 ∶ 𝑉 (𝐺) ⟶ 𝑉 (𝐾𝑛)，若
𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 (𝐺)有连边，则我们说 𝐾𝑛 中的边 𝑓(𝑣1)𝑓 (𝑣2)被覆盖．形象地说，就是把若干 𝐺
叠放在 𝐾𝑛 上，把边都挡住．

证明 首先，𝐺有 𝑛!个“副本”，我们从中均匀、随机地挑选 𝑘个．选定 𝐾𝑛 中一条边，计

算它没有被这个随机出来的方案覆盖的概率．正难则反，考虑一个副本覆盖这条边的事

件，其概率是

2 × 𝑚 × (𝑛 − 2)!
𝑛! ,

其中系数 2是因为这条边的两个顶点可以区分，𝑚来源于可以在副本中任挑一条边，剩
下顶点可随意排列得 (𝑛 − 2)!．所以，这条边没被覆盖的概率是

(1 − 2𝑚(𝑛 − 2)!
𝑛! )

𝑘
,

进一步由并集上界，存在一条边没有被覆盖的概率不高于下式：

(15.2.3) (1 − 2𝑚
𝑛(𝑛 − 1))

𝑘

(
𝑛
2).

如果我们能选合适的 𝑘，让式 (15.2.3) < 1，那肯定有一个选择副本的方案满足要求．
最后还是估计这样的 𝑘，取对数并利用 log(1 − 𝑥) ≤ −𝑥，只需要

−𝑘 2𝑚
𝑛(𝑛 − 1) + 2 log 𝑛 < 0 ⟹ 𝑘 ≥ 𝑂(𝑛2 log 𝑛/𝑚)

就可以了． ◻

习题 15.2
1. 证明不等式 (15.2.2a)～(15.2.2d)． 提示 可以用 Stirling公式（定理 A.1.5）：

𝑛! = √2𝜋𝑛 (
𝑛
e)

𝑛
e𝜆𝑛 , 1

12𝑛 + 1 < 𝜆𝑛 < 1
12𝑛 .

2. 证明：如果存在 𝑝 ∈ [0, 1]使得

(
𝑛
𝑘)𝑝(𝑘

2) + (
𝑛
𝑡)(1 − 𝑝)(

𝑡
2) < 1,
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则 𝑅(𝑘, 𝑡) > 𝑛．由此导出 𝑅(4, 𝑡) ≥ Ω
((

𝑡
log 𝑡 )

3
2

)
．这里 𝑅(𝑘, ℓ)仍表示 Ramsey数，下同．

3. 证明：存在一个 2023阶的竞赛图，满足对任何两个不同顶点 𝑢, 𝑣，均存在不同于这两点的第三
个点 𝑤，使得 𝑢 ⟶ 𝑤 ⟶ 𝑣（即是存在从 𝑢到 𝑣的长度为 2的有向路径）．

4. (Sauer–Spencer, [sauer1978edge]) 设图 𝐺, 𝐻 均包含 𝑛个顶点，满足 |𝐸(𝐺)||𝐸(𝐻)| < (𝑛
2)，证明：

𝐾𝑛 中存在 𝐺, 𝐻 各自的“副本”，而且边不相交．

5. (Winkler, [winkler2010puzzled; aloupis2012covering]) 任给平面上 𝑘个点．
(1) 证明：若 𝑘 = 10，那么总是可以用若干不相交的单位圆（相切算作不相交，下同）覆盖它们．
(2) 若 𝑘 = 12，能否保证用若干不相交的单位圆覆盖它们？给出证明．
(3) 尝试推广一下——对于三维的情况，能保证覆盖几个点？尽量给出非平凡的结论．

6. 设𝑀 是由互不相同的实数构成的 𝑛 × 𝑛矩阵，证明：存在一个常数 𝑐，使得总是有一种方法，将
𝑀 的行适当置换后，每列中最长上升子序列的长度都不超过 𝑐√𝑛．注意子序列不一定是连续的，
例如 1, 2, 3是 1, 5, 2, 4, 3的子序列．
7. 设集合系 ℱ ⊆ 2[𝑛]，它在 𝐴 ⊆ [𝑛]上的投影定义为 ℱ |𝐴 ≝ {𝑆 ∩ 𝐴 ∶ 𝑆 ∈ ℱ }．证明：存在一个大
小 𝑂(𝑘 ⋅ 2𝑘 log 𝑛)的集合系 ℱ，使得对每个 𝑘个元素的 [𝑛]的子集 𝐴都有 𝒫 (𝐴) ⊆ ℱ |𝐴．（这种情形

称为 ℱ 打散（shatter）了 𝐴．）
8. (Kleitman–Spencer, [kleitman1973families]) 称一个长度为 𝑛的 0, 1字符串的集合 Ω是 (𝒏, 𝒌)-万
有集，如果对每个指标集 𝐼 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘} ⊆ [𝑛]，都有集合

Ω|𝐼 = {𝑥𝑖1 ⋯ 𝑥𝑖𝑘 ∶ 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ Ω}

恰包含了全部 2𝑘 个长度为 𝑘的 0, 1字符串．证明：如果 (𝑛
𝑘)2𝑘(1 − 2−𝑘)𝑟 < 1，则存在一个大小为 𝑟

的 (𝑛, 𝑘)-万有集．据此给出 𝑟的一个渐近估计．

15.3 期望的线性性
在上一节中，我们关注的主要是形如“存在一个”的问题的证明．实际上，概率方法

也可以轻松应对“至少/至多有 𝑥个”的问题，其想法是利用数学期望，即是如下显见的事
实：设 𝑋 是随机变量，那么

Pr[𝑋 ≥ 𝔼[𝑋]] > 0, Pr[𝑋 ≤ 𝔼[𝑋]] > 0.

正如我们在概率章节所看到的，利用期望的线性性可以大大简化计算．前面引言中的结

果可能均可以翻译成计数的语言，但接下来这些使用概率技巧的证明就比较难改写了．

我们从最早应用概率方法证明的命题开始讲起．

15.3.1命题 (Szele) 存在一个有 𝑛 个顶点的竞赛图，其中至少有 𝑛!2−(𝑛−1) 条 Hamilton
路径．
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证明 给定一个置换 𝜎 ∈ 𝑆𝑛，我们均匀、随机地选择一个竞赛图，那么 𝜎(1) ⟶ 𝜎(2) ⟶
⋯ ⟶ 𝜎(𝑛)恰为 Hamilton路径的概率为 2−(𝑛−1)．取遍所有的置换，由期望的线性性，任

取一个竞赛图，其中回路数目的期望为 𝑛!2−(𝑛−1)．于是存在一个竞赛图，其中至少有这

么多 Hamilton路径． ◻

在极值图论中，概率方法很有用．我们来看一例关于独立集的不等式，它可以用来

导出稍弱的 Turán定理（参看习题 21.1.8）．

15.3.2定理 (Caro–Wei, [caro1979new; wei1981lower]) 对任意的图 𝐺(𝑉 , 𝐸)，其中一定
有一个大小不小于 ∑

𝑣∈𝑉

1
𝑑(𝑣) + 1

的独立集．

证明 我们均匀、随机地对顶点进行一次置换，得到一个顶点序列 𝑣𝜎(1), … , 𝑣𝜎(𝑛)．现考

虑集合 𝐼 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ {𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸 ⟹ 𝑣在序列中出现在 𝑤前面}．我们断言这一定是
一个独立集．如果 𝐼 是空集或者只有一个顶点，则自然如此．否则，假设 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐼 之间
有连边，那么根据 𝐼 的定义，𝑣1 排在 𝑣2 前面，且 𝑣2 排在 𝑣1 前面，矛盾．

然后计算 𝐼 的期望大小．任取 𝑣 ∈ 𝑉，在 𝐼 中意思就是它排在所有邻居的前面，这
概率应该是 (𝑑(𝑣))!

(𝑑(𝑣)+1)! = 1
𝑑(𝑣)+1，故由期望的线性性得 𝔼[|𝐼|] =

∑
𝑣∈𝑉

1
𝑑(𝑣)+1． ◻

15.3.3推论 图 𝐺(𝑉 , 𝐸)中一定有一个大小不小于∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛 − 𝑑(𝑣)

的团，其中 𝑛 = |𝑉 |．

15.3.4推论 满足不存在 𝑟 + 1大小的团的 𝑛个顶点的图的边数至多为 (1 − 1
𝑟 )

𝑛2

2．

证明 设所说的图是 𝐺，有 𝑛个顶点，𝑚条边，则 𝑟 ≥ 𝜔(𝐺)，结合 Caro–Wei不等式得

𝑟 ≥ 𝜔(𝐺) ≥
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛 − 𝑑(𝑣) .

再由均值不等式得

∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛 − 𝑑(𝑣) ≥ 𝑛2∑

𝑣∈𝑉 𝑛 − 𝑑(𝑣) = 𝑛2

𝑛2 − 2𝑚
,

整理得到 𝑚 ≤ (1 − 1
𝑟 )

𝑛2

2． ◻

下面是两个有意思的例题．
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15.3.5例题 ([alon2016probabilistic]) 开灯问题：有一个 𝑛 × 𝑛的灯泡矩阵，初始的状态
已经给定；矩阵有 2𝑛个开关，每行每列各一个，按下之后会将该行（列）的全部灯的明
暗状态翻转．试问通过适当的操作，无论初始状态如何，能够保证亮的灯数的数目至少

为多少？你只需要给出渐近意义（𝑛 → ∞）下尽量好的解．

解 我们用 +1记亮，用 −1记暗，则初始状态就是给定 𝑎𝑖𝑗 ∈ {±1} (1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛)．注意，
每个开关无需按超过一次，否则和按 0次或 1次是等效的．用 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 ∈ {±1} (1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛)
来分别表示对第 𝑖行开关和第 𝑗 列开关的操作，+1表示不按，−1表示按．再令

𝑅 =
𝑛∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 ,

那么最后亮的灯数应该是 𝑛2+𝑅
2 盏．

下面用概率方法估计如何让 𝑅最大．均匀、独立、随机地选择 𝑦1, … , 𝑦𝑛，设

𝑅𝑖 =
𝑛∑

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗 ,

并取 𝑥𝑖 使得 𝑥𝑖𝑅𝑖 > 0，则 𝑅 =
∑𝑛

𝑖=1 |𝑅𝑖|．留意 𝑅𝑖 实际上是 𝑛个 Bernoulli变量的独立
和，故由中心极限定理得

𝔼
[

|𝑅𝑖|
√𝑛 ]

= 𝔼[|𝑍|] + 𝑜(1) = √
2
𝜋 + 𝑜(1),

其中 𝑍 服从标准正态分布．于是 𝔼[𝑅] = 𝑛 𝔼[|𝑅𝑖|] = 𝐶𝑛
3
2 + 𝑜(𝑛

3
2 )，即一定存在一个方案

使得 𝑅 ≥ 𝐶𝑛
3
2 + 𝑜(𝑛

3
2 )，操作结束后所亮灯的盏数大致至少 0.5𝑛2 + 0.399𝑛

3
2 + 𝑜(𝑛

3
2 )． ◻

15.3.6例题 集合 𝑆 称为无和的，如果不存在 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 满足 𝑥 + 𝑦 = 𝑧．设 𝑆 ⊆ ℤ ⧵ {0}
且 |𝑆| = 𝑛，证明：𝑆 中一定含有一个至少有 𝑛

3 个元素的无和子集．

此问题属于 Erdős，实际上要求严格大于 𝑛
3 的结论也是成立的，但是需要更加细致的

方法．

证明 取 𝑢 ∼ 𝑈[0, 1]（[0, 1]上的均匀分布），考虑 𝑆𝑢 = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ {𝑠𝑢} ∈ (
1
3 , 2

3 )}，其中
{𝑥}表示 𝑥的小数部分．那么 𝑆𝑢 是无和的．事实上，假如 𝑥 + 𝑦 = 𝑧，那么 𝑥𝑢 + 𝑦𝑢 = 𝑧𝑢．
如果 {𝑥𝑢} + {𝑦𝑢} < 1，则 {𝑧𝑢} > 2

3，与 𝑧 ∈ 𝑆𝑢 矛盾；否则，{𝑧𝑢} = {𝑥𝑢} + {𝑦𝑢} − 1 < 1
3，也

导出矛盾．

因为 {𝑠𝑢} ∼ 𝑈[0, 1]，故 Pr[𝑠 ∈ 𝑆𝑢] = 1
3，期望的线性性表明 𝔼[|𝑆𝑢|] = 𝑛

3，于是存在一

个 𝑢使得 𝑆𝑢 为至少有
𝑛
3 个元素的无和子集． ◻
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习题 15.3
1. 证明：任何图 𝐺(𝑉 , 𝐸)中都包含一个至少有 |𝐸|

2 条边的二部图．

2. 用两种颜色给 𝐾𝑛 的边染色．设正整数 𝑘满足 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛．
(1) 证明：对于每个 𝑘都存在一种染色方法，使得图中同色 𝐾𝑘 的数目不超过 (𝑛

𝑘)21−(𝑘
2)．

(2) 如果 𝑛 ≥ 𝑅(𝑘, 𝑘)，那么任何染色方案中的同色 𝐾𝑘 数目至少为 (𝑛
𝑘)/ (𝑅(𝑘,𝑘)

𝑘 )个．

3. 设 𝒗1, … , 𝒗𝑛 ∈ ℝ𝑚 满足 ‖𝒗𝑖‖2 ≤ 1，证明：存在 𝜀𝑖 ∈ {±1}使得

‖

𝑛∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝒗𝑖‖
2

≤ √𝑛.

能否给出一个构造性的算法？

4. 任给 𝒗1, … , 𝒗𝑛 ∈ ℝ𝑚 和 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ [0, 1]，满足 ‖𝒗𝑖‖2 ≤ 1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)．令 𝒘 = 𝑝1𝒗1 + ⋯ + 𝑝𝑛𝒗𝑛．

证明：存在 𝜀1, … , 𝜀𝑛 ∈ {0, 1}，使得 𝒗 = 𝜀1𝒗1 + ⋯ + 𝜀𝑛𝒗𝑛 满足

‖𝒘 − 𝒗‖2 ≤ √𝑛
2 .

能否给出一个构造性的算法？

5. 科研委员会有 1600位同学，这些同学共有 16000个研究方向，每个方向恰有 80人．
(1) 不使用概率方法，证明：有至少 4位同学同时研究某两个方向．
(2) 使用概率方法，证明：有至少 4位同学同时研究某两个方向．
(3) 对比概率方法和一般方法的区别和结果的强弱．

6. 在一个 𝑛 × 𝑛的整数矩阵中，1, 2, … , 𝑛中的每个数都恰好出现 𝑛次，证明：有某一行或者某一列，
其中的数都互不相同．

7. 设 𝑛元集合 𝑆 ⊆ ℤ ⧵ {0}，证明：𝑆 中含有两个不交的无和子集，二者元素个数和至少为 2𝑛
3 ．

8. 证明：存在一个正常数 𝑐，使得任何一个有 𝑛个非零元素的实数集合 𝐴都有一个大小至少为 𝑐𝑛
的子集 𝐵，满足：不存在 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 ∈ 𝐵使得 𝑏1 + 2𝑏2 = 𝑏3 + 2𝑏4．

9. 回忆一下合取范式（CNF）的概念．我们称一个 CNF 是 𝑘-可满足的，如果其任何 𝑘 个
子句的合取都是可满足的．设 3-可满足的 CNF 𝜑 中有 𝑚 个子句和 𝑛 个变量 𝑥1, … , 𝑥𝑛，用

𝑣𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) ∈ {T,F}表示对 𝑥𝑖 的指派．考虑如下随机指派，

Pr[𝑣𝑖 = T] =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2
3 (如果存在一个 𝜑的子句为 (𝑥𝑖)),
1
3 (如果存在一个 𝜑的子句为 (¬𝑥𝑖)),
1
2 (其他情形).

验证这个随机指派是良定义，再利用它证明：𝜑中至少有某 2𝑚/3个子句之合取是可满足的．进一
步，请考虑 2-可满足的情形，证明存在某个常数 𝛾 ∈ ( 1

2 , 1)，2-可满足的 CNF至少有 𝛾 比例的子句
之合取是可满足的．
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10. 黑板上有 𝑛对非零整数（不必互不相同），对于正整数 𝑘，(𝑘, 𝑘)和 (−𝑘, −𝑘)最多有一个出现．
某人擦去一些数，要求擦去的数中任意两个的和都不为 0．假设如果一对数中至少有一个被擦去，
则他得 1分（若一对都被擦去仍只得 1分）．证明：无论一开始情况怎样糟，他至少能得 0.6𝑛分．
11. (二部图覆盖) 给定图 𝐺，如果其每条边至少属于完全二部的子图 𝐻1, … , 𝐻𝑡 中的一个，就称

𝐻1, … , 𝐻𝑡 为其二部图覆盖．二部图覆盖中总顶点数
∑𝑡

𝑖=1 |𝑉 (𝐻𝑖)|的最小值称为 𝐺 的二部维数
𝑑(𝐺)．假设 𝑛 = 2𝑘，证明：𝑑(𝐾𝑛) = 𝑘 ⋅ 2𝑘．（此问题在通讯和信息安全中有重要地位．已经知道计算

二部图覆盖是 NP-难的 [orlin1977contentment]．）
12. 设 𝑋 是单位球面 {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1}的子集，其中任意两个点对应的向量两两
不正交，证明：𝑋 的面积不超过单位球面面积的 1

3．（这里我们对面积不考虑特别严格的定义，采用

形象理解即可．）

13. 任给平面上 𝑚个三角形，证明：存在一个与 𝑚无关的正实数 𝑐，使得总是可以从中选出 𝑐𝑚
4
5

个三角形，满足：不存在六个不同的点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹，使得 △𝐴𝐵𝐶，△𝐵𝐶𝐷，△𝐶𝐷𝐸，△𝐷𝐸𝐹，
△𝐸𝐹 𝐴，△𝐹 𝐴𝐵都被选入．

15.4 删除法
删除法（alteration，或译为改造法、调整法）是另一个常用技巧，使用的动机有二：(1)

有些时候直接随机得到的组合结构可能并不满足条件，需要通过适当的“删除”并结合期

望的线性性来得到想要的东西；(2)对于能用直接的随机化处理的问题，这种方法一般来
说会稍微精细一些．

我们先以 Ramsey数的估计为例说明 (2)以及删除法的基本思想．

15.4.1例 对于 𝑅(𝑘, 𝑘)的下界，首先还是均匀、独立、随机地给 𝐾𝑛 的边染上红蓝两色．

这时可能存在同色 𝐾𝑘．之前我们采用的方法是估计出现这种情况的概率，使其小于 1
即可．接下来换一种方法：对于每个同色的 𝐾𝑘，我们都扔掉其中一个顶点（直接从完全

图中删除）．

这样得到的 𝐾𝑛′ 中就存在一种染色方案使得没有同色 𝐾𝑘，所以 𝑛′ 一定小于 𝑅𝑘,𝑘
（注意 𝑛′ 是随机变量）．设 𝑋 为前面染色结束后 𝐾𝑘 的数目，则 𝔼[𝑛′] = 𝑛 − 𝔼[𝑋]．而
𝔼[𝑋]由期望的线性性立刻得到为 (𝑛

𝑘)21−(𝑘
2)．所以一定有

𝑅𝑘,𝑘 > 𝑛 − (
𝑛
𝑘)21−(𝑘

2).

下面用式 (15.2.2b)来估计合适的 𝑛，将不等式放松到 𝑛 − (
e𝑛
𝑘 )

𝑘
21−(𝑘

2) 并对 𝑛求导
数得优化的 𝑛∗，得到

𝑛∗ = 𝑘2
𝑘
2

e1+ 1
𝑘−1 2

1
𝑘−1

= (
1
e + 𝑜(1)) 𝑘 ⋅ 2

𝑘
2 ,
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246 十五 概率方法

回代计算：

(
e𝑛∗

𝑘 )
𝑘

21− 𝑘
2 = 2

𝑘
2

e1+ 1
𝑘−1 2

1
𝑘−1

= 𝑂(2
𝑘
2 ) = 𝑜(1)𝑘 ⋅ 2

𝑘
2 (𝑘 → ∞).

所以我们有

𝑅(𝑘, 𝑘) > (
1
e + 𝑜(1)) 𝑘 ⋅ 2

𝑘
2 ,

这和用最直接的方法没有本质差异，但是常数得到了优化． ♢

以下讨论 (1)，即用删除的方法得到想要的结构．在下面的例子中，删除的方法乍一
看来是很直接的，但对于更加复杂的问题则需要细细考虑．

15.4.2例题 (Kővári–Sós–Turán, [kHovari1954problem]) 证明：对每个正整数 𝑘 ≥ 2和
𝑛，存在矩阵𝑀 ∈ {0, 1}𝑛×𝑛，满足𝑀 中有 Ω(𝑛2− 2

𝑘+1 )个 1，且不存在全 1的 𝑘 × 𝑘子矩阵
（注意：根据定义，子矩阵不一定是连续的一个分块矩阵）．

证明 如法炮制删除法的套路，我们以 𝑝的概率独立，随机地在每个格子中填上 1，然后
检查每个 𝑘 × 𝑘子矩阵，如果其中全是 1则将其中一个 1改为 0，这样得到的结构中就没
有全 1的子矩阵了．于是

𝔼[#1] ≥ 𝑛2𝑝 − (
𝑛
𝑘)

2
𝑝𝑘2 ≥ 𝑛2𝑝 − 𝑛2𝑘𝑝𝑘2 .

求导调节 𝑝，得优化的 𝑝∗ = (
𝑛2

𝑘2𝑛2𝑘 )
1

𝑘2−1，回代到不等式中即得到想要的结论． ◻

再来看一个组合几何问题：在正方形 [0, 1]2 中放 𝑛个点的点集 𝑆，问

Δ(𝑛) = sup
𝑆⊆[0,1]2

|𝑆|=𝑛

min
互不相同的
𝑃 ,𝑄,𝑅∈𝑆

𝐴(△𝑃 𝑄𝑅)

最大可以是多少？这里 𝐴(⋅) 表示面积．Heilbronn 猜测 Δ(𝑛) = 𝑂(𝑛−2)，但现在已经知
道 Δ(𝑛) = Ω(𝑛−2 log 𝑛) [komlos1982lower]．一个弱化的下界可以用比较粗糙的概率方法
得到．

15.4.3定理 存在一个满足上述条件的 𝑆 的构造使得 Δ(𝑛) ≥ Ω(𝑛−2)．

证明 首先在单位正方形上赋予均匀概率分布，然后随机地抽取 2𝑛个点．接下来的任
务是估计 Pr[𝐴(△𝑃 𝑄𝑅) ≤ 𝑐𝑛−2]，方法是用条件概率的乘法公式，逐一定点．

设 |𝑃 𝑄| = 𝑥．如果 △𝑃 𝑄𝑅面积很小，那么 𝑅到 𝑃 𝑄的距离应该不超过 2𝑐𝑛−2/𝑥．这
样一个可选区域被一个长方形覆盖，其宽不超过单位正方形的对角线长度√2，高不超
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过 4𝑐𝑛−2/𝑥．为了进一步计算，需要计算选定 𝑃 后，|𝑃 𝑄|的概率密度，它是

Pr[𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + d𝑎] ≤ 2𝜋𝑎 d𝑎.

尽管 𝑎取值不同导致 |𝑃 𝑄|的可选支撑不同，但是利用 0 ≤ 𝑎 ≤ √2可以简单给出上界为

Pr[𝐴(△𝑃 𝑄𝑅 ≤ 𝑐𝑛−2)] ≤
ˆ √2

0
2𝜋𝑎 d𝑎 ⋅ Pr[𝑅满足条件 ∣ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + d𝑎]

=
ˆ √2

0
2𝜋𝑎 ⋅ 4√2𝑐𝑛−2

𝑎 d𝑎 = 8√2𝜋𝑐𝑛−2.

得到以上估计之后，下面就是标准的删除法，我们把这些面积很小的“糟糕的”三角

形中的点都删掉一个，删掉点数的期望估计为

≤ (
2𝑛
3 )8√2𝜋𝑐𝑛−2 = 𝑂(𝑛),

因此存在一种方案，删除结束后剩下有 Ω(𝑛)个点满足条件． ◻

习题 15.4

1. 加强习题 15.2.2的结论，证明：𝑅(4, 𝑘) ≥ Ω ((
𝑘

log 𝑘 )
2

)．

2. (Arnautov–Payan) 设图 𝐺有 𝑛个顶点且 𝛿(𝐺) = 𝑘，则图中有一个大小不超过

𝑛 1 + log(𝑘 + 1)
𝑘 + 1

的支配集．（支配集是指图 𝐺中点集 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)，满足所有顶点都是某一个 𝑆 中点的邻居．）

3. 证明：若 |𝑉 | ≤ 2|𝐸|，则图 𝐺(𝑉 , 𝐸)满足 𝛼(𝐺) ≥ Ω (
|𝑉 |2
|𝐸| )．

4. 考虑如下问题：在 ℝ𝑛 中放置若干个点，使得任何三个点都形成锐角三角形，这样的点集可以有

多大？以下我们重复 [erdos1983greatest]中的论证．
(1) 证明：有某个正常数 𝑐，存在 𝑐 (

2
√3 )

𝑛
个 [𝑛] 的子集构成的集合系 ℱ，满足不存在不同的

𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ 使得 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐶 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵；
(2) 由前一问结论导出：存在 Θ ((

2
√3 )

𝑛

)个 ℝ𝑛 中的点，任意三个点都形成锐角三角形．

15.5 Lovász局部引理
顺着 Ramsey数的讨论，我们现在来展示一种更精密的技术（但对 Ramsey数的例

子也只能增加下界前面的常数 [spencer1977asymptotic]）．
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在前面 Ramsey数的估计中，我们大体上是先通过估计“糟糕事件”出现的概率，然
后证明它们至少发生一个的概率严格小于 1．现在考虑用反过来的办法证明：如果 𝑛个
“好事件”发生的概率都是 𝑝，那么它们都发生的概率大概会是 𝑝𝑛 > 0——前提是它们相
互独立．然而，在 Ramsey数问题中我们不能直接这么简单地论证．具体地说，设 𝐴𝑆 表

示以 𝑆 的顶点构成了同色完全子图这一事件，我们想要证明 Pr [⋂𝑆 𝐴𝑐
𝑆] > 0，然而 𝐴𝑆

或者 𝐴𝑐
𝑆 之间不是相互独立的，这个概率不能简单地计算出来．尽管如此，我们可以尝试

更准确地运用不独立事件之间的相互联系，将完全独立情况下的概率计算推广到独立性

较弱的时候，这就是 Lovász局部引理（Lovász Local Lemma, LLL）．

15.5.1定理 (Lovász–Spencer, [spencer1977asymptotic]) 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是同一概率空间

上的事件．再设存在一个简单（有向）图 ([𝑛], 𝐸)（称为依赖图），满足对每个 𝐴𝑖，它和

{𝐴𝑗 ∶ 𝑗 ≠ 𝑖, (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸}都相互独立，即指

(15.5.1) Pr[𝐴𝑖] = Pr
⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
|| ⋂

𝑗≠𝑖,(𝑖,𝑗)∉𝐸
𝐴𝑗

⎤⎥⎥⎦
.

如果存在实数 0 ≤ 𝑥𝑖 < 1使得 Pr[𝐴𝑖] ≤ 𝑥𝑖
∏

(𝑖,𝑗)∈𝐸(1 − 𝑥𝑗) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)，那么

Pr
[

𝑛

⋂
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖 ]

≥
𝑛∏

𝑖=1
(1 − 𝑥𝑖) > 0.

15.5.2注 (i)这里的相互独立是指某个事件相对于非邻居事件独立（…independent of
…），其定义为式 (15.5.1)，而不要求非邻居的那些事件都相互独立．

(ii)一般而言我们可以认为依赖图是无向图来思考问题．另外，满足定义的依赖图
可能不是唯一的，但我们只关心其度数的上界，因此选择一个较好的就可以． ♤

证明 我们先用乘法公式展开待计算的概率为条件概率的形式：

Pr
[

𝑛

⋂
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖 ]

= Pr[𝐴𝑐
1]Pr[𝐴𝑐

2 ∣ 𝐴𝑐
1] ⋯ Pr[𝐴𝑐

𝑛 ∣ 𝐴𝑐
1, 𝐴𝑐

2, … , 𝐴𝑐
𝑛−1]

= (1 − Pr[𝐴1])(1 − Pr[𝐴2 ∣ 𝐴𝑐
1]) ⋯ (1 − Pr[𝐴𝑛 ∣ 𝐴𝑐

1, 𝐴𝑐
2, … , 𝐴𝑐

𝑛−1]).

接下来如若能证明，对于任意的 𝐴𝑖 和 𝑆 ⊆ [𝑛] ⧵ {𝑖}都有

(15.5.2) Pr
⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
|| ⋂

𝑗∈𝑆
𝐴𝑐

𝑗
⎤⎥⎥⎦

≤ 𝑥𝑖,

则命题就能成立．这一式的直观含义是在一定的牺牲下，事件 𝐴𝑖 的条件概率可以换成

独立的 𝑥𝑖），以下证明时我们将条件概率中与 𝐴𝑖 独立的部分 𝑆2 和不独立的 𝑆1 分开处
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§15.5 Lovász局部引理 249

理来达成这一目标．

为此对 |𝑆| = 𝑠归纳，𝑠 = 0的情形是显然的．假设对于 𝑠′ < 𝑠命题都已经成立，令
𝑆1 = {𝑗 ∶ 𝑗 ∈ 𝑆, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸}和 𝑆2 = 𝑆 ⧵ 𝑆1，由条件概率之定义

Pr
⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
|| ⋂

𝑗∈𝑆
𝐴𝑐

𝑗
⎤⎥⎥⎦

=
Pr [𝐴𝑖 ∩ (⋂𝑗∈𝑆1

𝐴𝑐
𝑗) | ⋂𝑘∈𝑆2

𝐴𝑐
𝑘]

Pr [⋂𝑗∈𝑆1
𝐴𝑐

𝑗 | ⋂𝑘∈𝑆2
𝐴𝑐

𝑘]
.

对于分子估计如下

分子 ≤ Pr
⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑖

|
|
|| ⋂

𝑘∈𝑆2

𝐴𝑐
𝑘
⎤⎥⎥⎦

独立性、式 (15.5.1)=============== Pr[𝐴𝑖] ≤ 𝑥𝑖
∏

(𝑖,𝑗)∈𝐸
(1 − 𝑥𝑗).

而对于分母，如果 𝑆1 = ∅，则分母为 1，命题自动成立．否则，设 𝑆1 = {𝑗1, … , 𝑗𝑟}，记
𝐵 = ⋂𝑘∈𝑆2

𝐴𝑐
𝑘，用乘法公式兼以归纳假设

Pr
⎡⎢⎢⎣

⋂
𝑗∈𝑆1

𝐴𝑐
𝑗

|
|
|| ⋂

𝑘∈𝑆2

𝐴𝑐
𝑘
⎤⎥⎥⎦

= (1 − Pr[𝐴𝑗1 ∣ 𝐵])(1 − Pr[𝐴𝑗2 ∣ 𝐴𝑐
𝑗1

, 𝐵]

⋯ (1 − Pr[𝐴𝑗𝑟 ∣ 𝐴𝑐
𝑗1

, … , 𝐴𝑐
𝑗𝑟−1

, 𝐵])
归纳假设

≥
∏

𝑗∈𝑆1

(1 − 𝑥𝑗).

结合两个估计即知式 (15.5.2)成立，定理证毕． ◻

经常使用的 Lovász引理通常是下面这个版本2．

15.5.3推论 (对称 Lovász引理) 设 𝐴1, … , 𝐴𝑛 是满足 Pr[𝐴𝑖] ≤ 𝑝 < 1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) 的事
件．假设对每个 𝐴𝑖，它都和除了至多 𝑑 个事件外的其他全部事件相互独立．如果还有
e𝑝(𝑑 + 1) ≤ 1，那么 Pr[𝐴𝑐

1 ⋯ 𝐴𝑐
𝑛] > 0．（这里 e是自然对数的底．）

证明 不妨设 𝑑 ≥ 1（𝑑 = 0 的情形是平凡的）．在定理中取 𝑥𝑖 = 1
𝑑+1，则条件转为

𝑝 ≤ 1
𝑑+1 (1 − 1

𝑑+1 )
𝑑
，由 (1 − 1

𝑑+1 )
𝑑

> 1
e 加强得到上述条件． ◻

更仔细的分析 [shearer1985problem]表明，上面的条件减弱为 e𝑝𝑑 ≤ 1 (𝑑 ≥ 1)，定理也
成立；且常数 e是最优的．

15.5.4例 对于 Ramsey 数估计中的式 (15.2.1)，我们改用局部引理．首先利用引理
12.2.11，取 𝒳 为边的染色，考虑同色事件 𝐴𝑆：以 𝑆 的顶点构成了同色完全子图，往证
Pr [⋂𝑆 𝐴𝑐

𝑆] > 0．
如果两个 𝐾𝑘 完全子图的公共点只有 1个或者 0个，即它们没有公共边，那么它们

2非对称版本的引理则比对称版本更加灵活，其用例可参看 [hind1997colouring]．
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250 十五 概率方法

所对应的同色事件是相互独立的．于是可以取 𝑑 = (𝑘
2)(𝑛−2

𝑘−2)．利用局部引理，估计满足

e(
𝑘
2)(

𝑛 − 2
𝑘 − 2)21−(𝑘

2) < 1

的 𝑛就可以．具体计算得到（计算方法和之前是类似的）

𝑅(𝑘, 𝑘) >
(

√2
e + 𝑜(1)

)
𝑘 ⋅ 2

𝑘
2 .

这结果只比并集上界所得在常数上大了一倍．实际上，因为这个 𝑑 很大，而局部引理应
该在独立性比较强（但并非全部相互独立）的情况下效果较好，所以以上结果从直观上

也符合预期． ♢

以下是 Lovász局部引理的两个简单用例．

15.5.5例题 考虑圆周上 11𝑛个点，它们被染上了 𝑛种颜色，其中每种颜色恰染了 11个
点．现在要从中选择 𝑛个不同颜色的点，证明：一定存在一种方案，满足选出的元素在圆
周中两两不相邻．

证明 将点顺时针编号为 0, 1, … , 11𝑛 − 1，所有编号均按模 11𝑛理解．我们随机地选出 𝑛
个点，记事件𝐴𝑖所有方案中 𝑖, 𝑖+1点同时被选中的情况．一方面 Pr[𝐴𝑖] ≤ 1

121；另一方面，

𝐴𝑖最多与 𝐴𝑖−1, 𝐴𝑖+1相关（在引理 12.2.11中取𝒳 为顶点是否选入），与第 𝑖个点颜色相
同的点有 10个，与第 𝑖 + 1个点相同颜色的点还有 10个，所以 𝑑 ≤ 2 × 2 × 10 + 2 = 42．
由于 (42 + 1)e 1

121 < 1，故由 LLL得存在一种方案使得每个 𝐴𝑖 都不发生，命题成立． ◻

15.5.6例题 证明：可以用 𝑂(√𝑛)种颜色对 𝐾𝑛 的边进行染色，使得图中不存在同色的

𝐾3．

证明 用 𝑘种颜色均匀、独立、随机地染色，某个 𝐾3 同色的概率为 𝑘 1
𝑘3．和前面的论证

一样，固定一个 𝐾3，其同色事件和只有 0个或者 1个公共点的 𝐾3 的事件是相互独立的，

故可取 𝑑 = 3(𝑛 − 3)，结合 LLL只要 e 1
𝑘2 (3(𝑛 − 3) + 1) ≤ 1，此时 𝑘 = 𝑂(√𝑛)． ◻

应用局部引理时需要合理选择并分析依赖图．选择了不好的依赖图可能导致结果

比较弱，或者依赖图根本不符合独立性条件，证明甚至错了．下面这个例子展示这种选

择的重要性，它推广了例题 15.5.5的结论．

15.5.7例题 设图 𝐺的顶点集划分为 𝑉1, … , 𝑉𝑟，满足 |𝑉𝑖| ≥ 2eΔ(𝐺)，这里 e是自然对数
的底．证明：存在一个大小为 𝑟的独立集，其中每一个顶点分别取自一个 𝑉𝑖．

证明 首先可不妨设 𝑘 = |𝑉𝑖| = ⌈2eΔ(𝐺)⌉，不然把多余的顶点都扔去，命题只会变强．
接下来先用最直接的方法尝试：均匀，独立，随机地从 𝑉𝑖 中各抽一个点，考虑事件

𝐴𝑖𝑗 = {{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸}．一方面，Pr[𝐴𝑖𝑗] ≤ Δ
𝑘；另一方面，依赖图中 𝐴𝑖𝑗 和 𝐴𝑘ℓ 相关，就是指
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§15.5 Lovász局部引理 251

{𝑖, 𝑗}, {𝑘, ℓ}相交．依赖图的度至多为 2𝑘Δ．于是要用局部引理就要求

Δ
𝑘 (2𝑘Δ + 1)e ∼ Δ2e ≤ 1.

遗憾的是这不太可能．此证明进路失败了．

其实稍微改动一下就可以完成任务，合适的事件应该是

𝐴𝑒 = {𝑒的两个端点都被选进来了}.

此时 Pr[𝐴𝑒] = 1
𝑘2，而依赖图的度上界不变，仍为 2𝑘Δ．这样一来，局部引理要求的条件

e 1
𝑘2 (2𝑘Δ + 1) ≤ 1

就成立了． ◻

习题 15.5
1. 考虑圆周上 4𝑛个点，它们被染上了 𝑛种颜色，其中每种颜色恰染了 4个点．现在要从中选择 𝑛
个不同颜色的点，问：是否存在一种方案，满足选出的元素在圆周中两两不相邻？

2. 证明：可以用 𝑂(𝑛
2
3 )种颜色对 𝐾𝑛 的边进行染色，使得图中不存在同色的四边形．

3. (Erdős–Lovász, [erdos1973problems]) 用 𝑟种不同的颜色给实数染色．若 𝑇 ⊆ ℝ中数的颜色有
不同的 𝑟种，则称 𝑇 是“多彩的”．现给定有限集 𝑋 ⊆ ℝ和整数 𝑚满足

e𝑟(𝑚2 − 𝑚 + 1) (1 − 1
𝑟 )

𝑚
< 1.

证明：对于任意的有 𝑚个实数的子集 𝑆，都存在一个染色方案，使得下面的全部集合都是多彩的：

𝑆𝑥 = {𝑥 + 𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝑆}, ∀𝑥 ∈ 𝑋.

4. 设 𝑚 = 105, 𝑛 = 10𝑚．再设 𝑥1, … , 𝑥𝑛 是命题变元，𝜎1, … , 𝜎30 分别是 [𝑛] = {1, … , 𝑛}的一个排
列．对每个 𝑖 ∈ [30]和 0 ≤ 𝑡 < 𝑚，令 𝐶𝑖𝑡 = (𝑦1 ∨ ⋯ ∨ 𝑦10)，其中 𝑦𝑙 或者是 𝑥𝜎𝑖(10𝑡+𝑙)，或者是它的否定．

设 𝐶 = ⋀𝑖,𝑡 𝐶𝑖𝑡，证明：存在一种 𝑥1, … , 𝑥𝑛 的真值指派，使得 𝐶 的真值为 T．

5. van der Waerden曾经证明：任给正整数 𝑘 ≥ 2，存在一个正整数 𝑛使得用 2种颜色给 1, … , 𝑛中
的数染色，其中一定有一个每项的颜色都相同的 𝑘项等差数列（证明可看 [graham1974short]）．
现在把所有这些 𝑛中最小的记为𝑊 (2, 𝑘)，证明：𝑊 (2, 𝑘) ≥ 2𝑘−1

𝑘e ．

6. 设图 𝐺的最大度为 Δ，证明：可以用 𝑂(Δ)种颜色给 𝐺的边染色，使得 𝐺种的每个圈都包含至
少 3种颜色，而且邻接的边都不同色．
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252 十五 概率方法

7. (Alon–Linial, [alon1989cycles]) 设有向图 𝐷的最小出度为 𝛿，最大入度为 Δ，整数 𝑘满足

𝑘 ≤ 𝛿
1 + log(1 + 𝛿Δ) ,

证明：𝐷中存在一个（有向）圈，其长度是 𝑘的倍数．

8. 设有向图 𝐷中每个顶点的出度都为 𝑘，证明：该图中存在 Ω (
𝑘

log 𝑘 )个顶点互不相交的（有向）
圈．

9. (不平衡的 Lovász局部引理, [erdHos1991lopsided]) 设事件 𝐴1, … , 𝐴𝑛 满足 Pr[𝐴𝑖] ≤ 𝑝．如果对
每个事件 𝐴𝑖 都存在至多 𝑑 个事件组成的集合 𝒩 (𝑖)，使得对于每个 𝑆 ⊆ [𝑛] ⧵ (𝒩 (𝑖) ∪ {𝑖})都有

Pr
[

𝐴𝑖 | ⋂
𝑗∈𝑆

𝐴𝑐
𝑗 ]

≤ Pr[𝐴𝑖].

且 e𝑝(𝑑 + 1) ≤ 1，证明：

Pr
[

𝑛

⋂
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖 ]

> 0.

10. 证明：存在正常数 𝑐，使得对每个有 𝑛个点，𝑚条边，最大度不超过 𝑐𝑛2

𝑚 的图𝐻，我们都能在 𝐾𝑛

中找到两个𝐻 的边不交的“副本”．这里副本之含义同例题 15.2.2．
11. (Razborov, [razborov1988bounded]) 以下命题承局部引理之思想，即每 𝑘个事件都几乎相互
独立，那么事件中某一个发生的概率可以得到保证．设非负整数 𝑛 > 2𝑘，实数 𝑝, 𝛿 ∈ [0, 1)，事件
𝐴1, … , 𝐴𝑛 满足 Pr[𝐴𝑖] = 𝑝 < 1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)，而且对任何指标集 𝐼 ⊆ [𝑛]都有

|
Pr

[⋂
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖]
− 𝑝|𝐼|

|
≤ 𝛿,

证明：

Pr
[

𝑛

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖]
≥ 1 − e−𝑝𝑛 − (

𝑛
𝑘 + 1)(𝛿𝑘 + 𝑝𝑘).
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16 | 图的概念
阅读提示

本章介绍图论的基本概念，是图论部分后续所有章节的前置基础（相比之下，后

面全部章节互相之间没有明显的依赖关系）．由于图论的概念繁多，本章在介绍

时未免琐碎以及前后粘连，只能尽量将有关的基本概念收集起来，并选择适当的

例子和次序集中展示这些概念．一般来说这些概念都是很形象的，读者很容易就

能理解，因此读者的首要目标时掌握图论证明的一些基础技巧：归纳法、极值法等

等，另外需要注意一下一些容易混淆的概念．

让我们从七桥问题开始说起．如图 16.1左侧所示，十八世纪东普鲁士的 Königsberg
（今属俄罗斯 Калининград）的市区横跨 Преголя河，河中心有两个小岛，小岛与河的两
岸有七座桥连接．假如游客从某一点出发，他想进行环游，即把所有桥都走一遍而且只

走一遍，同时并回到原来的位置，是否有这样一种方案？把由河流隔开的地面抽象成点，

⟹ 𝑎 𝑐

𝑑

𝑏

图 16.1: 七桥问题．图片来源：Wikimedia Commons，使用许可：CC BY-SA 3.0

七座桥抽象成连接这些点的边，则问题等价于如何在纸上一笔画（笔尖不离开纸面，一

条边只画一次）出图 16.1右侧的图形，而且起笔和收笔在同一个点．Euler通过作这样
的抽象解决了这一问题，他证明了七桥问题是无解的（§18.1节）；而这种模型就是图．
这一结果也使得 Euler成为了图论以及拓扑学的创始人．
毋庸置疑的是，图论广泛渗透在计算机科学的各种领域中，因此以下六章我们对它
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256 十六 图的概念

作一个简单的介绍．

16.1 图的定义
图是由若干结点和连接它们的线段所构成的图形，这种图形通常用来描述某些事物

之间的某种特定关系：结点就是事物，线就是两个结点之间的关系．

16.1.1定义（无向）图 𝐺由二元组 (𝑉 , 𝐸)构成，其中 𝑉 是一个集合，称为顶点，𝐸 是 𝑉
中元素无序对构成的（多重）集合，称为边．

今后将用 𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺)分别表示图 𝐺的顶点集和边集，而且只讨论 𝑉 为有限集的情
形（𝐺为有限图）．这时 |𝑉 (𝐺)|称为 𝐺的阶，也可记为 |𝐺|或 𝑛(𝐺)；有 𝑛个顶点的图称
为 𝒏阶图．再用 𝑒(𝐺)表示边数 |𝐸(𝐺)|．
根据 𝑉 , 𝐸 的信息，在纸上用圆点表示顶点，用圆点之间的连线表示边，就用绘制

的方式表示出了图．例如图 16.1的右侧就画出了一个图，对应的点 𝑉 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}，边
𝐸 = {2 ⋅ {𝑎, 𝑏}, 2 ⋅ {𝑎, 𝑑}, {𝑐, 𝑏}, {𝑐, 𝑑}, {𝑐, 𝑎}}．注意，图中有 4个顶点和 7条边，尤其是
𝑎, 𝑏和 𝑎, 𝑑 之间都有两条边连接；有时候，我们还允许图中顶点有边连结同一个点，或者
两个点之间有多条边，它们分别称为自环和重边（图 16.2）．没有自环和重边的图谓简

图 16.2: 自环与重边

单图．

16.1.2约定 若不加另外说明，我们要讨论的图是简单无向图．

图中的一个最基本关系是邻接关系．如果存在边 𝑒 = {𝑥, 𝑦}，就称顶点 𝑥, 𝑦邻接，𝑥, 𝑒
和 𝑦, 𝑒分别相互关联．如果 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌，我们就说 𝑒是一条 𝑿𝒀 边，全部这样的边记为
𝐸(𝑋, 𝑌 )．

如果两条边有一个公共顶点，则也称它们相邻．令 𝒩 (𝑥) ≝ {𝑦 ∈ 𝑉 ∶ {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸}表
示和 𝑥邻接的点的集合，称为 𝑥的邻居（或邻域）．

除了用绘制的方法表示图，也可以直接用（点或边的）邻接关系来表示之．

设 𝐺 的顶点集 𝑉 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}，边集 𝐸 = {𝑒1, … , 𝑒𝑚}．其邻接矩阵 𝐴(𝐺)是一个
𝑛 × 𝑛的 0, 1方阵，其中

𝐴(𝐺)𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 ({𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸),
0 (否则).
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§16.1 图的定义 257

关联矩阵𝑀(𝐺)是一个 𝑛 × 𝑚的 0, 1矩阵，其中

𝑀(𝐺)𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 (𝑣𝑖 是边 𝑚𝑗 的端点),
0 (否则).

可以看出无向图的邻接矩阵是对称矩阵，其关联矩阵的列和为 2．
需要注意的是，在使用邻接矩阵和关联矩阵表示图时，必须给顶点指明标号，而且给

顶点指明不同的标号得到的邻接矩阵是不同的（尽管这样的图其实是“一样”的）．

16.1.3例 图 16.3给出了一张图的邻接矩阵和关联矩阵的例子．

1

2

3

4

𝑒3

𝑒2

𝑒4 𝑒1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 0
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

图 16.3: 左侧为关联矩阵，右侧为邻接矩阵

前面已经说到，对称的二元关系皆可用无向图来表示．所以，一些具有实际背景的

问题的建模和解决就成为图论的重要研究对象，我们借这些例子引出一些比较重要的特

殊图．

16.1.4例 对于人来说，“相互认识”是一个对称的关系，所以人的社交网络可以用图来表

示．图 16.4示出了一个简单的社交网络．在上图中，对于 {1, 3, 6, 7}和 {1, 2, 3, 4}两组

1

2

3

4
5

6

7

8

9

10

图 16.4: 一个简单的社交网络

人，组内任何两个人都相互认识，这样的任意两个顶点之间都有边相连的顶点集称为团．
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258 十六 图的概念

特别地，如果某张有 𝑛个顶点的图本身是一个团，就称它是完全图 𝐾𝑛．图 16.5示出了几
个完全图，其中 𝐾3 也根据其形状称为三角形．

𝐾3 𝐾4 𝐾5

图 16.5: 完全图 𝐾3, 𝐾4, 𝐾5

而 {7, 8, 9, 10}这四个人则两两互不认识，这样的任意两个顶点之间都没有边相连
的顶点集称为独立集．此外，8一个人也不认识，称其为孤立点．

在社交网络中，人与人之间的关系有好坏之分，这在图中反映为边的粗细．在图的

基础上，我们还可以给出一个映射 𝑤∶ 𝐸 ⟶ 𝑌，即给每条边 𝑒一个权 𝑤(𝑒)，所得的图称
为带权图，在组合优化问题中常常见到． ♢

在诸如图 16.4的社交网络中，我们可以很自然地把相互认识这个关系改为相互不
认识，所得的图是原来图的补：

16.1.5定义 设 𝐺(𝑉 , 𝐸)是图，其补图 𝐺恰包含 𝐺的全部顶点，但 {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸(𝐺)当且仅
当 {𝑢, 𝑣} ∉ 𝐸(𝐺)．

例如一个简单但有用的观察是：某点集是独立集当且仅当其在补图中是团．

16.1.6例 假设有 𝑛个人和 𝑚项作业，𝑛 ≥ 𝑚．对于一项工作，有一些人能做它，有一些人
则不能做．用图来表述：考虑两组顶点，第一组 𝑛个顶点代表人，第二组 𝑚个顶点代表作
业；如果人 𝑝能完成某个作业 𝑎，就在它们代表的顶点之间连一条边．比如，图 16.6左
侧就代表一种可能的情形．图示出来的这种图都可写成两个独立集的并，称为二部图．

𝐺 𝐿 𝑊 𝑌

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷

𝐺 𝐿 𝑊 𝑌

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷

图 16.6: 作业分配与二部图

而想要求出的任务分配方案就是二部图中 𝑚条互不相邻的边，这不一定能做到，比如图
16.6右侧代表的问题就无解．

在二部图中，如果所有可能的边都出现，就称它是完全二部图，根据两个独立集的顶

点个数记为 𝐾𝑛,𝑚（图 16.7中给出了两个例子）．
更广泛地，可写成 𝑘个独立集的并的图称为 𝒌部图，注意，完全 𝑘部图的任意两个

分属不同独立集的顶点都有连边． ♢
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图 16.7: 𝐾2,3 和 𝐾3,3

习题 16.1
1. 求出完全二部图 𝐾𝑛,𝑚 和完全图 𝐾𝑛 中的总边数．完全二部图什么时候也是完全图？

2. 以下图称为 Peterson图．

图 16.8: Peterson图（它常常见于证明中的例子或反例）

(1) 证明：在 Peterson图中，两个顶点不相邻当且仅当它们有一个公共的邻居．
(2) Peterson图是不是二部图？说明理由．
(3) 给出 Peterson图中顶点个数最多的一个独立集．

3. 设图 𝐺的关联矩阵是𝑀，问：𝑀𝑀⊤ 的 (𝑖, 𝑗)元有何直观含义？

16.2 顶点度
图中顶点的邻接关系可以用顶点度的方式定量．我们把顶点 𝑣邻居的个数 |𝒩 (𝑣)|

称为这个顶点的度，记为 𝑑(𝑣)．
我们用 Δ(𝐺), 𝛿(𝐺)分别表示图 𝐺中顶点的最大度和最小度，并以 𝑑(𝐺)记图中所有

点度的平均值 1
|𝑉 |

∑
𝑣∈𝑉 𝑑(𝑣)．

对顶点度的描写从下面这个著名的命题开始．

16.2.1定理 (握手定理) 对图 𝐺(𝑉 , 𝐸)有

2|𝐸| =
∑
𝑣∈𝑉

𝑑(𝑣).
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260 十六 图的概念

证明 对 |{(𝑣, 𝑒) ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑣, 𝑒相关联}|算两次．式左是先按边求和，每条边对应
两个点；式右是先按点求和，每个点对应 𝑑(𝑣)条边．因此二者必然相等． ◻

16.2.2推论 任何图中奇数度的顶点个数是偶数．

16.2.3例 考虑以 {0, 1}𝑛 中每个向量作为一个顶点，同时令图中两个顶点有边相连当且

仅当 0, 1向量 𝒖, 𝒗只相差一个分量．这样的图称为 𝒏维立方体 𝑄𝑛（图 16.9中给出了一
个例子）．若一个图 𝐺中所有顶点的度皆为 𝑟，就说它是 𝒓-正则的．对于 𝑟-正则图，握手
定理导出 𝑟|𝑉 | = 2|𝐸|，譬如 𝑄𝑛 是 𝑛-正则的，所以它有 𝑛 ⋅ 2𝑛−1 条边．

000 100

110010

001 101

111011

图 16.9: 三维立方体 𝑄3

𝑄𝑛 还是一个二部图，因为相邻的顶点对应的向量的分量和一定不同，所以它分解为

两个大小为 2𝑛−1 的独立集．对于 𝑟-正则二部图，若根据 𝑋 中的顶点计数得 |𝐸| = 𝑟|𝑋|，
同理 |𝐸| = 𝑟|𝑌 |，所以必定有 |𝑋| = |𝑌 |． ♢

利用度数可以刻画很多有关图的性质，下面是一个著名的定理．

16.2.4定理 (Mantel, [mantel1907problem]) 设图 𝐺有 𝑛个顶点，若其中不存在三个点，
使得三者两两相邻（即图中有 𝐾3），则它至多有 ⌊

𝑛2

4 ⌋条边．

证明 设 𝑥是图中度最大的点，记 Δ = 𝑑(𝑥)．因为图中没有 𝐾3，所以 𝒩 (𝑥)是个独立集，
因而将 𝑥和其邻居之外的所有顶点的度相加至少将图 𝐺中每条边算了一次：∑

𝑣∉𝒩 (𝑥)
𝑑(𝑣) ≥ 𝑒(𝐺).

另一方面，上式左侧遍历 𝑛 − Δ个顶点，每个顶点的度至多为 Δ，故

(𝑛 − Δ)Δ ≥
∑

𝑣∉𝒩 (𝑥)
𝑑(𝑣) ≥ 𝑒(𝐺).

对于所有可能的 Δ，左侧的上界在 Δ∗ = ⌊
𝑛
2 ⌋时最大，因此结论成立．结论的等号在

完全二部图 𝐾
⌊

𝑛
2 ⌋,⌈

𝑛
2 ⌉
中是可以取到的，它恰有 ⌊

𝑛2

4 ⌋条边（而且可以证明，只有 𝐾
⌊

𝑛
2 ⌋,⌈

𝑛
2 ⌉

才能取到等号）． ◻
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习题 16.2
1. 证明：一个至少有两个顶点的简单图中，至少有两个顶点的度数是相同的．
2. 设 𝐺是一个至少有两个顶点的简单图，判断以下两个命题的正确性并说明理由：
(1) 在 𝐺中去掉一个度为 Δ(𝐺)的顶点（相关联的边也删去），那么平均度 𝑑(𝐺)不会增加；
(2) 在 𝐺中去掉一个度为 𝛿(𝐺)的顶点（相关联的边也删去），那么平均度 𝑑(𝐺)不会减少．

3. 设 𝑛 ≡ 0, 1 (mod 4)，构造一个有 𝑛(𝑛−1)
4 条边的简单图，使得其满足 Δ(𝐺) − 𝛿(𝐺) ≤ 1．

4. 假设同学之间总是相互认识或者相互不认识，而且没有人一个同学也不认识．给定一群同学，
如果某同学所认识的同学平均认识的人数不低于全体同学平均认识的人数，就称该同学是“追星

族”．证明：总是有一个追星族．（改编自 [ajtai1980note]．）
5. 设图 𝐺中有两个相邻顶点 𝑢, 𝑣，证明：存在至少 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣) − |𝐺|个其他顶点，这些顶点中的每
个都和 𝑢, 𝑣分别相邻．
6. 给定正整数 𝑘，问：𝑘-正则图最少有多少个顶点？证明你的结论．
7. 设 𝑠 < 𝑘，任意一个 𝑛 顶点的 𝑘-正则图中一定有一个 𝑛 顶点的 𝑠-正则子图吗？证明你的结
论．（子图的概念参看后文．）

8. 设图 𝐺中有一个大小为 𝑘的独立集，问：𝐺中最多有多少条边？证明你的结论．
9. (Havel, [havel1955remark]) 将图中顶点的度全部从大到小列出，得到 𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑛，称为度

数序列．握手定理说明必有 𝑑1 + ⋯ + 𝑑𝑛 是偶数．

(1) 证明：逆命题也成立，即若某序列的元素和是偶数，那么存在一个图（不一定是简单图）使得
其度数序列就是该序列．

(2) 证明：序列 𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑛 是一个简单图的度数序列当且仅当

𝑑2 − 1, … , 𝑑3 − 1, … , 𝑑𝑑1+1 − 1, … , 𝑑𝑑1+2, … , 𝑑𝑑1+3, … , 𝑑𝑛

（经过适当排列后）是某个简单图的度数序列．

(3) 判断 5, 5, 5, 4, 2, 1, 1, 1是否可能是一个简单图的度数序列．

10. 设图 𝐺有 𝑛个顶点，若其中不存在四个点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，使得 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴两两相邻（即图
中有四边形），证明：它至多有 1

4 𝑛(1 + √4𝑛 − 3)条边．

11. 假设图 𝐺满足Mantel定理中的条件，而且任意两个不相邻的顶点恰好有两个公共的邻居．证
明：𝐺是 𝑘-正则图，而且 |𝐺| = 1 + 𝑘 + (𝑘

2)．

12. 桥牌是四个人组成两队搭档进行博弈的牌戏．15位同学相约打桥牌，规定如果四个人中有
某两个人已经搭档过，那么这四个人不能再成牌局．某天这 15个同学中的一个临时决定去写
离散数学的作业，剩下 14 人打到每个同学都和另外四人组过队后，又玩了六局．此时他们发
现不能再玩了．证明：此时可以把那个在写作业的同学叫来，他们至少还能再玩一局．（取自

[west2001introduction]．）
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262 十六 图的概念

16.3 路径和圈
把城市看成图中的顶点，若其间有道路直接相连，就在城市之间连接一条边，这样得

到的图可以视为交通网络．在交通网络中，人们总会关心城市之间是否有一条路径．

路径 𝑃𝑛 正如其名，是指 𝑛个不同顶点 𝑣1, … , 𝑣𝑛 组成，在 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)间
恰各有边的一个如同线段的图．𝑣2, … , 𝑣𝑛−1 称为该路径的内点．此时我们说该路径的

长度是 𝑛 − 1，并把它记为 𝑃𝑛（参看图 16.10左侧）．表示路径时可把顶点按顺序列出

图 16.10: 路径和圈

𝑣1𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛，读作“从 𝑣1到 𝑣𝑛的路径”．若进一步把 𝑣𝑛𝑣1相连就得到圈 𝐶𝑛．此时我们说该

圈的长度是 𝑛，并把它记为 𝐶𝑛（参看图 16.10右侧）．
更一般地，设 𝑢, 𝑣（不必互异）是图 𝐺(𝑉 , 𝐸)中的两个顶点，如果存在顶点序列（不

必互异）𝑣1, … , 𝑣𝑛−1 使得 𝑢𝑣1, 𝑣1𝑣2, … , 𝑣𝑛−1𝑣皆在 𝐸 中，就称 𝑢𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛−1𝑣是一条（𝑢𝑣）
通路．特别地，当 𝑢 = 𝑣时，称通路 𝑢𝑢1 ⋯ 𝑢𝑛−1𝑢是一条（𝑢𝑢）回路．没有重复边的通路和
回路分别称为简单通路和简单回路．

16.3.1例 图 16.11中，𝑎𝑥𝑎𝑥𝑢𝑦𝑐𝑑𝑦𝑣𝑥𝑏𝑎是长 12的回路，𝑥𝑎𝑥𝑢𝑦𝑐𝑑𝑦𝑣𝑥𝑏是长 9的通路；而
𝑎𝑥𝑢𝑦𝑐𝑑𝑦𝑣𝑥𝑏𝑎和 𝑥𝑢𝑦𝑐𝑑𝑦𝑣𝑥𝑏则分别是简单回路和简单通路．图中有 5个圈，每个顶点都

𝑥 𝑦

𝑢

𝑣

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

图 16.11: 通路和回路

至少在一个圈中． ♢

邻接矩阵可以用来计算任何两个顶点之间的通路和回路数．

16.3.2定理 设 𝐴是 𝑛阶无向图（顶点标为 1, 2, … , 𝑛）的邻接矩阵，则 𝐴ℓ 中的 𝑖𝑗 元表
示从 𝑖到 𝑗 的长度为 ℓ的通路数目（𝑖 = 𝑗 时则为回路）．

证明 对 ℓ归纳．ℓ = 1时显然．ℓ > 1时记 𝐴ℓ 的 𝑖𝑗 元为 𝑎(ℓ)
𝑖𝑗 ，由归纳假设，从 𝑖到 𝑗，最

后经过 𝑣𝑡 的通路个数为 𝑎(ℓ−1)
𝑖𝑡 𝑎𝑡𝑗，所以从 𝑖到 𝑗 长度为 ℓ的通路总数是

∑𝑛
𝑡=1 𝑎(ℓ−1)

𝑖𝑡 𝑎𝑡𝑗，

故命题成立． ◻

利用这种算法可以找出图中的许多数量，比如最短路径的长度 𝑑(𝑖, 𝑗) = min{𝑎(ℓ)
𝑖𝑗 ∶ 𝑎(ℓ)

𝑖𝑗 ≠
0}，从 𝑖到 𝑗 的长度不超过 ℓ的通路总数为 𝑎𝑖𝑗 + 𝑎(2)

𝑖𝑗 + ⋯ + 𝑎(ℓ)
𝑖𝑗 ，等等．顺便提及，图 𝐺
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§16.3 路径和圈 263

中任何两点之间最短路径的最大值称为直径 diam𝐺，所有圈的长度的最小值称为围长
𝑔(𝐺)．

路径和圈则分别是没有重复顶点的通路和回路（回路的首尾顶点的重复不计），根

据不走回头路的思想，只要有通路则必然有路径．这样一来，因为路径（圈）结构比较简

单，所以通常情况下不需要讨论一般的通路（回路）．

16.3.3命题 设 𝑢, 𝑣为 𝑛阶图 𝐺中的顶点，那么从 𝑢到 𝑣的任何通路必包含从 𝑢到 𝑣的
路径，且所说路径的长度不超过 𝑛 − 1．

𝑢0 𝑢1 𝑢𝑖/𝑢𝑗 𝑢𝑗+1 𝑢ℓ−1 𝑢ℓ

𝑢𝑗−1 𝑢𝑖+1

图 16.12: 不走回头路：有通路则必然有路径

证明 因为路径没有重复顶点，所以后半句话是显然的．设 𝑢 = 𝑢0𝑢1 ⋯ 𝑢ℓ−1𝑢ℓ = 𝑣是长
度为 ℓ的通路（参看图 16.12），对 ℓ归纳．若 ℓ = 1则已经得到一条路径．否则，若这通
路不是路径，则必存在 𝑖 < 𝑗 使得 𝑢𝑖 = 𝑢𝑗，于是 𝑢0𝑢1 ⋯ 𝑢𝑖𝑢𝑗+1 ⋯ 𝑢ℓ 是一条长度不足 ℓ的
通路，此时由归纳假设即得结论． ◻

以下我们以路径和圈为载体，展示一种今后经常使用的论证技巧：极值法．我们称

一个图中的结构（相对于某个性质）是极大的，如果不存在真包含它的满足相应性质的

母结构．按同样套路可定义极小的概念．

16.3.4引理 设图 𝐺满足 𝛿(𝐺) ≥ 2，则 𝐺必包含一个至少长为 𝛿(𝐺)的路径和一个至少
长 𝛿(𝐺) + 1的圈．

证明 选择一条图中的极大路径 𝑣1𝑣2 ⋯ 𝑣𝑘（即不存在更长的路径，使得该路径包含

𝑣1, … , 𝑣𝑘 中的所有顶点和边）．任何一条路径只要不是极大路径，则至少有一个端点与

路径本身以外的顶点相邻，于是路径还可以扩大，直到变成极大路径为止．由此我们得

到 𝒩 (𝑣𝑘) ⊆ {𝑣1, … , 𝑣𝑘−1}（参看图 16.13）．

𝑣1 𝑣2 𝑣𝑖 𝑣𝑘

图 16.13: 任何一条路径只要不是极大路径，则至少有一个端点与路径本身以外的顶点相邻

现在取 𝑖 = min{𝑗 ∶ 𝑣𝑗 ∈ 𝒩 (𝑣𝑘)}，则 𝑣1, … 𝑣𝑖−1都不是 𝑣𝑘的邻居．于是 𝑘−1−(𝑖−1) =
𝑘 − 𝑖 ≥ 𝛿(𝐺)，表明 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 ⋯ 𝑣𝑘 和 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 ⋯ 𝑣𝑘𝑣𝑖 分别是想要的路径和圈． ◻
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264 十六 图的概念

今后还会看到许多极大（小）结构在证明的作用．

16.3.5例题 设图中有一条长度为奇数的 𝑣𝑣通路（回路），证明：其中必包含一个长度为
奇数的 𝑣𝑣圈．（注：长度为奇（偶）数的圈简称为奇（偶）圈．）

证明 记所说的通路是𝑊，还是对𝑊 的长度 ℓ归纳．
如果 ℓ = 1或 2，则𝑊 已经是一个圈．设命题对所有 𝑘 < ℓ都已经成立，若𝑊 中没

有重复的顶点，则𝑊 是一个圈；否则，设 𝑣是一个重复的顶点，视𝑊 从 𝑣开始，则它可
分解为两个 𝑣𝑣通路．因为𝑊 长度为奇数，所以两个通路中一定有一个长度更短的奇数

长的通路，依据归纳假设，其中有一个奇圈． ◻

习题 16.3
1. 对于 𝐾4，回答以下问题：

(1) 其中是否存在一个非简单的通路？
(2) 其中是否存在一个不是回路也不是路径的简单通路？
(3) 其中是否存在一个不是圈的简单回路？

2. 设某个图中的顶点 𝑢, 𝑣, 𝑤满足：存在 𝑢𝑣路径和 𝑣𝑤路径，证明：存在 𝑢𝑤路径．
3. 极值法和归纳法都是常用的技巧，请用归纳法重新证明引理 16.3.4．
4. 设图 𝐺有 𝑛个顶点而且 𝐺的边数不少于 𝑛，证明：𝐺中有圈．
5. 本题允许图中有重边，但不考虑自环．设图 𝐺满足 𝛿(𝐺) ≥ 3，证明：𝐺中有偶圈．
6. (1) 设回路𝑊 中不包含圈，证明：𝑊 中一定有两个顶点 𝑣1, 𝑣2，使其形如⋯ 𝑣1𝑣2𝑣1 ⋯．
(2) 设回路𝑊 中的边 𝑒在该回路中出现奇数次，证明：𝑊 包含一个圈，而且这个圈含边 𝑒．

7. 设图 𝐺中至少有一个圈，证明：𝑔(𝐺) ≤ 2 diam𝐺 + 1．
8. 求出 Peterson图的直径和围长．
9. 设图 𝐺有 10个顶点，若其中不存在三个点，使得三者两两相邻（即图中有 𝐾3），也不存在一个

长度为 4的圈（即图中有 𝐶4），求 𝐺的边数的最大值．

16.4 连通性
设图 𝐺中有两个顶点 𝑢, 𝑣，如果它们之间存在一条路径，我们就称这是一条 𝒖𝒗路

径，并说 𝑢, 𝑣是相互可达的．容易看出，顶点相互可达的关系是一个等价关系，它把图中
的顶点划分为若干等价类，等价类之间都没有边相连；每个等价类及其中的边合起来称

为连通分量．如果整张图只有一个连通分量，就说这张图是连通的．我们规定只有一个

点的图也算作连通的．

16.4.1例 图 16.14给出了一个二部图（为什么？），其中有 3个连通分量．

16.4.2命题 有 𝑛个顶点和 𝑚条边的图至少有 𝑛 − 𝑚个连通分量．
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图 16.14: 图中有 3个连通分量

证明 在有 𝑛个顶点，但没有边的图上逐一添加 𝑚条边，最后得到所说的图．起初图中
有 𝑛个连通分量，而每次加边至多把两个不相连的连通分量合并为一个，即是连通分量
至多减少一个．所以最后至少有 𝑛 − 𝑚个连通分量． ◻

16.4.3推论 有 𝑛个顶点的连通图至少有 𝑛 − 1条边．

路径和圈和连通性紧密相连．在命题 16.4.2的证明中，添加一条边至多减少一个连
通分量．反过来，删除一条边也至多增加一个连通分量．如果在图 𝐺中删去一条边的之
后所得的连通分量比 𝐺多，就称 𝑒是割边．与边对应，如果在图 𝐺中删去一个点 𝑣（与
𝑣相连的边也连带删除）之后的所得的连通分量比 𝐺多，就称 𝑣是割点．需要注意的是，
去掉割点之后的连通分量数目可能会比原图多超过 1．

举例来说，图 16.11中全部的割点是 𝑥, 𝑦，因为所有的边都在某个圈中，所以没有割
边．这后半句话实际上是刻画割边的一个充分必要条件．

16.4.4引理 图中的边是割边当且仅当它不在某个圈中．

证明 设 𝑒 = {𝑥, 𝑦}是所说的边，令它所在的连通分量为𝐻．
充分性．若 𝑒不是割边，则𝐻 去掉边 𝑒后仍然是连通的，其中有一条 𝑥𝑦路径，它和

𝑒合在一起得到一个圈（参考图 16.15），矛盾．

𝑢 𝑣𝑥 𝑦

𝐶

𝑒

图 16.15: 𝑥𝑦路径和 𝑒合在一起得到一个圈

必要性．如果 𝑒在某个圈 𝐶 中，我们只需证明 𝐻 去掉边 𝑒后仍然是连通的．任取
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻，如果 𝑢𝑣路径中不包含边 𝑒，则 𝐻 去掉边 𝑒后其中仍然有这条路径，依然是连
通的．否则，不妨设去掉边 𝑒后还有 𝑢, 𝑥路径和 𝑦, 𝑣路径，这和 𝑥, 𝑦沿圈 𝐶 的路径合起
来就是 𝑢𝑣通路，因而必然存在 𝑢𝑣路径．所以𝐻 去掉边 𝑒后还是连通的，矛盾． ◻

让我们进一步用圈的概念给出一个判定二部图的方法．在连通性一节处理它是因

为证明中有一个小的技术细节需要用到连通分量的概念．

16.4.5定理 (König) 一个（至少有两个顶点的）图是二部图当且仅当它不包含奇圈．

证明 必要性．设二部图 𝐺划分为两个独立集 𝑋, 𝑌，则任何一条通路必在 𝑋, 𝑌 间交替，
从而每条从 𝑋 开始，返回到 𝑋 的通路长度必为偶数，所以不可能有奇圈．
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266 十六 图的概念

充分性．由于如果图 𝐺的每个连通分量都是二部的，则它是二部的，所以可不妨设
没有奇圈的图 𝐺是连通的．依据必要性的证明思想，我们选定一个 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺)作为基准，
定义 𝑓(𝑣)为 𝑢, 𝑣之间最短路径的长度，并令

𝑋 = {𝑣 ∶ 𝑓(𝑣)是偶数}, 𝑌 = {𝑣 ∶ 𝑓(𝑣)是奇数}.

假如 𝑋 中的点 𝑣, 𝑣′ 间有一条边，则 𝑢𝑣之间的最短路径，𝑣𝑣′ 和 𝑢𝑣′ 之间最短路径的

反向合起来是一个长度为奇数的通路，根据例题 16.3.5的结果知其中必然包含奇圈，矛
盾．因此 𝑋, 𝑌 都是独立集，𝐺 = (𝑋, 𝑌 )是二部图． ◻

假设两个图都是连通的，如何定量比较两个连通图的连通性的强弱？设想有两套通

信网络 𝐴, 𝐵，其中若干条光缆或若干机器损坏可能破坏整个网络的连通性，如果 𝐴相比
𝐵 对这种损坏的鲁棒性要好（在一定的损坏下还能保持连通），那么 𝐴的连通性就比 𝐵
要强了．以下抽象这种想法．

机器的损坏可建模为点连通度．设 𝐺是连通图，如果在其中删除了某个点的集合 𝑆
（和 𝑆 中顶点相连的边也连带删除），得到的新图不连通，就称 𝑆 是点割集．

16.4.6定义 连通图 𝐺的最小点割集的大小称为点连通度，记为 𝜅(𝐺)．如果不存在这样
的割集，则令 𝜅(𝐺) = |𝐺| − 1．约定非连通图的点连通度为 0．满足 𝜅(𝐺) ≥ 𝑘的图称为 𝒌-
（点）连通的．

16.4.7例 任何一个团都没有割集，所以 𝜅(𝐾𝑛) = 𝑛 − 1．对于非完全图，总存在不相邻的
两个点，删除除了这两个点之外的所有点一定得到一个非连通图，因此 𝜅(𝐺) ≤ |𝐺| − 2．

设完全二部图 𝐾𝑚,𝑛 的两个独立集分别为 𝑋, 𝑌，凡是至少包含一个 𝑋 中点和
𝑌 中点的导出子图都是连通的，所以其割集必须包含 𝑋, 𝑌 之一中的全部点．从而
𝜅(𝐾𝑚,𝑛) = min(𝑚, 𝑛)． ♢

光缆的损坏可建模为边连通度．设 𝐺是连通图，如果在其中删除了某个边的集合
𝑇，得到的新图不连通，就称 𝑇 是边割集．只有一条边（割边）的割集称为桥．

16.4.8定义 连通图 𝐺的最小边割集的大小称为边连通度，记为 𝜆(𝐺)．约定非连通图的
边连通度为 0．满足 𝜆(𝐺) ≥ 𝑘的图称为 𝒌-边连通的．

16.4.9注 这里有一些比较微妙的概念区别需要详加解释．

设 𝑆 是顶点集 𝑉 (𝐺)的非空真子集，用 𝑆 表示 𝑉 (𝐺) ⧵ 𝑆，那么连接 𝑆, 𝑆 的全部边的
集合 𝑇 = 𝐸(𝑆, 𝑆)当然是边割集，这样的边割集称为割（或断集，可简记为 (𝑆, 𝑆)）．此
时 𝑆, 𝑆 称为 𝐺的两个侧面．

边割集不一定是割，因为它可能有一些额外的边．图 16.16示出了一个例子．然而，
割并非就是极小的边割集．比如，在 𝐾1,2 中有三个割，它们中含有两条边的不是极小的．

现在定义：若一个边割集是极小的，即其任何非空真子集都不是边割集，我们就称它是

键．键一定是割．事实上，设 𝑆 是图 𝐺的一个极小边割集，在图中去掉所有 𝑆 中的边得
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边割集

𝐻

𝐻

割

图 16.16: 边割集和割的区别，二者中的边分别用粗线示出

𝐺′，任取 𝐺′ 的一个连通分量𝐻，则 𝑆 中的边或者在𝐻 中只有一个顶点，或者两个端点
都不在𝐻 中（否则与极小性矛盾），这就导出 𝐸(𝑉 (𝐻), 𝑉 (𝐻)) ⊆ 𝑆，说明 𝑆 是割．

总结起来，键 ⊊割 (断集) ⊊边割集． ♤

边割集和点割集的关系是形象的：删除一个顶点就会删除与其关联的所有边，这暗

示 𝜅(𝐺) ≤ 𝜆(𝐺)．以下形象的定理将它们二者和最小度关联在一起．

16.4.10定理 (Whitney, [whitney1932congruent]) 对于（非平凡的）图 𝐺 总有 𝜅(𝐺) ≤
𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺)．

证明 考虑 𝐺中具有最小度的点，它连接的边显然是一个边割集，所以 𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺)．
取最小割 𝐸(𝑆, 𝑆)，则 |𝐸(𝑆, 𝑆)| = 𝜆(𝐺)．如果 𝑆 中的点和 𝑆 中的点两两有连边，则

𝜆(𝐺) = |𝑆|(|𝐺| − |𝑆|) ≥ |𝐺| − 1 ≥ 𝜅(𝐺)，命题成立．否则，存在一对 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑦 ∈ 𝑆 使得 𝑥𝑦
不相邻（参考图 16.17）．

𝑇
𝑇
𝑇

𝑥

𝑆

𝑦

𝑇
𝑇

𝑆

图 16.17: 取最小割 𝐸(𝑆, 𝑆)并考虑其中一对不相连的点 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑦 ∈ 𝑆

我们设法断开 𝑥𝑦之间的所有路径．设 𝑇 是 𝑥在 𝑆 中的所有邻居和所有在 𝑆 中有
邻居的 𝑆 ⧵ {𝑥}中的顶点，删除顶点集 𝑇 将导致 𝑥𝑦之间不存在路径，所以 𝑇 是点割集．
另一方面，我们把 𝑇 ∩ 𝑆 中的每个点对应到它和 𝑥连接的边，把 𝑇 ∩ 𝑆 中的每个点

对应到它和 𝑆 中的某个邻居相连的边（如图 16.17中粗边所示），这是一个单射，所以
𝜅(𝐺) ≤ |𝑇 | = |𝑇 ∩ 𝑆| + |𝑇 ∩ 𝑆| ≤ |𝐸(𝑆, 𝑆)| = 𝜆(𝐺)． ◻
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习题 16.4
1. 证明：一个图 𝐺(𝑉 , 𝐸)是连通的，当且仅当对任意的非空划分 𝑉1 ⊔ 𝑉2 = 𝑉，边集 𝐸(𝑉1, 𝑉2)是非
空的．

2. 设 𝑣为图 𝐺的割点，证明：在 𝐺中去掉点 𝑣，所得新图是连通图．
3. 设 𝐺是有 𝑛个顶点的图，试问 𝐺中的割点至多有多少个？证明你的结论．
4. 设 𝐺是有 𝑛 (𝑛 ≥ 2)个顶点的图，其中恰有 𝑘个连通分量，问：𝐺中最多有多少条边？证明你的
结论．

5. 设图 𝐺有 𝑛个顶点，满足 Δ(𝐺) = ⌈
𝑛
2 ⌉ , 𝛿(𝐺) = ⌊

𝑛
2 ⌋ − 1，证明：𝐺是连通的．

6. 假设 𝑃 , 𝑄是连通图中的两条最长的路径，证明：𝑃 , 𝑄至少有一个公共点．
7. 设 𝐺是至少有个三个顶点的连通图，证明：其中存在相邻或者有一个公共邻居的顶点 𝑥, 𝑦，使得
去掉 𝑥, 𝑦之后 𝐺还是连通的．
8. 设正整数 𝑘 ≥ 2，证明：𝑘-正则的二部图没有割边．
9. 求 𝑛维立方体 𝑄𝑛 的点连通度．

10. 求最小的 3-正则图，使得其点连通度是 1．

11. (Harary, [harary1962maximum]) 设图 𝐺有 𝑛个顶点，𝜅(𝐺) = 𝑘，证明：𝑒(𝐺) ≥ ⌈
𝑘𝑛
2 ⌉．这个界是

紧的吗？给出反例或者构造紧实例．

12. 设 𝑒是图 𝐺中的一条边，用 𝐺′ 表示去掉边 𝑒得到的图，证明：𝜅(𝐺′) ≥ 𝜅(𝐺) − 1．
13. 设 𝐵是连通图 𝐺中的割，证明：𝐵是键当且仅当 𝐺去掉 𝐵中所有边后恰有两个连通分量．
14. 证明：每个割都是键的不交并．
15. 假设 𝐶1, 𝐶2 是两个割，证明：𝐶1 △ 𝐶2 也是割．

16. 证明：对于 3-正则图 𝐺总有 𝜅(𝐺) = 𝜆(𝐺)．另外证明：如果 Δ(𝐺) ≤ 3，那么 𝜅(𝐺) = 𝜆(𝐺)．
17. 设 𝐺是有 𝑛个顶点的连通图，证明：𝜅, 𝜆, 𝛿的关系有且只有下面三种可能：
(1) 𝜅 = 𝜆 = 𝛿 = 𝑛 − 1；
(2) 1 ≤ 2𝛿 − 𝑛 + 2 ≤ 𝜆 = 𝛿 ≤ 𝑛 − 2；
(3) 𝜅 ≤ 𝜆 ≤ 𝛿 < ⌊

𝑛
2 ⌋．

16.5 图同构和子图
回忆我们前面讲到过一些特殊类型的图，比如完全图、二部图等．需要注意的是，

一张图是完全图、二部图等等类型和它是如何画出的，以及和 𝑉 , 𝐸 中元素是什么（“标
签”）都没有关系（相反，邻接矩阵和关联矩阵的形态则和标签有关），因此我们论述的

图的类型和性质一般是在图同构意义下说的：不关心顶点集 𝑉 和 𝐸 的具体排布和具体
内容．
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§16.5 图同构和子图 269

16.5.1定义 对图 𝐺, 𝐺′，若存在双射 𝜑∶ 𝑉 (𝐺) ⟶ 𝑉 (𝐺′)，使得 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸(𝐺) ⟺
{𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)} ∈ 𝐸(𝐺′)，那么称 𝐺, 𝐺′ 是同构的，记为 𝐺 ≅ 𝐺′，𝜑称为同构映射．当 𝐺 = 𝐺′

时，𝜑则称为自同构．

1

2

3

4
𝐺1

𝑎

𝑑

𝑏

𝑐
𝐺2

图 16.18: 图 𝐺1, 𝐺2 同构

例如，图 16.18中的两张图藉由同构映射 𝜑(1) = 𝑎, 𝜑(2) = 𝑐, 𝜑(3) = 𝑏, 𝜑(4) = 𝑑联系，
因此性质基本相同．

利用图同构可把图划分为同构的等价类，每个等价类都称为无标号图（相当于去掉

𝑉 , 𝐸 中元素的“标签”），而 𝑉 或 𝐸 带有标签以作区分的图称为有标号图．在同构意义
下封闭的关于图的一条陈述则称为图性质，所以图性质是关于无标号图的（相应地，邻

接矩阵和关联矩阵式针对有标号图的）．

按照之前的代数结构的讨论模式，说到同构时我们总是一并提到子结构，在图论中

这就是子图．

16.5.2定义 设 𝐺(𝑉 , 𝐸)为图，𝐺的子图就是满足 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 , 𝐸′ ⊆ 𝐸 的图 𝐺′(𝑉 ′, 𝐸′)，记为
𝐺′ ⊆ 𝐺．非正式地，这也用“𝐺包含 𝐺′”表达．

如果 𝐸′ 包含了 𝐺中所有连结 𝑉 ′ 中顶点的边，就称 𝐺′ 是导出子图，𝑉 ′ 导出了 𝐺′，

记为 𝐺′ = 𝐺[𝑉 ′]．而如果 𝑉 = 𝑉 ′，就称 𝐺′ 是 𝐺的生成子图．

需要注意，当我们说图 𝐺′ 是 𝐺的子图时，其确切含义是存在 𝐺′ 到 𝐺的某个子图的同
构映射．有时候这种情况也表述为 𝐺中有一个 𝐺′的“副本”（参看第 15章的例题 15.2.2
等）．

16.5.3例 (i)在图 16.19中，𝐺1是 𝐺的生成子图，但不是导出子图；𝐺2是 𝐺的导出子图，
但不是生成子图．

𝐺 𝐺1 𝐺2

图 16.19: 生成子图和导出子图的例子

(ii)回顾极值法．我们称某个子图具有的性质 𝑃 是极大的，如果任意真包含它的图
都不再具有性质 𝑃．类似可以定义极小的概念．图的连通分量都是其子图，而且任意一
个真包含它的子图都不是连通的，所以连通分量可以重新表述为极大连通子图． ♢
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270 十六 图的概念

借此机会，我们用子图的术语来表达一下关于图的一些运算．

对于图𝐺1(𝑉1, 𝐸1), 𝐺2(𝑉2, 𝐸2)，自然地定义其并和交为 (𝑉1∪𝑉2, 𝐸1∪𝐸2), (𝑉1∩𝑉2, 𝐸1∩
𝐸2)．

我们在割边和割点的定义中遇到过删除操作．从图 𝐺(𝑉 , 𝐸)中删去一个边集 𝑆 就
得到 (𝑉 , 𝐸 ⧵ 𝑆)，而删除一个点集 𝑇 时还需要去掉 𝑇 全部的关联边，即 (𝑉 ⧵ 𝑇 , 𝐺[𝑉 ⧵ 𝑇 ])．
现在将它们分别简记为 𝐺 ⧵ 𝑆, 𝐺 ⧵ 𝑇．

另一种不寻常的“删除”操作则是收缩．收缩边 𝑒 = {𝑢, 𝑣}，就是在图 𝐺 中去掉
𝑢, 𝑣两个点，并将原来和 𝑢, 𝑣关联的边都和一个新点 𝑤连接，该操作记为 𝐺/𝑢𝑣（参考图
16.20）．如不作额外说明，我们要求收缩产生的重边均只保留一条．

𝑢

𝑣

⟹ 𝑤

图 16.20: 收缩边 𝑢𝑣得到点 𝑤

若图 𝐺 能通过一系列收缩边的操作得到图 𝐻，我们就称 𝐻 是 𝐺 的收缩，并记
𝐺 = 𝐼(𝐻)．如果还允许删除点和删除边的操作，就称得到的 𝐻 是 𝐺的子式．由于只删
除点和边得到的是 𝐺的子图，因此𝐻 是 𝐺的子式当且仅当 𝐺包含一个子图使得它可以
收缩得到𝐻．

16.5.4例 观察图 16.21．𝑋 是 𝑌 的子式，因为其中有一个子图可以收缩（图中阴影）得

𝑌 𝐼(𝑋)
𝑋

图 16.21: 𝑋 是 𝑌 的子式

到 𝑋．由 𝑋 和 𝐼(𝑋)的对比可以看出，收缩的逆过程是把每个顶点换成一个连通子图，
并把点对应的边换成这些连通子图之间的边．𝐼(𝑋)中 𝐼 的含义就是“膨胀”． ♢

习题 16.5
1. 为图 16.22中的五个图划分同构类：对于同构的图给出同构映射，对于不同构的则要说明理由．
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§16.6 有向图 271

图 16.22: 习题 16.5.1中的五个图

2. 对正整数 𝑛 ≥ 2，确定 𝑃𝑛, 𝐶𝑛, 𝐾𝑛 分别有多少个自同构映射．

3. 称 𝐺是自补图，如果 𝐺 ≅ 𝐺．证明：自补图的顶点个数 𝑛满足 𝑛 ≡ 0, 1 (mod 4)．
4. 设图 𝐺没有孤立点，亦没有恰有两条边的导出子图，证明：𝐺必为完全图．
5. 设 𝐺是至少有三个顶点的连通图，判断以下命题的正确性并说明理由：
(1) 每个 𝐺中顶点都处于一个同构于 𝑃3 的导出子图中；

(2) 每条 𝐺中边都处于一个同构于 𝑃3 的导出子图中．

6. (Wolk, [wolk1965note]) 设连通图 𝐺有 𝑛个顶点，其任何导出子图都不同构于 𝑃4 和 𝐶4，证明：𝐺
中有一个度为 𝑛 − 1的顶点．

7. 证明：𝐺为二部图当且仅当 𝐺的任何子图𝐻 都有一个顶点数至少为 |𝐻|
2 的独立集．

8. 假设 𝐺有 4个顶点，分别删除这 4个顶点中的每一个，得到图 16.23中的四个导出子图．请根
据这些信息画出 𝐺．

图 16.23: 习题 16.5.8图

16.6 有向图
虽然我们主要讨论无向图，但是有向图的概念也是常用的．比如，偏序关系是反对

称性的，无法直接使用无向图来表达．

16.6.1定义 有向图 𝐷由二元组 (𝑉 , 𝐸)构成，其中 𝑉 是一个集合，称为顶点，𝐸 是 𝑉 中
元素有序对构成的（多重）集合，称为边．

对于每条边 𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸，𝑢, 𝑣分别作为 𝑒的起点和终点，读作“𝑢指向 𝑣的边”．

有向图 𝐷的关联矩阵定义为

𝑀(𝐷)𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 (𝑣𝑖 是边 𝑒𝑗 的起点),
−1 (𝑣𝑖 是边 𝑒𝑗 的终点),
0 (否则).
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272 十六 图的概念

有向图有时可以看成在无向图（不一定是简单图）𝐺(𝑉 , 𝐸)上添加定向 init∶ 𝐸 ⟶
𝑉 , ter∶ 𝐸 ⟶ 𝑉 得到的（即确定每条边的起点和终点）．我们把 𝐺称为有向图的基图．

如果在简单无向图上给予定向，所得的有向图没有重边（包括反向边和平行边）和

自环，这种图也称为定向图．

16.6.2约定 若不加另外说明，我们要讨论的也是简单有向图：不允许 𝐸 中有起点，终点
都相同的多条边，也不允许有自环，但一对反向边是可以出现的．（所以定向图真包含于

简单有向图中．）

因为边是有向的，所以每个顶点 𝑣连出的边要分为两种．所有以 𝑣为起点的边称为
出边，连接的点称为后继，它们的全体记为 𝒩 +(𝑣)，其数目为出度 𝑑+(𝑣)．所有以 𝑣为终
点的边称为入边，入边连接的点称为前驱，它们的全体记为 𝒩 −(𝑣)，其数目为入度 𝑑−(𝑣)．
类似握手定理，我们有

16.6.3命题 设 𝐺是有向图，则∑
𝑣∈𝑉 (𝐺)

𝑑+(𝑣) =
∑

𝑣∈𝑉 (𝐺)
𝑑−(𝑣) = 𝑒(𝐺).

16.6.4例 有 𝑛个人举行象棋循环赛，每两个人都比赛一场（没有和棋）．用顶点表示人，
如果 𝐴赢了 𝐵，就以 𝐴为起点，𝐵 为终点连一条有向边．这样得到的图是 𝐾𝑛 的一个定

图 16.24: 竞赛图 𝑇5 中的一种

向，称为竞赛图 𝑇𝑛（参看图 16.24）．将有向图的出度序列从大到小排列，得到出度序列．
对于竞赛图，其出度序列可以视为比赛的得分． ♢

对于有向图，路径、圈、图同构、子图等概念均可依样画葫芦定义，只需要注意每条

边都是包含定向的．例如，如果顶点序列 𝑃 = 𝑣0𝑣1𝑣2 … 𝑣𝑛 是基图中一条长为 𝑛的路径，
而且对于 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，图中都存在 𝑣𝑖 指向 𝑣𝑖+1 的边，那么 𝑃 就是有向图中的路径．惟
有向图的连通性分两种：若其基图是连通的，则称其为弱连通的；若对任何顶点的有序对

(𝑢, 𝑣)，总是存在从 𝑢到 𝑣的有向路径，则称其为强连通的．
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习题 16.6
1. 给出生活中的一个关系的实例，它可以用没有圈的有向图来描述，而且不能直接用无向图描述．
2. 证明：一个有向图 𝐷(𝑉 , 𝐸) 是连通的，当且仅当对任意的非空划分 𝑉1 ⊔ 𝑉2 = 𝑉，有向边集
𝐸(𝑉1, 𝑉2)是非空的．

3. 对于至少有两个顶点的有向图，判定下列命题的正确性：存在两个点的入度相等，或者存在两
个点的出度相等．说明理由．

4. 有 2022个同学进行循环赛，规定赢一局得 1分，否则得 −1分，没有平局，是否存在如下情况：
比赛结束后每个人的得分均为 0，说明理由．
5. (拓扑排序) 假设有 𝑛个顶点的有向图 𝐷中无圈，证明：可以将顶点排列为 𝑣1, … , 𝑣𝑛，使得如果

𝐷中有边 (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)，那么 𝑖 < 𝑗．

6. 设强连通的有向图 𝐷是 𝐺的定向，证明：𝐺有奇圈当且仅当 𝐷有奇圈．
7. 证明：强连通的（至少有三个顶点的）竞赛图中必有一个长度为 3的圈．
8. (Laudau, [landau1953dominance]) 若干位同学进行循环赛，没有平局，证明：一定存在一个“大
佬”𝐾，每个同学或者直接输给了 𝐾，或者输给了某个业已直接输给 𝐾 的人．
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17 | 树
阅读提示

本章讨论最简单的连通图——树的性质．因其结构简单，树的各种性质的证明比

较容易，然而却十分典型，而且实际工作中图论性质的探索可以从树的例子上开

始，所以有必要掌握．本章给出了树的几条等价定义和树的计数问题．其中树的

等价定义对于数据结构是很重要的，学会了证明之后便可以自行处理习题中涉及

的最小生成树问题．而树的计数问题中的一一对应法是很优美的，而且我们提供

的证明体现了计数问题的常见套路：先用生成函数找答案，再尝试给一个一一对

应法的证明．虽然如此，如果读者对和树有关的计数问题不感兴趣，则可以只读

§17.1节（其余内容需要生成函数作为前置基础）．

在生活中，树是具有木质树干及树枝的植物，所有的树枝或者从树干长出，或者从已

有的树枝中分支形成，而且它们通常不会连接成环．这样的形状在数据结构中有着丰富

的应用．

17.0.1定义 连通无圈图称为树．无圈图称为森林．（因而森林就是无圈图，其每个连通

分量都是一棵树．）

在树中，度为 1的顶点称为叶子．

17.0.2引理 非平凡树（至少含有 2个顶点）至少有两片叶子．在 𝑛个顶点的树中删除
一个叶子顶点，剩下的图是有 𝑛 − 1个顶点的树．

证明 根据连通性，非平凡树至少有一条边，因此可取其一条最长路径，该路径的两个端

点的度一定是 1，否则还可加长，这就是要找的叶子．由于叶子所连接的边都不在连接其
他任何两个点的路径上，所以删除这条边保持图连通；又删除点不会导致出现圈，所以得

到的是一棵树． ◻

反过来，上述引理说明，任何有限树都是通过在更小的树上开始逐步添加叶子得到的．

所以，删除树叶的方法是在对树用归纳法时非常重要的技巧．
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17.1 树的基本性质
树的等价定义是很多的，它实际上是使得推论 16.4.3取等的例子．上面的连通无圈

图的定义由 Jordan给出，下面还有几个易用的等价定义．

17.1.1定理 对于一张有 𝑛个顶点的图，下列叙述等价：
(i) 𝐺是树；
(ii) 𝐺是连通无圈图；
(iii) 𝐺是有 𝑛 − 1条边的连通图；
(iv) 𝐺是有 𝑛 − 1条边的无圈图；
(v) 任取 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)，恰存在一条 𝑢𝑣路径．

证明 (i)、(ii)的等价性就是定义．下面先证明：连通，无圈和有 𝑛 − 1条边三个条件中任
意两者成立都能推出第三者成立．

若 𝐺是有 𝑛个顶点的树，由引理 17.0.2知道去掉一个叶子会得到有 𝑛 − 1个顶点的
树，注意去掉叶子只去掉一条边，于是对 𝑛归纳即知 𝐺有 𝑛 − 1条边．

若 𝐺连通且有 𝑛 − 1条边，假如它有圈，我们删除圈中任意一条边，如此反复直到图
中没有圈，这就是一棵树．依据引理 16.4.4得此时图还是连通的，所以前一段话表明它
有 𝑛 − 1条边．从而没有边被删去，𝐺是无圈的．

若 𝐺无圈且有 𝑛 − 1条边，设 𝐺1, … , 𝐺𝑘 是其连通分量．每个连通分量都是无圈的，

所以 𝑒(𝐺𝑖) = |𝐺𝑖| − 1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，求和得 𝑛 − 1 = 𝑛 − 𝑘，这表明它只有 1个连通分量，𝐺是
连通的．

最后证明 (ii) ⟺ (v)．若 𝑢𝑣路径存在且唯一，则 𝐺是连通的，且任意一个圈会导
致两条 𝑢𝑣路径，所以 𝐺是连通无圈的．对于连通无圈图，假如 𝑢𝑣路径不唯一，我们选择

𝑢 𝑣

𝑃

𝑄

𝑥 𝑦

图 17.1: 树恰好是那些顶点之间路径唯一的图

两条不同的路径 𝑃 , 𝑄，则存在一条边 𝑒 = {𝑥, 𝑦} ∈ 𝑃 ⧵ 𝑄（参考图 17.1）．留意 𝑃 , 𝑄合起
来并去掉 𝑒是一条 𝑥𝑦通路，所以一定包含 𝑥𝑦路径，后者和 𝑒合起来得到圈，矛盾，因此
路径必须唯一． ◻

17.1.2推论 (i) 树中每条边都是割边．
(ii) 在树上添加一条边，恰产生一个圈．
(iii) 称一棵树是一个图的生成树，如果该树是其生成子图，那么每个连通图都存在生

成树．
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§17.1 树的基本性质 277

证明 (i) 因为树有 𝑛 − 1条边，故由命题 16.4.2，删去一个边之后至少有 𝑛 − (𝑛 − 2) = 2
个连通分量，故此时不是连通的．这等价于说树是极小连通的（固定顶点数）．

(ii) 设连接的边是 𝑢𝑣，它和原来唯一的 𝑢𝑣路径合起来是一个唯一的圈．这等价于说树
是极大无圈的（固定顶点数）．

(iii) 根据前面证明第 3段，不断从连通图中删边以除去圈，最后得到的树就是一棵生
成树． ◻

习题 17.1
1. 证明：推论 17.1.2中的条件 (i)、(ii)也可以作为树的等价定义．
2. 设 𝐹 是图，证明以下叙述等价：
(1) 𝐹 是森林：
(2) 每个 𝐹 的导出子图都有一个度不超过 1的顶点；
(3) 每个 𝐹 的连通子图都是导出子图；
(4) 若 𝐹 有 𝑛个顶点，𝑚条边，则它有 𝑛 − 𝑚个连通分量．

3. 设某树 𝑇 的最大度为 Δ(𝑇 ) > 1，证明：其中存在至少 Δ(𝑇 )片叶子．
4. 证明：每棵树都至少有两个极大独立集．
5. 给定正整数 𝑘 ≥ 2，假设对每个 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，一棵树 𝑇 恰有 1个度 𝑖顶点，其余均为叶子．求 𝑇 的
顶点个数．

6. 证明：一个有 𝑛个顶点的图恰包含一个圈，当且仅当它恰有 𝑛条边．
7. 设 𝐺有 𝑛个顶点，而且删除其中任何一个顶点得到的新图都是树，问：𝐺是什么图？证明你的结
论．

8. 设 𝑇 是有 𝑘条边的树，图 𝐺有 𝑛个顶点．证明：
(1) 若 𝐺满足 𝛿(𝐺) ≥ 𝑘，则 𝑇 一定是 𝐺的子图；
(2) 若 𝑒(𝐺) > 𝑛(𝑘 − 1) − (𝑘

2)且 𝑛 > 𝑘，则 𝑇 一定是 𝐺的子图．

9. 设 𝑇 , 𝑇 ′ 是连通图 𝐺的两棵生成树，且存在边 𝑒 ∈ 𝐸(𝑇 ) ⧵ 𝐸(𝑇 ′)，证明：
(1) 存在 𝑒′ ∈ 𝐸(𝑇 ′) ⧵ 𝐸(𝑇 )，使得 𝑇 − 𝑒 + 𝑒′（添上边 𝑒′，去掉边 𝑒，下同）还是 𝐺的一棵生成树；
(2) 存在 𝑒′ ∈ 𝐸(𝑇 ′) ⧵ 𝐸(𝑇 )，使得 𝑇 ′ + 𝑒 − 𝑒′ 还是 𝐺的一棵生成树．

10. 设有一个连通带权图 𝐺，回忆以下 Kruskal算法 [kruskal1956shortest]：从 𝐺没有边的生成子
图 𝐻 开始，每次都看目前权值最小的边，如果添加它能使得 𝐻 的连通分量数目减少，就选择它，
否则不再考虑它，重复之直到𝐻 连通．证明：该算法得到一个边权值和最小的生成树，称为最小生
成树．
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17.2 Cayley公式
树的理论是由烃的同分异构体计数问题中引出的，当时 Cayley想要解决对给定物

质计算其同分异构体种数的问题．

鉴于饱和烃都可看成树，一个简化的问题模型是：对于顶点带标号的 𝐾𝑛，它有多少

个不同的生成树？换言之，以 [𝑛]为顶点标号的树有几种？这一问题的结果称为 Cayley
公式．它有很多证明方法，我们讨论生成函数法和一一对应法两种．

17.2.1定理 以 [𝑛]为顶点标号的树有 𝑛𝑛−2 种．

证明 (Cayley) 先考虑一种特殊情况，假设对树有给定的度数限制 (𝑑1, … , 𝑑𝑛)，其中
𝑑𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)表示顶点 𝑖的度（当然有

∑𝑛
𝑖=1 𝑑𝑖 = 2𝑛 − 2）．接下来用归纳法证明，这样

的树有

(17.2.1) 𝑎𝑑1,…,𝑑𝑛 = (𝑛 − 2)!
(𝑑1 − 1)!(𝑑2 − 1)! ⋯ (𝑑𝑛 − 1)!

种．我们用去掉叶子的方法归纳．当 𝑛 = 2时，𝑑1 = 𝑑2 = 1，树只有一种，上式成立．对于
𝑛 > 2，因为树皆有叶子，故不妨设给定了 𝑑𝑛 = 1，并选择一个点 𝑖 ∈ [𝑛 − 1]作为它的邻
居，去掉这个叶子后所剩下树的度数限制是 (𝑑1, … , 𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖 − 1, 𝑑𝑖+1, … , 𝑑𝑛−1)，于是根据
归纳假设

𝑎𝑑1,…,𝑑𝑛 =
𝑛−1∑
𝑖=1

(𝑛 − 3)!
(𝑑1 − 1)! ⋯ (𝑑𝑖 − 2)! ⋯ (𝑑𝑛 − 1)! =

𝑛−1∑
𝑖=1

(𝑛 − 3)!(𝑑𝑖 − 1)
(𝑑1 − 1)! ⋯ (𝑑𝑛 − 1)!

= (𝑛 − 3)!(2𝑛 − 2 − 1 − (𝑛 − 1))
(𝑑1 − 1)! ⋯ (𝑑𝑛 − 1)! = (𝑛 − 2)!

(𝑑1 − 1)!(𝑑2 − 1)! ⋯ (𝑑𝑛 − 1)! ,

因此断言成立．

若以 𝑎𝑑1⋯𝑑𝑛 记满足度数限制 (𝑑1, … , 𝑑𝑛)的树的个数，则可计算（𝑛元）生成函数

𝑓𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
∑

𝑑1+⋯+𝑑𝑛=2𝑛−2
𝑑1,…,𝑑𝑛≥1

𝑎𝑑1,…,𝑑𝑛𝑥𝑑1
1 ⋯ 𝑥𝑑𝑛

𝑛

= 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛
∑

𝑑1+⋯+𝑑𝑛=𝑛−2
𝑑1,…,𝑑𝑛≥0

(
𝑛 − 2

𝑑1, … , 𝑑𝑛)𝑥𝑑1
1 ⋯ 𝑥𝑑𝑛

𝑛 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛(𝑥1 + ⋯ 𝑥𝑛)𝑛−2,

要求出系数和，只需要代入 𝑥1 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1，从而所求的结果是 𝑓𝑛(1, … , 1) = 𝑛𝑛−2． ◻

一一对应法的技巧性则高一些．我们考虑如下流程：对于一棵树，每次从中选出标

号最小的叶子，删除它，然后将其邻居的标号记下来，这样得到一个长度为 𝑛 − 2的序列，
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称为 Prüfer编码．

17.2.2例 考虑图 17.2所示出的树．获得编码的过程为：删除 2，写下 7；删除 3，写下 4；

6 8 5

2 7 1 4 3

图 17.2: 为一棵树写出 Prüfer编码的例子

删除 5，写下 4；删除 4，写下 1；删除 6，写下 7；删除 7，写下 1．结果是 (7, 4, 4, 1, 7, 1)． ♢

设想如何把上例的过程反过来：已知 𝑛 = 8和 Prüfer编码 (7, 4, 4, 1, 7, 1)，如何得到
原来的树？注意到编码中出现的数字 1、4、7恰是图中非叶子的顶点，所以第一个被删除
的顶点的编号一定是min[8] ⧵ {1, 4, 7}．递归地做这个过程，就完成了任务．具体而言，根
据流程知道被删去的叶子依次是 2、3、5、6、8，它们连接在 7、4、4、1、7上，最后先删除的
是 4，它连在 1上，再删除的是 7，它也连在 1上，由此即得．

这样的直观便可以严格化为 Prüfer编码对 Cayley公式的证明．

证明 (Prüfer, [prufer1918neuer]) 只需证明每个长度为 𝑛 − 2的数字为 1, 2, … , 𝑛的序
列作为 Prüfer编码都对应唯一一棵树．
用归纳法．𝑛 = 2的情况是平凡的．当 𝑛 > 2时，设 𝒂 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛−2)是一个序列，我

们要找出 Prüfer序列为 𝒂的树 𝑇．首先，[𝑛] ⧵ {𝑎1 … , 𝑎𝑛−2}是 𝑇 的全部叶子．实际上，如
果 𝑣是叶子却出现在 Prüfer编码中，根据构造知其邻居被删除过，但此时 𝑣就变成了一
个孤立点．因为构造过程只删除叶子，不会导致图不连通，所以这不可能．另一方面，如

果 𝑣不是叶子，那么它的邻居一定会被删除，因此非叶子一定出现在 Prüfer编码中．
根据这一观察，𝑥 = min[𝑛] ⧵ {𝑎1, … , 𝑎𝑛−2}一定是和 𝑎1 相连的叶子．在 𝑇 中删除 𝑥，

得到的是一个 𝑛 − 1顶点的树和编码 (𝑎2, … , 𝑎𝑛−2)，由归纳假设这决定了唯一的树 𝑇 ′，添

回 𝑥就唯一决定了树 𝑇． ◻

17.2.3注 从 Prüfer的证明也可以导出 Cayley的证明中的式 (17.2.1)，因为度为 𝑑 的顶
点必然在序列中出现 𝑑 − 1次．接下来的序列计数就是简单的一一对应法． ♤

Cayley公式其实是如下矩阵树定理的特例，我们给出但不证明．

17.2.4定理 (Kirchhoff, [kirchhoff1847ueber]) 对于图𝐺，设𝐷(𝐺) = diag{𝑑(𝑣1), … , 𝑑(𝑣𝑛)}，
称为 𝐺的度数矩阵．其 Laplacian矩阵 𝐿(𝐺) ≝ 𝐷(𝐺) − 𝐴(𝐺)，其中 𝐴(𝐺)为邻接矩阵．

任意删除图 𝐺的 Laplacian矩阵 𝐿(𝐺)中的第 𝑖行和第 𝑖列（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛），所得矩阵记
为 𝐿0(𝐺)，则 𝐺全部生成树的数目为 det𝐿0(𝐺)．
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17.2.5例 对于完全图 𝐾𝑛，有

𝐿(𝐾𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑛 − 1 −1 −1 ⋯ −1
−1 𝑛 − 1 −1 ⋯ −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−1 −1 −1 ⋯ 𝑛 − 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

𝐿0(𝐺)就是 𝐿(𝐾𝑛−1)，阶数少 1，所以

det𝐿0(𝐾𝑛) 所有列============
加到第一列上

|
|
|
|
|
|
|
||

1 −1 ⋯ −1
1 𝑛 − 1 ⋯ −1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 −1 ⋯ 𝑛 − 1

|
|
|
|
|
|
|
||

第一列============
加到所有列上

|
|
|
|
|
|
|
||

1 0 ⋯ 0
1 𝑛 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 ⋯ 𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑛𝑛−2.

这重新导出了 Cayley公式的结果． ♢

习题 17.2
1. 画出所有互不同构的有 7个顶点的树．
2. 在带标号的 𝐾𝑛 中去掉一条边，利用 Cayley公式的思想求新图的生成树个数．（不得用矩阵树
定理．）

3. 某树的 Prüfer序列为 (5, 1, 1, 7, 7, 5)，图示之．
4. 分别求出恰有 2片和 𝑛 − 2片叶子的有 𝑛个顶点的带标号树的总数．推广你的结论到恰有 𝑘片
叶子的情形 [renyi1959some]（可用生成函数法，令 𝑎𝑛,𝑘 表示以 [𝑛]为顶点标签，恰有 𝑘片叶子的树
的总数，求部分生成函数 𝑓𝑛(𝑥) =

∑∞
𝑘=2 𝑎𝑛,𝑘𝑥𝑘，也可以直接证明）．

5. 设 𝑏𝑛 是以 [𝑛]为顶点标签的所有树的叶子数量的平均值，求 lim𝑛→∞
𝑏𝑛
𝑛．

6. Cayley公式回答了有标号树的计数问题，本题考虑有根无标号树的计数．对于两棵分别以顶
点 𝑟1, 𝑟2 为根的树，只有当同构映射 𝑓 满足 𝑓(𝑟1) = 𝑟2 时，才认为它们作为有根树是同构的．设

{𝑟𝑛}∞
𝑛=1 为 𝑛个顶点的有根无标号树的个数的序列．

(1) 证明：有生成函数

𝑟(𝑥) =
∞∑

𝑛=1
𝑟𝑛𝑥𝑛 = 𝑥

∞∏
𝑖=1

1
(1 − 𝑥𝑖)𝑟𝑖

.

(2) 导出 𝑟𝑛 的递归式

𝑟𝑛+1 = 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑑∣𝑖

𝑑𝑟𝑑

⎞
⎟
⎟
⎠

𝑟𝑛−𝑖+1.
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18 | Euler图和 Hamilton图

阅读提示

许多关于点的问题也有关于边的版本，本章讨论 Euler图和 Hamilton图就是一个
例子．Euler图是关于边的，其判定定理是简洁而且容易证明的，而相比之下关于
点的 Hamilton图的性质只能分充分性和必要性来讨论．本章内容很少，证明也比
较浅易，推荐感兴趣的读者再按照所引参考文献学习一些更深入的有关 Hamilton
图的性质．

无论是游客在旅行的时候想要走遍所有城市，还是邮递员递送信件时要遍历辖区内

的所有街道，这些实际问题都希望在给定的图中找到满足一定性质的“环游”，而且进一

步可能希望周游的代价尽量小（比如距离短）．此类问题中的经典者在算法和计算复杂

性中有深刻的意义．本章我们讨论两个这样的问题，其中之一是图论部分开头提到的七

桥问题，它可以得到比较圆满的解决；其二则是 Hamilton的周游世界问题，这一问题则
困难许多．

18.1 Euler图的判定
现在让我们回到七桥问题．

18.1.1定义 我们把包含图中所有边的简单回路称为 Euler回路，存在相应回路的图称
为 Euler图．若将前面的回路都改为通路，而且要求不存在 Euler回路，则相应图称为半
Euler图．

可以看出，一个 Euler回路中，和某个顶点连接的边都可以用“一进一出”的方式配
对，即每个顶点的度都必须是偶数．对于七桥问题，其中存在奇度的顶点，所以它是无解

的．如上偶度要求是一个必要条件，它其实也是充分条件．

18.1.2定理 图 𝐺是 Euler图的充分必要条件是 𝐺连通且每个顶点的度都是偶数．
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282 十八 Euler图和 Hamilton图

证明 必要性已经说明．设 𝐺满足所说的偶度条件，对边数 𝑒(𝐺)进行归纳证明充分性．
若 𝑒(𝐺) = 0, 1，命题显然成立．当 𝑒(𝐺) > 1时，图中只有一个分量，且顶点度皆为偶数表
明 𝛿(𝐺) ≥ 2，因而由引理 16.3.4其中存在一个圈 𝐶．

在图中删掉圈 𝐶 中的所有边，剩下的图由一些连通分量组成，因为删掉圈后对每个
顶点的度数贡献是 0或者 −2，所以剩余各分量每个点的度数都是偶数，根据归纳假设，
这些连通分量中都存在 Euler回路．现在将 𝐶 和这些回路合并起来：沿着 𝐶 环游，如果
某个连通分量的顶点第一次出现，就从这个顶点出发走一遍该分量的 Euler回路（注意
回路可以从任何一个顶点开始），回到 𝐶 上后再继续沿着 𝐶 走．因此命题成立． ◻

从上面的证明中我们可看出，Euler 图本质上就是可以分解为若干个边不交的圈（顶
点可以相交）的图，而且这一证明可以直接导出一个找出 Euler 图的构造性算法：
Hierholzer算法．它的流程如下：
(i) 先判定图是否为 Euler图，若不是，则算法终止；否则继续 (ii)．
(ii) 从任何一个顶点 𝑣出发，随便向前走，直到回到 𝑣，得圈 𝐶（由于图的每个顶点度都
是偶数，此过程能保证完成）．

(iii) 在圈 𝐶 上，如果有顶点连接的某条边没有走过，就从该点出发，重复 (ii)，得到新圈．
(iv) 把这些圈合并起来得到 Euler回路．
若实现得当，则 𝑂(|𝐸|)时间即可完成任务，其中 |𝐸|为图的边数．

对图作简单的修改，以上条件就可用来判定半 Euler图：

18.1.3推论 图 𝐺是半 Euler图的充分必要条件是 𝐺连通且恰有两个奇度顶点．

证明 必要性．设 𝑣0𝑣1 ⋯ 𝑣ℓ 是一条 Euler通路，则 𝑣0, … , 𝑣ℓ 包含了图中全部顶点；另一

方面，只有 𝑣0, 𝑣ℓ 的度数为奇数，其他顶点也均存在“一进一出”的关系，为偶度顶点．

充分性．将图中两个奇度顶点连起来，可找到一条 Euler回路，在回路中去掉这条新
边就得到 Euler通路． ◻

在无向 Euler回路的判定中，极易证明的必要条件居然也是充分条件．这样的情
形其实是常见的，比如二部图判定的充要条件（定理 16.4.5）是这样，握手定理（参看
习题 16.2.9）也是这样，等等．Nash-Williams等人用 TONCAS（The Obvious Necessary
Conditions are Also Sufficient）来称呼此类结果．

习题 18.1
1. 判断以下命题的正确性并说明理由．
(1) 若一个二部图是 Euler图，则它有偶数条边．
(2) 若一个 Euler图有偶数个顶点，则它有偶数条边．
(3) 假设 𝑒, 𝑓 是 Euler图中的两条相邻边，那么图中有一个 Euler回路，使得 𝑒, 𝑓 是紧邻出现的
边．
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§18.2 Hamilton图的必要条件 283

2. 证明：若一个连通图的顶点度都是偶数，则其中的极大简单通路就是 Euler回路．
3. 证明：若一个连通图有偶数个奇度顶点，则它分解为若干个边不交的简单通路．
4. (Tucker算法, [tucker1976new]) 以下给出一个课文证明中的构造 Euler回路的算法的改进：将
每个顶点连出的边随意地两两配对，所有这些配对组首尾相连得到若干回路．如果两个回路有公

共顶点，就合并二者，直到只留下一个回路．证明：算法能终止而且得到一个 Euler回路．
5. 证明：一个图是 Euler图的充分必要条件是图中的每条边都在奇数个圈中．
6. 仿照课文定义，叙述有向 Euler图的概念，并证明一个判定定理．
7. (de Bruijn, [de1975acknowledgement]) 设有向图 𝐷𝑘,𝑛 的全部顶点恰标记为 [𝑘]𝑛−1，即由 𝑘个字
母组成的 𝑛 − 1长度的字符串．我们从代表 (𝑎1, … , 𝑎𝑛−1)的顶点引一条有向边指向 (𝑏1, … , 𝑏𝑛−1)，
如果前者的后缀 (𝑎2, … , 𝑎𝑛−1)和后者的前缀 (𝑏1, … , 𝑏𝑛−2)是相等的，并将这条边命名为 𝑏𝑛−1．所得

的图称为 de Bruijn图．
(1) 证明：𝐷𝑘,𝑛 是（有向）Euler图．
用 𝑘个字母作一个圆排列，使得圆上所有长度为 𝑛的窗口遍历所有长度为 𝑛的由 𝑘个字母构成的
𝑘𝑛 个字符串，这样的圆排列称为 de Bruijn序列 𝐵𝑘,𝑛．

(2) 取 𝐷𝑘,𝑛 中的一条 Euler回路，将其中边的标签写成一列，证明：这样就得到一个 𝐵𝑘,𝑛．

(3) 有多少个不同的 de Bruijn序列 𝐵𝑘,𝑛？

18.2 Hamilton图的必要条件
把正十二面体的 20个顶点标记上不同城市的名字，问图中是否存在一个圈，经过且

只经过每个城市一次？这是英国数学家 Hamilton曾经考虑过的问题，答案是肯定的（图
18.1），他使用正十二面体群的相关代数表示解决了它．这类问题虽然称为 Hamilton回

图 18.1: 十二面体图与 Hamilton回路

路，但在其之前，Kirkman已经研究过它，他还给出了一个不存在 Hamilton回路的多面体
的例子（正凸多面体图都有 Hamilton回路）．

18.2.1定义 图中的生成圈称为Hamilton回路，具有相应结构的图称为Hamilton图．若
将前面的回路都改为通路，而且要求不存在 Hamilton回路，则相应的图称为半 Hamilton
图．
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284 十八 Euler图和 Hamilton图

Hamilton图的研究要比 Euler图难很多，判定图中是否存在 Hamilton回路是 NP-完
全的，而且迄今为止尚未找到比较有效的等价判定条件．所以我们只能分开处理必要条

件和充分条件．

不难看出，Hamilton图的点连通度至少为 2，因为在生成圈中删除一个顶点将得到
一棵生成树，这一必要条件可以加强为

18.2.2命题 若 𝐺是 Hamilton图，则对任意 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)，𝐺 ⧵ 𝑆 至多有 |𝑆|个连通分量，形
式言之 𝑘(𝐺 ⧵ 𝑆) ≤ |𝑆|，这里 𝑘(⋅)表示连通分量的数目．

证明 任取 Halmilton 回路 𝐶，显然有 𝑘(𝐶 ⧵ 𝑆) ≤ |𝑆|，又 𝐶 是 𝐺 的生成子图，所以
𝑘(𝐺 ⧵ 𝑆) ≤ 𝑘(𝐶 ⧵ 𝑆)． ◻

18.2.3推论 若 𝐺是半 Hamilton图，则对任意 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)，𝑘(𝐺 ⧵ 𝑆) ≤ |𝑆| + 1．

18.2.4例 图 18.2中给出的例子满足命题 18.2.2中的必要条件，但不是 Hamilton图．事

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑢

图 18.2: 命题 18.2.2不是 Hamilton图的充分条件

实上，如果其中有 Hamilton回路，则它必然经过 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3，这三个顶点的度都是 2，回路
中要包括这些点的全部相邻边，于是回路中 𝑢的度是 3，这是不可能的． ♢

习题 18.2
1. 设正整数 𝑛 ≥ 2，证明：𝐾𝑛,𝑛 是 Hamilton图，并求出其中的 Hamilton回路的总数．

2. 证明：Peterson图不是 Hamilton图，但是去掉其中的任何一个顶点得到的新图都是 Hamilton图．
3. 分别判断图 18.3中的两张图是否为 Hamilton图并说明理由．
4. 如图 18.4所示，Herschel图是最小的没有Hamilton回路的多面体图 [barnette1970hamiltonian]．

(1) 证明图中没有 Hamilton回路．
(2) 找出图中的一条 Hamilton通路．

5. 假设有一个 3 × 3 × 3的立方体奶酪，杰瑞鼠从顶点处的小块奶酪开始吃奶酪，每次只能吃掉上
次吃过位置相邻位置的奶酪，问：她能否恰好吃完这个奶酪，而且最后一块吃掉的是中心处的奶

酪？
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图 18.3: 习题 18.2.3图

图 18.4: Herschel图

6. 在国际象棋棋盘上跳马，要求马经过且只经过一个格子，最后回到出发点，这是否可能？如果是
在中国象棋棋盘上呢？如果是在一个 4 × 𝑛的棋盘上呢？
7. 给定正奇数 𝑘 ≥ 3，构造一个 𝑘-正则的二部图，使得它的点连通度至少为 𝑘 − 1，而且它不是
Hamilton图．

18.3 Hamilton图的充分条件
Hamilton的结构相对复杂，但我们可以考虑像 Euler图判定一样用一个简单的数据

条件——顶点度来刻画它．

在引理 16.3.4中，图中有较长的圈的一个充分条件是 𝛿(𝐺)较大．类似地，Hamilton
图对度数（边数）的要求是高的．考虑 𝐾

⌊
𝑛+1

2 ⌋
和 𝐾

⌈
𝑛+1

2 ⌉
共一个顶点放置，其最小度高达

⌊
𝑛−1

2 ⌋，但是它不是 Hamilton图．而对于 𝛿(𝐺) ≥ |𝐺|
2 的情况，Dirac定理说明此时（非平

凡的）𝐺一定是 Hamilton图．

18.3.1定理 (Dirac, [dirac1952some]) 设图 𝐺 有 𝑛 ≥ 3 个顶点且 𝛿(𝐺) ≥ 𝑛
2，则 𝐺 是

Hamilton图．

注意，𝑛 ≥ 3是必要的条件，因为 𝐾2 不是 Hamilton图．

证明 用反证法．假设 𝐺不是 Hamilton图，由于在 𝐺中添加边不会影响 𝛿(𝐺) ≥ 𝑛
2 成立，

所以可不妨考虑满足条件，且无 Hamilton回路的极大的图 𝐻，即 𝐻 中任加一条边都会
导致新图出现 Hamilton回路．

这表明 𝐻 中有一条 Hamilton通路 𝑢 ≝ 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 ≝ 𝑣，让我们来旋转扩展以构造
一条回路：如图 18.5所示，假如存在某个 𝑖，使得 𝑢𝑣𝑖+1, 𝑣𝑖𝑣都是相连的，那么取出它们并
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286 十八 Euler图和 Hamilton图

删除 𝑣𝑖𝑣𝑖+1，就完成了．

𝑢 𝑣𝑖 𝑣𝑖+1 𝑣

图 18.5: 由 Hamilton通路构造 Hamilton回路

实际上想要的 𝑖是存在的．令 𝑆 = {𝑖 ∶ {𝑢, 𝑣𝑖+1} ∈ 𝐸(𝐺)}, 𝑇 = {𝑖 ∶ {𝑣𝑖, 𝑣} ∈ 𝐸(𝐺)}，
由条件得

|𝑆 ∪ 𝑇 | + |𝑆 ∩ 𝑇 | = |𝑆| + |𝑇 | = 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣) ≥ 𝑛.

而 𝑛 ∉ 𝑆 ∪ 𝑇，所以 |𝑆 ∪ 𝑇 | < 𝑛，表明 𝑆 ∩ 𝑇 ≠ ∅．因此找到了想要的 Hamilton回路，矛
盾，命题成立． ◻

18.3.2推论 设 𝐺有 𝑛 ≥ 3个顶点且任意两个不相邻的顶点 𝑢, 𝑣都满足 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣) ≥ 𝑛，
则 𝐺是 Hamilton图．

习题 18.3
1. 证明：设 𝐺有 𝑛 ≥ 3个顶点且某两个不相邻的顶点 𝑢, 𝑣满足 𝑑(𝑢) + 𝑑(𝑣) ≥ 𝑛，则 𝐺是 Hamilton
图当且仅当 𝐺添加边 𝑢𝑣后是 Hamilton图．

2. 设图 𝐺满足 𝑒(𝐺) ≥ (𝑛−1
2 ) + 2，证明：𝐺是 Hamilton图．举一个有 (𝑛−1

2 ) + 1条边的非 Hamilton图
的例子．

3. (Chvátal, [chvatal1972hamilton]) 设 𝐺 有 𝑛 ≥ 3 个顶点，度数序列为 𝑑1 ≤ ⋯ ≤ 𝑑𝑛，若对每个

𝑖 < 𝑛
2 都有 𝑑𝑖 > 𝑖或者 𝑑𝑛−𝑖 ≥ 𝑛 − 𝑖，证明：𝐺是 Hamilton图．

4. 假设图 𝐺不是森林，而且 𝐺中所有的圈的长度都不少于 5，证明：𝐺是 Hamilton图．
5. (Clapman, [clapham1974hamiltonian]) 设 𝐺 有 𝑛 ≥ 3个顶点，度数序列为 𝑑1 ≤ ⋯ ≤ 𝑑𝑛，其补

图 𝐺的度数序列为 𝑑′
1 ≤ ⋯ ≤ 𝑑′

𝑛（注意下标相同不代表顶点相同）．证明：若对每个 𝑖 ≤ 𝑛
2 都有

𝑑𝑖 ≥ 𝑑′
𝑖，则 𝐺为 Hamilton图．由此导出自补图必有 Hamilton回路．

6. 仿照课文定义，叙述有向 Hamilton图的概念．设 𝐷是 𝑛阶有向图，若 min{𝛿+(𝐷), 𝛿−(𝐷)} ≥ 𝑛
2，

证明：𝐷是有向 Hamilton图．
7. (Rédei, [redei1935ein]) 设 𝑇 为至少有三个顶点的竞赛图，证明：
(1) 𝑇 中一定有 Hamilton路径；
(2) 𝑇 是 Hamilton图的充分必要条件是强连通．
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19 | 匹配和线性规划
阅读提示

本章的内容是先介绍线性规划的对偶性，然后用它来解决图论中的匹配问题、网

络流问题，探讨这些问题内在的结构性质．这一思路和大多数离散数学课程不同，

乍一看来线性规划好像偏离了离散数学的大主题．其实，由于线性规划语言强大

的概括力，这些方法在现在的计算机科学研究中仍然是一个频频出现的角色，因

此任何一个离散数学的学习者都应该掌握这一工具，不必自我设限．除所纳领域

广博之外，在处理图论问题上，线性规划这套思路的长处是深刻、统一、符合计算

机科学的思维——其一是深刻揭示了图中点边关系背后蕴含的对偶性的原理；其

二是只需要一个“master theorem”就可以统一地导出各种各样的图论定理，大大
降低了技巧性和学习的难度；其三就是给出了一个通用的解决图论问题的算法．

相信读者在今后的学习科研中还会体会到本章内容的巨大威力．就内容上，对偶

性（§19.1节）为必需，其中要特别注意对偶问题的优化直观、几何直观以及由此
导出的取对偶的方法．全幺模矩阵（§19.2节）是后续网络流定理证明需要使用，
亦是今后学习单纯形法的前置，但如不关心证明的某些细节则可以跳过．§19.3
节网络流和几个匹配定理大多为必需，但部分图论算法和定理的证明可以视情况

略过（例如 Ford–Fulkerson算法、Dilworth定理、Menger定理）．最后一节稳定匹
配相对独立，并非课程所必需，但妙趣横生，属于离散数学的“保留节目”，推荐读

者阅读．

重温例 16.1.6中的作业分配问题，它归结为判定求出二部图中 𝑚条互不相邻的边
是否可能，并在可能时给出一个尽可能好的方案的问题．将其抽象如下：

19.0.1定义 在图 𝐺 中，一组两两没有公共端点的边称为匹配．对匹配𝑀，如果点集
𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)中的每个顶点都恰关联𝑀 中一条边，则称𝑀 饱和了 𝑆，否则称不饱和．饱和
𝑉 (𝐺)的匹配叫作完美匹配．

我们通常要对匹配进行一些组合优化．把匹配𝑀 的边数记为它的大小 |𝑀|．对于
匹配𝑀，如果它不能通过继续加边得到更大的匹配，则它是极大的；如果它的边数最多，
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288 十九 匹配和线性规划

则它是最大的．在带权图中，匹配的权值则是其中所有边的权值和，按同样套路我们有

最大（小）权匹配的概念．

19.0.2例 在 𝑃4 和 𝑃6 中（图 19.1），用粗实线示出的匹配是极大的但不是最大的，而虚
线示出的匹配是最大的．

图 19.1: 最大匹配和极大匹配的区别

研究匹配时遇到的各种问题大多具有实际背景，所以也比较有趣．事实上，许多现

实问题都可以转化为研究匹配的问题：

⋄ 在作业分配问题中，我们一般希望每个作业都有人做，这是最大匹配．
⋄ 设想若干男女相亲，男女互相之间都有偏好，想要求出一个“比较周全”的匹配，这

是稳定匹配（2012年 Nobel经济学奖，参看 §19.4节）．
⋄ 中国邮递员问题：给定一个连通带权图 𝐺，边的权值都是非负实数，想要求一条总

权最小的回路，它经过每条边至少一次．这可以归结为先求最短路，再作某种匹配．

因为这样的现实原因，匹配理论也成为了经济学中的一个分支．虽然它在经济学五

花八门的分支中并不太起眼，但它对这个世界的影响却意义非凡．Alvin E. Roth运用匹
配理论改进了美国许多地区的肾脏捐赠系统，将肾脏交换成功的病例数提高了几倍，拯

救了几万人的性命．又如，前不久，几位经济学学者则合写了一篇关于 COVID-19肆虐
之下呼吸机配给机制优化的文章 [pathak2021fair]．
本章就是要对匹配问题进行一些简单的介绍．不过，我们采用的视角和进路是特别

的：我们将利用线性规划的理论和算法，比较本质而且统一地导出匹配问题的解决方案

的框架．因此，首先要探讨线性规划，特别是对偶理论．

19.1 线性规划的对偶性
线性规划是 1939年苏联数学家 Kantorovich在《组织和计划生产的数学方法》中最

早提出的，它是一个非常广泛的数学模型，其应用不限于本章所讲的匹配，可以说每一个

运用离散数学工具的研究者都应该了解线性规划的基本技术．

我们在中学的时候就学过二维线性规划问题及其图解法，下面我们首先将这一问题

推广到 𝑛维．以下我们总是用粗斜体 𝒂记向量，用同符号的斜体 𝑎𝑖 表示其第 𝑖个分量．
向量 𝒂 ≥ 𝒃意谓对每个分量 𝑖都有 𝑎𝑖 ≥ 𝑏𝑖．

19.1.1定义 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚, 𝒄 ∈ ℝ𝑛，以下优化问题被称为线性规划（LP，Linear
Programming）的标准形：

max
𝒙

𝒄⊤𝒙,(19.1.1)
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s.t. 𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0.(19.1.2)

式 (19.1.1)中的 𝒄⊤𝒙就是优化的目标函数．我们把满足式 (19.1.2)的解 𝒙称为可行解，
它们的全体为可行域；可行解中满足最大化要求的称为最优解 𝒙∗，此时目标函数的大小

称为该线性规划问题的值．习惯上用问题本身的名字代表其值，例如 LP = 3．

19.1.2注 线性规划还有一种等价的松弛形，它便于进行几何上的分析以及使用单纯形

法求解．我们要求 𝒃 ≥ 0，问题写为：

max
𝒙

𝒄⊤𝒙,

s.t. 𝐴𝒙 = 𝒃, 𝒙 ≥ 0.

这一形式不难从标准形导出，我们先引入 𝑚个松弛变量 𝒙′ = (𝑥𝑛+1, … , 𝑥𝑛+𝑚)⊤ ≥ 0，它衡
量了每个不等式约束的松弛程度，然后将标准形改写为

max
𝒙

𝒄⊤𝒙,

s.t. [𝐴 𝐼𝑚]
⎡
⎢
⎢
⎣

𝒙
𝒙′

⎤
⎥
⎥
⎦

= 𝒃, 𝒙, 𝒙′ ≥ 0.

然后再适当地调整符号：如果 𝑏𝑖 < 0，那么就将 [𝐴 𝐼𝑚] 的第 𝑖 行变号，这样便确保
𝒃 ≥ 0．可以看出标准形和松弛形是等价的（我们仅仅改变了可行域的写法）． ♤

19.1.3例 图的最大匹配可以写为线性规划问题．

设图 𝐺 的关联矩阵𝑀 ∈ {0, 1}𝑛×𝑚，令 𝒙 ∈ {0, 1}𝑚 的含义为边集 𝑋 ⊆ 𝐸(𝐺)的特
征函数（即是对边 𝑒代表的分量，其值为 1𝑒∈𝑋）．考虑约束𝑀𝒙 ≤ 1，它表示 𝑋 中的
边同 𝐺 中的每个点至多有一次邻接，即代表一个匹配；如果再设定最大化目标函数
max 1⊤𝒙 = |𝑋|，则这就对应于最大匹配．即是：

max
𝒙

1⊤𝒙,

s.t. 𝑀𝒙 ≤ 1, 𝒙 ≥ 0.

类似地，若给出带权图中每条边的权值 𝒘 ∈ ℝ𝑚，目标函数改为 𝒘⊤𝒙，则就对应于带权图
匹配的优化问题． ♢

需要注意，在上例中自变量的取值范围仅为整数，这比一般的线性规划的要求要高．

如果在线性规划的标准形中，𝐴, 𝒙, 𝒃的每个元素都要求是整数，则我们称它是整数线性
规划（ILP，Integer Linear Programming）．

一般地求解整数线性规划是 NP-难的．但通过放松对 𝒙的要求，允许其取非整数值，
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那么仍然可以进行合理的估计——因为对于最大化问题 ILP ≤ LP，而对于最小化问题
LP ≤ ILP．而且幸运的是，对于像上面这样的二部图中的问题，之后我们会论证为什么
最优解 𝒙∗ 一定代表一个合法的边集，即每个分量只可能是 0或者 1．这样，二部图的匹
配问题就可以完全由线性规划的方法予以研究．

在本课程中，我们主要关心线性规划问题的理论性质（而不是求解算法的具体运行

过程），这其中一个根本的元素是对偶问题．

对偶问题引入的基本思想之一是利用所给出的不等式约束，对原问题的值给出上界

或者下界的估计．我们先给出定义，而后再借助具体例子阐述其直观．

19.1.4定义 设线性规划的标准形如定义 19.1.1 所说，称为原问题（下称 𝑃 或者 LP，
Primal），以下问题则称为其对偶（下称 𝐷或者 DLP，Dual，也可记为 𝑃 ∗）：

min
𝒚

𝒃⊤𝒚,

s.t. 𝐴⊤𝒚 ≥ 𝒄, 𝒚 ≥ 0.
(19.1.3)

对整数线性规划问题同样定义 ILP和 IDLP的对偶关系．

容易验证 (𝑃 ∗)∗ = 𝑃，所以对偶规划是一个对称的概念．因而式 (19.1.3)也可以说是线性
规划的标准形．

19.1.5例 让我们来用定义写出例 19.1.3中的问题的对偶，它是

min
𝒚

1⊤𝒚,

s.t. 𝑀⊤𝒚 ≥ 1, 𝒚 ≥ 0.

若将 𝒚 ∈ {0, 1}𝑛 理解为点集 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数（即是对点 𝑣代表的分量，其值为
1𝑣∈𝑋），约束此时表示 𝐺中的每一条边都和 𝑋 中的某个点相邻，最小化目标函数就是要
求最小的满足这个条件的点集的大小．在图 𝐺中，如果 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)使得每条边至少有一

图 19.2: 匹配和点覆盖是相互关联的：粗线示出了匹配，方框则框出了点覆盖

个端点在 𝑆 中，则把 𝑆 称为 𝐺的一个点覆盖（参考图 19.2）．因此最大匹配的对偶问题
是最小点覆盖问题！ ♢

给（非标准的）线性规划问题取对偶是较有技巧性的工作，比如考虑如下线性规划
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问题的对偶：

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑣1𝑥1 − 𝑣2𝑥2 − 𝑣3𝑥3,

s.t. 𝑎1𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑏1 ≤ 0,
𝑥1 + 𝑎2𝑥2 − 𝑏2 = 0,
− 𝑎3𝑥3 + 𝑏3 ≤ 0.

(19.1.4)

为了用定义求出其对偶，一种很直接的方式是考虑把问题化为标准形．先利用等式约束

消去 𝑥1（此时会引入一个新的对 𝑥2的约束），再令 𝑥′
2 = −𝑥2, 𝑥3 = 𝑥′

3 − 𝑥4 (𝑥′
2, 𝑥′

3, 𝑥4 ≥ 0)
换元使得标准形中 𝒙 ≥ 0，最后给系数取负，使得不等式约束均为 ≥，这样再套入定义就
能确定其对偶．但这种方法在等式约束较多的时候比较麻烦，得到的对偶问题可能还有

过多的变量．下面我们采用更本质的办法 [lahaie2008take]．
此方法的思想来自于 Lagrange对偶的概念，我们将由此来阐明对偶性中的一些直

观．先考虑一个简单的、一般的优化问题：

min
𝒙

𝑓0(𝒙),

s.t. 𝑓1(𝒙) ≤ 0.

如果没有约束，直接优化 𝑓0(⋅)是比较容易的．而在存在约束时，回忆我们或多或少听过
的“正则化”方法，可以添加一个“惩罚项”，直接优化

𝐽(𝒙) = 𝑓0(𝒙) + 1𝑓1(𝒙)>0 ⋅ ∞.

这样一来，如果原问题存在可行解，则上式就不会出现∞项，𝐽(𝑥)的优化等价于原问题．
然而，这是一个性质很糟糕的目标函数（不连续）．作为一个替代，考虑

𝐿(𝒙, 𝜆) ≝ 𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙) (𝜆 ≥ 0).

（这是大家熟悉的形式，即 Lagrange乘子．）一个很重要的观察是 max𝜆≥0 𝐿(𝒙, 𝜆) = 𝐽(𝒙)．
因此我们的问题就是

min
𝒙

max
𝜆≥0

𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙).

换句话说，在这样一个双层的优化中，外层优化先取定 𝒙，而后内层在固定 𝒙的情况下
“对抗”地优化 𝜆．因此，当 𝑓1(𝒙) > 0时，𝜆应取∞，否则 𝜆最佳为取零．

以上变换帮助我们把有约束的优化问题变成了一个双层的无约束问题，对于后者，
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292 十九 匹配和线性规划

我们可以尝试交换顺序得到以下辅助问题：

max
𝜆≥0

min
𝒙

𝑓0(𝒙) + 𝜆𝑓1(𝒙)
⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

≝𝑔(𝜆)

.

一般地，我们把 𝑔(𝜆)称为对偶函数，最大化它的问题称为对偶问题．可以很容易地证明
（习题 19.1.2），交换后的优化问题的值不超过原问题的值，它将为原问题的解提供一个
下界．对于式 (19.1.4)，它对应的交换结果为（思考为什么 𝜆2 无约束）：

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑣1𝑥1 − 𝑣2𝑥2 − 𝑣3𝑥3

+ 𝜆1(𝑎1𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑏1)
+ 𝜆2(𝑥1 + 𝑎2𝑥2 − 𝑏2)
+ 𝜆3(−𝑎3𝑥3 + 𝑏3).

我们接下来希望把 𝑔(𝜆)的优化问题“倒回去”，重新得到一个等价的带约束的优
化问题．为此我们要用到一个小技巧，交换原问题变量 𝒙 和对偶变量 𝝀 的位置．上
面的式子是“目标函数 +对偶变量 ×关于原问题变量的式子”的形式，将问题改写成
“目标函数 +原问题变量 ×关于对偶变量的式子”便得到：

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

min
𝑥1≥0,𝑥2≤0,𝑥3

− 𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3

+ 𝑥1(𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1)(19.1.5)
+ 𝑥2(𝜆1 + 𝑎2𝜆2 − 𝑣2)(19.1.6)
+ 𝑥3(𝜆1 − 𝑎3𝜆3 − 𝑣3).(19.1.7)

观察一下式 (19.1.5)～(19.1.7)带来的影响．因为 𝑥1 ≥ 0，所以优化 𝝀时不希望让 (19.1.5)
（括号中项，下同）小于零（否则可取 𝑥1 → ∞，目标可以任意小），因此它化成约束
𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1 ≥ 0．当这一约束满足时，内层优化的最佳选择就是取 𝑥1 = 0．同理式
(19.1.6)要小于等于零，而式 (19.1.7)应该等于零．这些约束都成立的时候，𝑔(𝜆)就等于
−𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3！于是，对偶问题就等价于：

max
𝜆1≥0,𝜆2,𝜆3≥0

− 𝑏1𝜆1 − 𝑏2𝜆2 + 𝑏3𝜆3,

s.t. 𝑎1𝜆1 + 𝜆2 − 𝑣1 ≥ 0,
𝜆1 + 𝑎2𝜆2 − 𝑣2 ≤ 0,
𝜆1 − 𝑎3𝜆3 − 𝑣3 = 0.
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总结一下，这种取对偶的方法由以下几步完成：

(i) 确保目标函数是最小化，所有约束都是等式或者 ≤；
(ii) 对于每一个约束引入一个对偶变量，其中不等式型约束引入的对偶变量为非负实
数，等式型约束引入的则为任意实数．然后把约束嵌入到最优化问题中，将问题改

写为一个无约束的 max–min问题；
(iii) 整理，将此时的目标函数中的原变量和对偶变量的角色互换；
(iv) 恢复约束．对于要求非负的原变量，括号中的变量对应的约束为 ≥ 0；对于要求非
正的原变量，相应约束为 ≤ 0；对于无约束的原变量，相应约束则为 = 0．

（请读者确保理解上面针对每一种情况作出相应操作的理由．）

线性规划中的原问题和对偶问题是紧密相关的，根据上面的讨论，我们可以证明有

关 𝑃 和 𝐷性质的第一个重要性质：

19.1.6定理 (弱对偶性) 𝑃 的值不超过 𝐷的值．特别地，若 𝒙, 𝒚分别为 𝑃 , 𝐷的可行解，
满足 𝒄⊤𝒙 = 𝒃⊤𝒚，则 𝒙, 𝒚都是相应问题的最优解．

证明 因为 𝒙, 𝒚分别为 𝑃 , 𝐷的可行解，所以

𝒄⊤𝒙 ≤ 𝒚⊤𝐴𝒙 ≤ 𝒚⊤𝒃 = 𝒃⊤𝒚.

“特别地”一句是上面不等式显见的推论． ◻

接续例 19.1.3、19.1.5 中的符号和讨论，由弱对偶性我们导出了：最大匹配大小
不大于最小顶点覆盖．当然，可以证明，在二部图中二者实际上是相等的（参看推论

19.1.12），而这对应了线性规划中的强对偶性．下面先讨论这一性质．
为了讨论强对偶性，先来考察原问题和对偶问题是否有可行解这一问题，在这里的

论证中，我们会慢慢从松弛形过渡到标准形（参看注 19.1.2）．

19.1.7引理 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚，则下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 = 𝒃有解；
(ii) 𝐴⊤𝒚 = 0, 𝒃⊤𝒚 = −1有解．

这一引理的几何意义是明确的：如果 𝒃不在 𝐴的列空间 𝑉 中，那么一定存在一个正交于
𝑉 的向量，满足它和 𝒃成钝角（参看图 19.3）．

证明 如果 (i)、(ii)同时成立，则 −1 = 𝒃⊤𝒚 = 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = 0，矛盾．
假设 (i)不成立，则 𝒃不在 𝐴的列空间中，即 rank [𝐴 𝒃] = rank𝐴 + 1，从而以下矩阵

⎡
⎢
⎢
⎣

𝐴 𝒃

0⊤ −1

⎤
⎥
⎥
⎦
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𝐴的列空间

𝒚

𝒃

𝒂1

𝒂2

𝒂3

𝒂4

图 19.3: 引理 19.1.7的几何直观

的秩也是 rank𝐴 + 1．所以
⎡
⎢
⎢
⎣

0
−1

⎤
⎥
⎥
⎦
可被 [𝐴 𝒃]⊤ 线性表出，故存在所说的 𝒚． ◻

19.1.8引理 (Farkas) 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚，则下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 = 𝒃, 𝒙 ≥ 0有解；
(ii) 𝐴⊤𝒚 ≥ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0有解．

Farkas 引理是最优化理论的基石之一（我们今后可能还会用它导出凸优化中的
Karush–Kuhn–Tucker条件，这和线性规划的理论很相似）．其几何意义和前一个引理差
不多：参看图 19.4，𝐴𝒙 = 𝒃, 𝒙 ≥ 0有解实质上是指 𝒃落在 𝐴的列向量张成的凸锥中；如
果不是这样，因为锥是凸的，所以直观地存在一个超平面分离 𝒃和这个锥，这个超平面对
应的集合就是 {𝒙 ∶ 𝒙⊤𝒚 = 0}，对应于 (ii)．

𝒂1

𝒂2𝒃

𝒂1

𝒂2

𝒃

分离超平面 {𝒙 ∶ 𝒙⊤𝒚 = 0}

𝒚

图 19.4: Farkas引理的几何直观：左图表示情形 (i)，右图表示情形 (ii)

以下我们还是另外给出一个纯代数的证明．

证明 (i)、(ii)同时成立则导出 0 ≤ 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = (𝐴𝒙)⊤𝒚 = 𝒃⊤𝒚 < 0，矛盾．若 (i)不成立，则
我们可不妨设 𝐴𝒙 = 𝒃有解，但是不满足 𝒙 ≥ 0，否则可直接用引理 19.1.7得到结论．

设𝐴 = (𝒂1, … , 𝒂𝑛)，现在对 𝑛归纳来证明此时 (ii)成立．当 𝑛 = 1时，条件为 𝑥1𝒂1 = 𝒃

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



§19.1 线性规划的对偶性 295

有解 𝑥1 < 0，令 𝒚 = −𝒃，代入得

𝒂⊤
1 𝒚 = −𝒃⊤𝒃

𝑥1
> 0, 𝒃⊤𝒚 = −𝒃⊤𝒃 < 0,

满足 (ii)．
若命题对一切 𝑘 ≤ 𝑛 − 1都成立，因为 (i)没有满足 𝒙 ≥ 0的解，所以

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃

一定没有满足 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1 ≥ 0的解（否则可令 𝑥𝑛 = 0）．由归纳假设知，存在 𝒗满足
𝒂⊤

𝑖 𝒗 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)及 𝒃⊤𝒗 < 0．假如 𝒂⊤
𝑛 𝒗 ≥ 0恰好也成立，那么 (ii)已经成立．故下

面可设 𝒂⊤
𝑛 𝒗 < 0．取

̃𝒂𝑖 = (𝒂⊤
𝑖 𝒗)𝒂𝑛 − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)𝒂𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1),
𝒃̃ = (𝒃⊤𝒗)𝒂𝑛 − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)𝒃.
(19.1.8)

我们指出
∑𝑛−1

𝑖=1 𝑥𝑖 ̃𝒂𝑖 = 𝒃̃亦没有满足 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1 ≥ 0的解，否则整理可得

− 1
𝒂⊤

𝑛 𝒗

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖(𝒂⊤
𝑖 𝒗) − 𝒃⊤𝒗

⎞
⎟
⎟
⎠

𝒂𝑛 +
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃,

与 (i)不成立矛盾．故再次使用归纳假设得存在 𝒘，使得 ̃𝒂𝑖
⊤𝒘 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1), 𝒃̃⊤𝒘 <

0．这样，可以验证
𝒚 = (𝒂⊤

𝑛 𝒘)𝒗 − (𝒂⊤
𝑛 𝒗)𝒘

就是 (ii)的解．事实上，由式 (19.1.8)得

𝒂⊤
𝑖 𝒚 = (𝒂⊤

𝑛 𝒘)(𝒂⊤
𝑖 𝒗) − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)(𝒂⊤
𝑖 𝒘) = ̃𝒂𝑖

⊤𝒘 ≥ 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1), 𝒂⊤
𝑛 𝒚 = 0,

𝒃⊤𝒚 = (𝒂⊤
𝑛 𝒘)(𝒃⊤𝒗) − (𝒂⊤

𝑛 𝒗)(𝒃⊤𝒘) = 𝒃̃⊤𝒘 < 0. ◻

19.1.9推论 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚，则下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0有解；
(ii) 𝐴⊤𝒚 ≥ 0, 𝒚 ≥ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0有解．

证明 若 (i)、(ii)同时成立，则 0 ≤ 𝒙⊤𝐴⊤𝒚 = (𝐴𝒙)⊤𝒚 ≤ 𝒃⊤𝒚 < 0，矛盾．如果 (i)不成立，按
注 19.1.2的转换方法，这等价于

[𝐴 𝐼𝑚]
⎡
⎢
⎢
⎣

𝒙

𝒙′

⎤
⎥
⎥
⎦

= 𝒃, 𝒙, 𝒙′ ≥ 0
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296 十九 匹配和线性规划

无解，由 Farkas引理，存在 𝒚使得

⎡
⎢
⎢
⎣

𝐴⊤

𝐼𝑚

⎤
⎥
⎥
⎦

𝒚 ≤ 0, 𝒃⊤𝒚 < 0,

就得到 (ii)． ◻

我们可以证明强对偶性了．

19.1.10定理 (强对偶性) 设线性规划的原问题及其对偶如定义 19.1.1、19.1.4所说，则下
面叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝑃 , 𝐷都有可行解，且最优解的值相等；
(ii) 𝐷有可行解，𝑃 无可行解，且 𝐷的目标函数在约束下无界；
(iii) 𝑃 有可行解，𝐷无可行解，且 𝑃 的目标函数在约束下无界；
(iv) 两个问题均无可行解．

证明 设 𝑃 , 𝐷都有可行解，根据弱对偶性，我们只要证明不等式组

𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0,
𝐴⊤𝒚 ≥ 𝒄, 𝒚 ≥ 0,
𝒄⊤𝒙 − 𝒃⊤𝒚 ≥ 0,

是有解的即可．把它写成分块矩阵的形式，就是

(19.1.9)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐴 0
0 −𝐴⊤

−𝒄⊤ 𝒃⊤

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝒙
𝒚

⎤
⎥
⎥
⎦

≤
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝒃
−𝒄
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎣

𝒙
𝒚

⎤
⎥
⎥
⎦

≥ 0.

如果此系统无解，则根据推论 19.1.9，存在 𝒛, 𝒘 ≥ 0和实数 𝛼 ≥ 0使得

𝐴⊤𝒛 ≥ 𝛼𝒄, 𝐴𝒘 ≤ 𝛼𝒃, 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘.

首先说明 𝛼 = 0是不可能的．不然，设 𝒙̃, ̃𝒚是 𝑃 , 𝐷的可行解，有

0 ≤ 𝒙̃⊤𝐴⊤𝒛 = (𝐴𝒙̃)⊤𝒛 ≤ 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘 ≤ (𝐴⊤ ̃𝒚)⊤𝒘 = ̃𝒚⊤𝐴𝒘 ≤ 0,

矛盾．此时再令 𝒙 = 𝒘/𝛼, 𝒚 = 𝒛/𝛼，则可验证 𝒙, 𝒚分别是 𝑃 , 𝐷的可行解，故再次由弱对
偶性得

𝒄⊤𝒘 = 𝛼(𝒄⊤𝒙) = 𝛼(𝒃⊤𝒚) = 𝒃⊤𝒛,
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与 𝒃⊤𝒛 < 𝒄⊤𝒘矛盾．所以式 (19.1.9)一定有解，即最优解的值相等．
再设 𝑃 无可行解，而 𝐷有可行解．结合 𝑃 无可行解和推论 19.1.9得 𝐴⊤𝒘 ≥ 0, 𝒘 ≥

0, 𝒃⊤𝒘 < 0有解．注意到，如果 𝒚是 𝐷的可行解，则对每个非负实数 𝜆，𝒚 + 𝜆𝒘都是可行
解，这样 𝐷的目标函数可写为 𝒃⊤(𝒚 + 𝜆𝒘) = 𝒃⊤𝒚 + 𝜆(𝒃⊤𝒘)．因为 𝒃⊤𝒘，所以取充分大的
𝜆可使目标函数充分小，即其无界．同理可证 (iii)．

(iv)则是剩余的可能情形，对此没有可说的结论． ◻

至此，我们用推论 19.1.9刻画了可行解的存在性，用强对偶性描写了最优解的性质．
强对偶性还将导出一个很重要的性质，就是互补松弛性．

19.1.11推论 设线性规划的原问题及其对偶如上所说，𝒙, 𝒚分别是 𝑃 , 𝐷的最优解，当且
仅当下面的命题成立：

(i) 𝑦𝑖 > 0推出
∑𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)；
(ii) 𝑥𝑗 > 0推出

∑𝑚
𝑖=1 𝑏𝑖𝑗𝑦𝑖 = 𝑐𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛)．

用自然语言表述，就是第 𝑖个分量非负的约束和对偶问题的第 𝑖个约束一定有一个取等．

证明 必要性．由强对偶性，我们有

𝑛∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑥𝑗 =
∑
𝑖,𝑗

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 =
𝑚∑

𝑖=1
𝑏𝑖𝑦𝑖 ⟹

𝑚∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑏𝑖 −

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

≥0

𝑦𝑖⎵
≥0

= 0.

注意求和中每一项都非负，故每一项都必须是 0，因而第 𝑖个分量 ≥ 0的约束和对偶问题
的第 𝑖个约束一定有一个取等．(ii)同理可证．

充分性．(i)、(ii)成立时即有

𝒄⊤𝒙 =
𝑛∑

𝑗=1
𝑐𝑗𝑥𝑗 =

𝑛∑
𝑗=1 (

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖)
𝑥𝑗 =

𝑚∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑦𝑖 =
𝑚∑

𝑖=1
𝑏𝑖𝑦𝑖 = 𝒃⊤𝒚,

由对偶性知道 𝒙, 𝒚均为最优解． ◻

利用强对偶性可以很快导出几个比较重要的二部图中的定理．承上所述，我们仍然

暂时先承认以下有关二部图的线性规划问题都有解．

在图 𝐺中，如果 𝐿 ⊆ 𝐸(𝐺)使得每个顶点至少是 𝐿中某条边的一个端点，则把 𝐿称
为 𝐺的一个边覆盖．当然，只有不含孤立点的图中才有边覆盖，以下提到边覆盖时总设
其存在．

我们把最大独立集、最大匹配、最小点覆盖和最小边覆盖的大小分别记为

𝛼(𝐺), 𝜈(𝐺), 𝜏(𝐺), 𝜌(𝐺)．

19.1.12推论 对任意图 𝐺，有 𝜈(𝐺) ≤ 𝜏(𝐺)以及 𝛼(𝐺) ≤ 𝜌(𝐺)．特别地，在二部图 𝐺中，还
有等号成立：
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298 十九 匹配和线性规划

(i) 𝜈(𝐺) = 𝜏(𝐺)；
(ii) 𝛼(𝐺) = 𝜌(𝐺)；
(iii) 𝜈(𝐺) + 𝜌(𝐺) = 𝛼(𝐺) + 𝜏(𝐺) = |𝐺|．
结论 (i)、(ii)为 König所发现 [konig1931grafok; konig1916graphen]，(iii)是 Gallai的结
果 [gallai1959uber]．

证明 首先记 LP为最大匹配问题的线性规划形式，则根据例 19.1.3、19.1.5的论证，DLP
为最小点覆盖问题的线性规划形式．由弱对偶性和整数线性规划的性质得

ILP ≤ LP ≤ DLP ≤ IDLP,

所以命题成立．特别地，在二部图中最优解为整数，因此由强对偶性等好全部成立．这就

证明了有关 𝜈(𝐺), 𝜏(𝐺)的结论．
对于最大独立集问题，设图 𝐺 关联矩阵的转置𝑀⊤ ∈ {0, 1}𝑚×𝑛，令 𝒙 ∈ {0, 1}𝑛 的

含义为点集 𝑋 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数（即是对点 𝑣代表的分量，其值为 1𝑣∈𝑋）．考虑约束

𝑀⊤𝒙 ≤ 1，它表示 𝑋 中的点两两不邻接，即代表一个独立集；如果再设定最大化目标函
数 max 1⊤𝒙 = |𝑋|，则这就对应于最大独立集．即是：

max
𝒙

1⊤𝒙,

s.t. 𝑀⊤𝒙 ≤ 1, 𝒙 ≥ 0.

其对偶问题 DLP为

min
𝒚

1⊤𝒚,

s.t. 𝑀𝒚 ≥ 1, 𝒚 ≥ 0.

若将 𝒚 ∈ {0, 1}𝑚 理解为边集 𝑌 ⊆ 𝑉 (𝐺)的特征函数（对边 𝑒代表的分量，其值为 1𝑒∈𝑌），

约束此时表示 𝐺 中的每一个点都和 𝑌 中的某条边相邻，最小化目标函数就是要求最
小的满足这个条件的边集的大小．再次利用弱对偶性和整数线性规划的性质便得到

𝛼(𝐺) ≤ 𝜌(𝐺)．特别地，在二部图中最优解为整数，因此由强对偶性等好全部成立．
最后证明 (iii)．注意到一个简单的观察：一个点集 𝑆 是独立集，当且仅当 𝑉 ⧵ 𝑆 是点

覆盖．事实上，若 𝑆 为独立集，则每条边都和 𝑉 ⧵ 𝑆 上的点相邻；若 𝑉 ⧵ 𝑆 为点覆盖，则
𝑆 中点之间必然无边．这导出 𝛼(𝐺) + 𝜏(𝐺) = |𝐺|，结合 (i)、(ii)即知 (iii)成立． ◻

习题 19.1
1. 某公司用 3种原料合成 2种化学物质．每千克 A由 0.25 kg 1、0.5 kg 2和 0.25 kg 3合成；每千克
B则由 0.5 kg 1和 0.5 kg 2合成．A售价每千克 12元，B售价每千克 15元．假设现在有原料 1、2、3
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§19.1 线性规划的对偶性 299

各 12 kg、15 kg和 5 kg，问：如何设置生产方案才能使得总价值最大？用线性规划建模，并写出问题
的对偶．对偶是否有实际含义？

2. 设函数 𝑓(𝒙, 𝒚)∶ 𝒳 × 𝒴 ⟶ ℝ．证明：

sup
𝒙∈𝒳

inf
𝒚∈𝒴

𝑓(𝒙, 𝒚) ≤ inf
𝒚∈𝒴

sup
𝒙∈𝒳

𝑓(𝒙, 𝒚).

这一性质如果用通俗的话讲就是：“鸡头不如凤尾．”

3. 给定无向图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸)，每条边 𝑒 ∈ 𝐸 都被赋予一个非负权重 𝑤(𝑒)．固定顶点 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉，考虑如
下线性规划：

max
𝒅

𝑑𝑡,

s.t. 𝑑𝑣 ≤ 𝑑𝑢 + 𝑤(𝑢, 𝑣), ∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸,
𝑑𝑠 = 0.

(1) 证明：该线性规划的最优解 𝑑∗
𝑡 是从 𝑠到 𝑡的最短路径长度．

(2) 写出该线性规划的对偶规划，并给它一个图论上的解释．

4. 用线性规划的模型为下列问题建模：设 𝐴, 𝐶 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃, 𝒅 ∈ ℝ𝑛，令

𝑃1 = {𝒙 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐴𝒙 ≤ 𝒃}, 𝑃2 = {𝒙 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐶𝒙 ≤ 𝒅}.

求“最佳”的 𝒂 ∈ ℝ𝑛 和实数 𝛾，使得对于任意的 𝒙 ∈ 𝑃1 有 𝒂⊤𝒙 < 𝛾，对任意的 𝒙 ∈ 𝑃2 有 𝒂⊤𝒙 > 𝛾．
对于“最佳”，请根据几何意义自己选择一个较好的优化目标．

5. 甲乙两人玩改版的石头剪子布游戏，这个游戏中有一个新策略 X．该策略会输给布，但能够胜
过石头和剪刀．设胜利的收益是 1，平手的收益是 0，失败的收益是 −1．游戏允许甲方使用四种策
略中的任意一种，乙方只允许出石头、剪刀或者布．

(1) 假设甲分别以 𝒑 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4)⊤ 的概率出石头、剪刀、布和策略 X，乙则以 𝒒 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)的
概率出石头、剪刀和布．求此时甲和乙的期望收益．

(2) 假设甲、乙都是绝顶聪明的人，他们的最佳策略分别是什么？用线性规划建立该问题的数学
模型，尝试求解．

6. 写出下述线性规划问题的标准形和松弛形，求出它的对偶．

max
𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3

3𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3,

s.t. 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 ≤ 1,
𝑥2 − 5𝑥3 ≤ −4,
𝑥1 − 3𝑥2 + 2𝑥3 = −10,
𝑥1, 𝑥3 ≥ 0.
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7. 用二维图解法确定下面线性规划问题的最优解：

min 2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 6𝑥4,
s.t. 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 ≥ 2,

− 2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 ≤ 3,
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.

8. 构造一个线性规划问题，使得它和它的对偶都没有可行解．
9. 构造一个线性规划问题，使得它的最优解不唯一，但是最优解只有有限多个．
10. 设有限集 𝑈，函数 𝑢, 𝑣∶ 𝒫 (𝑈) ⟶ ℝ≥0 和正实常数 𝛾 皆已给定，写出问题

max
ℓ+ ,ℓ−

𝑝1 ,…,𝑝|𝑈|

ℓ+ − ℓ−,

s.t.
∑
𝑆⊆𝑈

𝑢(𝑆)
∑
𝑗∈𝑆

𝑝𝑗 −
∑
𝑗∈𝑇

𝑝𝑗 + (ℓ+ − ℓ−) ≤
∑
𝑆⊆𝑈

𝑢(𝑆)𝑣(𝑆 ⧵ 𝑇 ) − 𝛾𝑣(𝑈) (∀𝑇 ⊆ 𝑈),

𝑝𝑗 ≥ 0 (∀𝑗 ∈ 𝑈), ℓ+, ℓ− ≥ 0.

的对偶． 提示 参看 [dutting2020log]．

11. 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛，证明下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 ≤ 0, 𝒙 ≥ 0, 𝒙 ≠ 0有解；
(ii) 𝐴⊤𝒚 > 0有解．
12. 设 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚，证明下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 ≤ 𝒃有解；
(ii) 𝐴⊤𝒚 = 0, 𝒃⊤𝒚 = −1, 𝒚 ≥ 0有解．
能否给出一个几何解释？

13. 设 𝐴, 𝐶 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃, 𝒅 ∈ ℝ𝑚，证明下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 ≤ 𝒃, 𝐶𝒙 ≤ 𝒅有解；
(ii) 𝐴⊤𝒛 + 𝐶⊤𝒚 = 0, 𝒃⊤𝒛 + 𝒅⊤𝒚 < 0, 𝒛 ≥ 0有解．
14. 设 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃, 𝒄 ∈ ℝ𝑚，证明下面两个叙述有且仅有一个成立：

(i) 𝐴𝒙 < 𝒃, 𝐵𝒙 ≤ 𝒄 有解；
(ii)存在 𝒚 ≥ 0, 𝒛 ≥ 0使得 𝐴⊤𝒚 + 𝐵⊤𝒛 = 0，而且

𝒃⊤𝒚 + 𝒄⊤𝒛 < 0 或者 𝒃⊤𝒚 + 𝒄⊤𝒛 = 0 (𝒚 ≠ 0).

15. 对于 𝛼(𝐺), 𝜈(𝐺), 𝜏(𝐺), 𝜌(𝐺)中的每一个数量，决定使得其等于 1的那些图．
16. 利用推论 19.1.12证明：二部图 𝐺中存在一个至少大小为 𝑒(𝐺)/Δ(𝐺)的匹配．
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19.2 全幺模矩阵
第一个求解线性规划的通用算法由美国数学家 Dantzig发明，它就是单纯形法．因

为我们在后续课程中会学到单纯形法的具体计算方法，这里我们仅说明其基本原理，主

要目的是为了引出最优解的一些更多的刻画．

先来回顾二维线性规划的图解法．我们已经知道，二维线性规划的可行域由直线围

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

𝑂

𝑧 = 3.2

𝑧 = −4.8

图 19.5: 二维线性规划图解法的一个例子

出．观察图 19.5，设想阴影示出的可行域中，我们希望最大化 2𝑥 + 𝑦．对于每个 𝑧 ∈ ℝ，我
们绘出直线族 2𝑥 + 𝑦 = 𝑧；若有直线和可行域有交点，那么 𝑧就是可实现的值．注意到直
线和 𝑦轴的交点的纵坐标恰是 𝑧的值，通过挪动直线，可以发现最优解在三角形区域的
右下角的顶点取到．

二维的几何直观告诉我们，如果存在最优解，则最优解不仅在可行域的边界取到，而

且一定会有一个是“顶点”．我们现在把这样的直观推广到高维．

考虑注 19.1.2所说的松弛形，记其可行域为𝑀，最优解的集合为𝑀∗．下面总是

设线性规划有最优解，𝑀, 𝑀∗ ≠ ∅．不难看出，若设最优解的值为 𝑣，则 𝑀∗ 是方程

⎡
⎢
⎢
⎣

𝐴
𝒄⊤

⎤
⎥
⎥
⎦

𝒙 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝒃
𝑣

⎤
⎥
⎥
⎦
的解．因而下面对𝑀, 𝑀∗ 的论证一般类似，此时只对𝑀 证明．

19.2.1引理 𝑀, 𝑀∗ 都是凸且闭的集合．

证明 设 𝒙′, 𝒙″ ∈ 𝑀, 𝒛 = 𝜆𝒙′ + (1 − 𝜆)𝒙″ (0 ≤ 𝜆 ≤ 1)．那么 𝐴𝒛 = 𝜆𝒃 + (1 − 𝜆)𝒃 = 𝒃．故
𝒛 ∈ 𝑀，𝑀 为凸集．另外，𝐴𝒙 = 𝒃是一族超平面的交，𝒙 ≥ 0是第一定限，这些都是闭集，
因而𝑀 作为有限个闭集的交仍然是闭的．同理可对𝑀∗ 证明． ◻

19.2.2定义 设𝐾为凸集，如果 𝒗 ∈ 𝐾满足对任意的 𝒙′, 𝒙″ ∈ 𝐾，𝒗 = 𝜆𝒙′ + (1 − 𝜆)𝒙″ (0 ≤
𝜆 ≤ 1)可推出 𝜆 = 0或 𝜆 = 1，就称 𝒗是顶点．（顶点是不在任何 𝐾 中线段的内部的 𝐾 中
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点．）

设 𝐴的列向量分别为 𝒂1, … , 𝒂𝑛．对于 𝒙 ∈ 𝑀，记集合 𝐼 = {𝑖 ∈ [𝑛] ∶ 𝑥𝑖 > 0}为那些
非零分量的下标，称 {𝒂𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}为 𝒙关联的列向量．

19.2.3引理 设 𝑉 (𝑀), 𝑉 (𝑀∗)为𝑀, 𝑀∗ 中相应的顶点，则二者皆不空．

证明 我们取 𝒙 ∈ 𝑀，使其关联的列向量集 {𝒂𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}是极小的．如若 𝒙 ∉ 𝑉 (𝑀)，则
存在 𝒙′, 𝒙″ ∈ 𝑀 使得 𝒙 = 𝜆𝒙′ + (1 − 𝜆)𝒙″ (0 < 𝜆 < 1)．注意到 𝑥𝑖 = 0 (∀𝑖 ∉ 𝐼)，所以相应
的 𝑥′

𝑖 , 𝑥″
𝑖 = 0．故

𝒃 = 𝐴𝒙′ = 𝐴𝒙″ =
∑
𝑖∈𝐼

𝑥′
𝑖 𝒂𝑖 =

∑
𝑖∈𝐼

𝑥″
𝑖 𝒂𝑖.

令 𝑣𝑖 = 𝑥′
𝑖 − 𝑥″

𝑖，于是
∑

𝑖∈𝐼 𝑣𝑖𝒂𝑖 = 0，而且至少有一个 𝑣𝑖 不为 0（否则 𝒙′ = 𝒙″）．再设

𝑗 = argmin𝑗∈𝐼,𝑣𝑗 ≠0
𝑥𝑗

|𝑣𝑗 |，𝜌 = 𝑥𝑗
|𝑣𝑗 |．

不妨设 𝑣𝑗 > 0，我们构造 𝒙̃如下：

𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝜌𝑣𝑗 (𝑖 ∈ 𝐼), 𝑥𝑗 = 0 (𝑖 ∉ 𝐼).

这样就有

𝒙̃ ≥ 0, 𝑥𝑖 = 0 (𝑖 ∉ (𝐼 ⧵ {𝑗})), 𝐴𝒙̃ = 𝐴𝒙 − 𝜌
∑
𝑖∈𝐼

𝑣𝑖𝒂𝑖 = 𝒃,

即 𝒙̃关联的列向量集是 𝐼 ⧵ {𝑗} ⊂ 𝐼，矛盾．因此 𝒙必为顶点．
同理可对𝑀∗ 证明． ◻

19.2.4定理 𝑉 (𝑀∗) = 𝑉 (𝑀) ∩ 𝑀∗，特别地，一定有一个最优解是可行域中的顶点．

证明 注意𝑀∗ ⊆ 𝑀，因而𝑀 的顶点一定是𝑀∗ 的顶点，故 𝑉 (𝑀∗) ⊇ 𝑉 (𝑀) ∩ 𝑀∗．

设 𝒙 ∈ 𝑉 (𝑀∗) 和 𝒙 = 𝜆𝒖 + (1 − 𝜆)𝒗 (𝒖, 𝒗 ∈ 𝑀, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1)．一方面，𝒙 是最优解表明
𝑤 = 𝒄⊤𝒙 = 𝜆𝒄⊤𝒖 + (1 − 𝜆)𝒄⊤𝒗，其中 𝑤是最优解的值；另一方面，𝒄⊤𝒖 ≤ 𝑤, 𝒄⊤𝒗 ≤ 𝑤．
这推出 𝒖, 𝒗 ∈ 𝑀∗．又 𝒙 ∈ 𝑉 (𝑀∗)，所以只好 𝒙 = 𝒖 或 𝒙 = 𝒗，即 𝒙 ∈ 𝑉 (𝑀)，于是
𝑉 (𝑀∗) ⊆ 𝑉 (𝑀) ∩ 𝑀∗．

由前述引理知 𝑉 (𝑀∗), 𝑉 (𝑀) 都不是空集，所以一定有一个最优解是可行域中的
顶点． ◻

最后我们指出顶点和点关联的列向量之间的联系，这样就可以把顶点的几何意义同

代数方程的解联系起来．

19.2.5定理 𝒙 ∈ 𝑀 是顶点，当且仅当它关联的列向量线性无关．

19.2.6注 因为这种线性无关性，在单纯形法的算法中也把顶点称为基本可行解；而取 𝐴
的 rank𝐴个线性无关的列向量 {𝒂𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}，求解

∑
𝑖∈𝐼 𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃并令 𝑥𝑗 = 0 (∀𝑗 ∈ [𝑛] ⧵ 𝐼)

（而不管是否有 𝒙 ≥ 0）得到的解称为基本解． ♤
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证明 充分性．设 {𝒂𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}是 𝒙 ∈ 𝑀关联的列向量，它们线性无关．假设 𝒙不是顶点，
接下来的手法和引理 19.2.3一样：存在 𝒙′, 𝒙″ ∈ 𝑀 使得 𝒙 = 𝜆𝒙′ + (1 − 𝜆)𝒙″ (0 < 𝜆 < 1)，
于是

∑
𝑖∈𝐼 (𝑥′

𝑖 − 𝑥″
𝑖 )𝒂𝑖 = 0，由于 𝒙′ ≠ 𝒙″，故这些列向量线性相关，矛盾．

必要性．设 𝒙 ∈ 𝑀 是顶点，其关联的列向量同上．如果这些列向量线性相关，即

对一组不全为零的系数有
∑

𝑖∈𝐼 𝑣𝑖𝒂𝑖 = 0，不妨设 𝑣𝑗 > 0．我们取充分小的 𝜀 > 0使得
𝑥𝑖 − 𝜀𝑣𝑖 > 0 (∀𝑖 ∈ 𝐼)，再令 𝒙′, 𝒙″ 如下：

𝑥′
𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝜀𝑣𝑖, 𝑥″

𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝜀𝑣𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼), 𝑥′
𝑖 = 𝑥″

𝑖 = 0 (𝑖 ∉ 𝐼).

由于 𝑣𝑗 > 0，所以 𝑥𝑗 ≠ 𝑥′
𝑗 ≠ 𝑥″

𝑗，从而存在不同于 𝒙的 𝒙′ ≠ 𝒙″ 满足

𝒙′, 𝒙″ ≥ 0, 𝐴𝒙′ = 𝐴𝒙″ = 𝒃, 𝒙 = 𝒙′ + 𝒙″

2 ,

这与 𝒙 ∈ 𝑉 (𝑀)矛盾． ◻

19.2.7推论 𝑉 (𝑀)是有限集．

定理 19.2.4告诉我们，只要在可行域的顶点上（以某种非平凡的方式）搜索，就可
以找到最优解；定理 19.2.5和注 19.2.6则指明了计算顶点的方法．它们合起来就构成了
单纯形法的基本原理．单纯形法的最坏时间复杂度关于变量数是指数的，但它使用起来

性能很好（探索为什么它实际性能很好的理论研究还引出了一个著名的复杂度分析理

论）；后来人们还发现了一些求解线性规划的多项式时间的算法．

回到例 19.1.3最后提到的问题．对于一些特别的 𝐴（比如二部图最大匹配），我们
可以保证一般线性规划的最优解恒为整数向量．

19.2.8定义 设 𝐴 ∈ ℤ𝑛×𝑛，如果 𝐴的行列式为 +1或 −1，就称它是幺模矩阵．如果一个整
数矩阵的每个非奇异子方阵都是幺模矩阵（换言之，每个子方阵的行列式都是 0, +1, −1
之一），则说它是全幺模矩阵．

19.2.9引理 设 𝐴 ∈ ℤ𝑚×𝑛，则 𝐴是全幺模矩阵当且仅当 [𝐴 𝐼𝑚]是全幺模矩阵．

证明 充分性显然．对于必要性，我们对选取的子方阵的大小 𝑘作归纳法．当 𝑘 = 1时，
𝐼𝑚 的每个元素 ∈ {0, ±1}，命题成立．假设阶严格小于 𝑘的全部非奇异子方阵都是幺模
矩阵，考虑一 𝑘 × 𝑘的子方阵．如果它的列不包括 𝐼𝑚 中的列，那命题自然成立；否则，它

选入了 𝐼𝑚中的某一列的一部分，这一列可能全为 0，此时行列式为 0；也可能恰有一个 1，
那按这一行展开其行列式，由归纳假设知其结果仍属 {0, ±1}之一． ◻

19.2.10推论 若线性规划标准形（19.1.1）中的矩阵 𝐴为全幺模矩阵，则其最优解必为
整数向量．

证明 首先将标准形化为松弛形，这时 [𝐴 𝐼𝑚]也是全幺模矩阵．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58
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再依据定理 19.2.4和定理 19.2.5，最优解一定是基本解．而当求基本解时，线性方程
组

∑
𝑖∈𝐼 𝑥𝑖𝒂𝑖 = 𝒃的系数矩阵是全幺模矩阵，由 Cramer法则知 𝑥𝑖 ∈ ℤ (𝑖 ∈ 𝐼)，于是基本

解一定是整数向量，从而最优解亦然． ◻

于是，如果 𝐴是全幺模矩阵，则整数线性规划可以用普通的线性规划算法照常计
算．我们不加证明地叙述一个有用的判定全幺模矩阵的充分条件：

19.2.11定理 (Hoffman–Gale, [heller201614]) 设 𝐴 ∈ ℤ𝑚×𝑛，如果 𝐴 的每个元素只是
{0, ±1}之一，每列至多有两个非零元素，且其行可划分为两个集合 𝐵, 𝐶，使得
(i) 若某列中有两个非零元素 +1, −1，则它们所在的行必同属 𝐵或者 𝐶；
(ii) 若某列中两个非零元素相同，则它们所在的行必分属 𝐵, 𝐶．
那么 𝐴是全幺模矩阵．

根据上述定理我们立刻可以判定二部图的关联矩阵是全幺模矩阵（每列只有两个

非零元素对于关联矩阵总是成立，而 𝐵, 𝐶 在二部图中就是顶点分为两个独立集），从而
线性规划的强对偶性确实推出了对于二部图，推论 19.1.12中的等号成立．

习题 19.2
1. 证明：𝐴 ∈ {0, 1}𝑚×𝑛 是全幺模矩阵当且仅当 [𝐴 − 𝐴 𝐼𝑚 − 𝐼𝑚]是全幺模矩阵．

2. 证明：有向图的关联矩阵一定是全幺模矩阵．
3. 设矩阵 𝐴 ∈ {0, 1}𝑚×𝑛 满足：可以适当调换 𝐴的行，使得每列中的全部 1都是连续而不间断地出
现的，证明：𝐴是全幺模矩阵．
4. (活动选择问题) 有 𝑛项活动同时申请使用同一个礼堂，每个活动 𝑖都有一个开始时间 𝑠𝑖 和结束

时间 𝑓𝑖，任何两个活动不能同时举行（端点除外）．举办活动 𝑖的收益是 𝑝𝑖．现在想要选择一些活

动，使得收益最大．

(1) 给出问题的整数线性规划的数学模型，并化成标准形．
(2) 该问题是否可以直接用一般线性规划的方法直接精确求解？说明理由．

5. (LP Rounding) 对于一般图𝐺(𝑉 , 𝐸)和权函数𝑤∶ 𝑉 ⟶ ℝ≥0，我们考虑最小顶点覆盖问题：选定

一些顶点 𝑆 ⊆ 𝑉，满足每条边 𝑒 ∈ 𝐸 都至少有一个端点在 𝑆 中，问如何使代价𝑊 (𝑆) =
∑

𝑣∈𝑆 𝑤(𝑣)
最小．设最优解为𝑊 (𝑆∗)．
(1) 将它写成一个（整数）线性规划问题．
(2) 已知一般图的最小顶点覆盖是 NP-难的，因此不太可能直接用普通的线性规划求解．特别地，
请验证你写出的矩阵不一定是全幺模矩阵．

(3) 使用如下变通的方法：先应用普通的线性规划算法求出最优解；这个最优解的分量可能有非
整数，如果分量不小于 1

2，就把它改成 1，否则改成 0．证明：这样修改得到的解是一个可行解，
且它对应的代价不超过 2𝑊 (𝑆∗)．

6. 如果一个矩阵的每行和每列的元素都是非负实数，而且和为 1，就称其为双随机矩阵．如果一
个矩阵每行和每列的元素中恰有一个为 1，其他为 0，则称其为置换矩阵．证明：对于每一个双随
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机矩阵 𝐷，都存在若干个置换矩阵 𝑃1, … , 𝑃𝑛 和非负实数 𝜆1, … , 𝜆𝑛，使得 𝐷 = 𝜆1𝑃1 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑃𝑛 且

𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑛 = 1．

19.3 网络流和几个匹配定理
利用线性规划可以解决一类很重要的图论问题，这就是网络流．本节我们还将利

用网络流的模型比较快地证明匹配理论中的 Hall定理、Dilworth定理以及连通性中的
Menger定理 [dantzig1955max]．

19.3.1定义 有向图 𝑁（可以有反向边），连同容量函数 𝑐 ∶ 𝐸(𝑁) ⟶ ℝ≥0 ∪ {∞}，以及
两个顶点 𝑠（源，入度为 0），𝑡（汇，出度为 0）合起来称为一个容量网络．图 19.6给出了
一个例子．

容量网络上的映射 𝑓 ∶ 𝐸(𝑁) ⟶ ℝ≥0 称为网络流，它给每个边设置一个流量．记

𝑓 +(𝑣)为顶点 𝑣出边上的流量和，𝑓 −(𝑣)为其入边上的流量和．我们说流 𝑓 是可行流，如
果对每条边都有 0 ≤ 𝑓(𝑒) ≤ 𝑐(𝑒)，以及对每个除了 𝑠, 𝑡的顶点 𝑣都有 𝑓 +(𝑣) = 𝑓 −(𝑣)．

𝑠

2 4

1 3

𝑡

8

11

11

4

12
15

4 7110

图 19.6: 容量网络的例子，箭头上标出了容量

流入汇点的总流量 𝑓 −(𝑡)称为 𝑓 的流量 𝑣(𝑓)，利用中间结点的守恒条件容易证明

19.3.2命题 可行流中，源点的流出量等于汇点的流入量：𝑓 +(𝑠) = 𝑓 −(𝑡)．

所以 𝑓 的流量也可定义为流出源点的总流量．我们现在想要计算给定容量网络上的可
行流的最大流量．此时的流量 𝑓 称为最大流．

一个网络可以用来模拟道路系统的交通量、管中的液体、电路中的电流等，所以最大

流问题有很多实际意义．又如，可以设置合适的容量函数让二部图的最大匹配转换为网

络流问题．

19.3.3例 设二部图𝐺的两个独立集的顶点集分别为𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}, 𝑌 = {𝑦1, … , 𝑦𝑚}．
为了求出最大匹配，设计容量网络如下（参看图 19.7中的例子）：添加超级源点 𝑠和超级
汇点 𝑡；𝑠指向每个 𝑥𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)均有一条有向边；每个 𝑦𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)指向 𝑡均有一条有
向边；原来二部图中的边均添加定向为 𝑥𝑖 指向 𝑦𝑗 的形式；所有有向边的容量都为 1．可
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𝑠 𝑡

图 19.7: 二部图最大匹配转化为网络流问题：左侧是二部图，右侧是对应构造的容量网络

以看出最大流所对应的流量为 1的边合起来就是一个最大匹配（当然，我们要证明最大
流的流量一定是整数，参看推论 19.3.6）． ♢

网络流问题是可以直接写成线性规划的，因此运用线性规划的理论可以导出有用的

结论．

19.3.4定义 设 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)是一个容量网络，如果点集 𝑆 包含源点 𝑠但不包含汇点 𝑡，则
称 𝐸(𝑆, 𝑆)是一个 𝑠, 𝑡-割，其容量写为 𝑐(𝑆, 𝑆) ≝

∑
𝑒∈𝐸(𝑆,𝑆) 𝑐(𝑒)．求取最小容量的 𝑠, 𝑡-割

的问题称为最小割．

19.3.5定理 (Ford–Fulkerson, [ford1956maximal; elias1956note]) 容量网络中，最大流
的流量等于最小割的容量．

证明 设所说的容量网络为 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)，顶点编号 1, … , 𝑛 = |𝑁|；并记 𝑥𝑖𝑗 表示网络流中，

𝑖𝑗 边上的流量，相应的 𝑐𝑖𝑗 表示该边的容量．最大流问题可以写为线性规划问题：

max
𝒙

∑
𝑗∶(𝑠,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑥𝑠𝑗 ,

s.t.
∑

𝑖∶(𝑖,𝑘)∈𝐸(𝑁)
𝑥𝑖𝑘 −

∑
𝑗∶(𝑘,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑥𝑘𝑗 = 0 (∀𝑘 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).

对该问题取对偶得到（请读者动手尝试）

min
𝒚

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 ,

s.t. 𝑢𝑗 + 𝑦𝑠𝑗 ≥ 1 (𝑗 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
− 𝑢𝑖 + 𝑢𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
− 𝑢𝑖 + 𝑦𝑖𝑡 ≥ 0 (𝑖 ∈ [𝑛] ⧵ {𝑠, 𝑡}),
𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).
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额外引入 𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0，对偶问题进一步简写为

min
𝒚

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 ,

s.t. − 𝑢𝑖 + 𝑢𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)),
𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0,
𝑦𝑖𝑗 ≥ 0 (∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)).

(19.3.1)

若把 𝑦𝑖𝑗 看成边的选择，依据强对偶性只需要证明这个问题的最优解一定对应一

个合法的割．为此用一些小技巧来圈定 𝒖 的取值范围．上面关于 𝑦𝑖𝑗 的约束条件即

𝑦𝑖𝑗 ≥ max{𝑢𝑖 − 𝑗𝑗 , 0}，因为 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0，故希望 𝑦𝑖𝑗 尽可能小，所以其最优解和下面的拟线性

问题的最优解一模一样：

min
𝒖∈ℝ|𝐺|,𝑢𝑠=1,𝑢𝑡=0

∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑗 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 , 0}.

进一步考虑某个变量 𝑢𝑘，和它关联的项有∑
(𝑖,𝑘)∈𝐸(𝑁)

𝑐𝑖𝑘 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑘, 0} +
∑

(𝑘,𝑗)∈𝐸(𝑁)
𝑐𝑘𝑗 max{𝑢𝑘 − 𝑢𝑗 , 0}.

我们指出，对于任意的 (𝑖, 𝑘) ∈ 𝐸(𝑁)，都存在一个最优解，使得 𝑢𝑖 ≥ 𝑢𝑘．事实上，如

果最优解中 𝑢𝑖 < 𝑢𝑘，那么我们可以减小 𝑢𝑘 至 𝑢𝑖，这过程中 max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑘, 0}恒为 0，而
max{𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 , 0} ≤ max{𝑢𝑘 − 𝑢𝑗 , 0} (∀(𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁))，因此最优性保持不变．同理可证对
于任意的 (𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸(𝑁)，都存在一个最优解，使得 𝑢𝑗 ≤ 𝑢𝑘．有了这一有用的观察，结合

𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0和归纳法不难得知，存在一个最优解，使得 1 ≥ 𝒖 ≥ 0．
总结一下，式 (19.3.1)所说的最大流问题的线性规划形式之对偶中，一定有一个最

优解满足 1 ≥ 𝒖 ≥ 0．接下来我们再证明式 (19.3.1)的一切最优解都一定是整数向量．

假设最优解的排列形如
⎡
⎢
⎢
⎣

𝒖
𝒚

⎤
⎥
⎥
⎦
，把约束矩阵的列理解为对应于顶点（𝑢𝑖）和边（𝑦𝑖𝑗）．

又，除了 𝑢𝑠 = 1, 𝑢𝑡 = 0外的每个约束对应于一条边，故大部分行可以视为边，则约束矩
阵形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑀(𝐺)⊤ 𝐼𝑒(𝐺)

0 ⋯ 1⎵
第 𝑠个

⋯ 0 0⊤

0 1⎵
第 𝑡个

⋯ ⋯ 0 0⊤

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

其中𝑀(𝐺)表示有向图 𝐺的关联矩阵．对于该约束矩阵，我们还是用归纳法证明它是全
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幺模矩阵．显然其 1阶子矩阵的行列式都是 ±1, 0之一．假设断言对小于 𝑘阶的子矩阵
都成立，对于 𝑘阶子矩阵，如果它选定了 𝐼𝑒(𝐺) 中的列，或者选定了最后两行，因为这些行

列中至多有一个 1，所以由归纳假设命题立刻成立．否则，行列只能在𝑀(𝐺)⊤ 中取，根

据习题 19.2.2的结果，𝑀(𝐺)是全幺模的，在这些行列中选取子矩阵，其行列式自然也是
±1, 0之一．

从而，式 (19.3.1) 一定有一个最优解，其分量要么是 0 要么是 1．今记 𝑆 = {𝑖 ∈
𝑉 (𝐺) ∶ 𝑢𝑖 = 1}, 𝑇 = {𝑗 ∈ 𝑉 (𝐺) ∶ 𝑢𝑗 = 0}，那么 (𝑆, 𝑇 )对应一个 𝑠, 𝑡-割．这目标函数刚好
就是最小化这个割的容量．最后依线性规划的强对偶性知定理证毕． ◻

19.3.6推论 若容量网络中的容量均为整数，则最大流一定是整数流，即每条边上的流量

也为整数．

在展示图论中的应用之前，我们先介绍一下用线性规划之外的方法求解网络流问题

的一个简单算法：Ford–Fulkerson算法 [ford1956maximal]．给定容量网络 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)．
Ford–Fulkerson算法的想法是简单的：如果从源到汇有一条路径，上面的每条边的

流量都未达容量（不饱和），那么这条路径上就可以增加流量．这样的路径称为增广

路径．为了较快寻找这些路径，定义残量网络为：顶点和原网络相同，对于边 (𝑢, 𝑣)，若
𝑐(𝑢, 𝑣) > 𝑓(𝑢, 𝑣)，则添加容量为 𝑐𝑓 (𝑢, 𝑣) ≝ 𝑐(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)的边；若 𝑓(𝑢, 𝑣) > 0，则还要添
加容量为 𝑓(𝑣, 𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑣)的反向边．算法如下：
(i) 流量初始化为全零流．
(ii) 构造残量网络，寻找 𝑠𝑡（最短）路径 𝑝（忽略方向），满足路径上每条边的容量都为
正．如果不存在，算法终止，得到最大流；残量网络中 𝑠, 𝑡分别所在的连通分量之间
的边构成一个最小割．

(iii) 如果存在，令 𝑐𝑓 (𝑝) ≝ min{𝑐𝑓 (𝑢, 𝑣) ∶ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑝}，并进行增广：原网络中每条
(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑝边都增加流量 𝑐𝑓 (𝑝)，每条 (𝑣, 𝑢)反向边都降低流量 𝑐𝑓 (𝑝)．转 (ii)．
Ford–Fulkerson算法的正确性和终止性在下面的命题中予以分析．

19.3.7命题 对于整数容量网络 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)，Ford–Fulkerson算法在 𝑂(𝑒(𝑁)𝐶)时间内得到
一个最大流和最小割，其中 𝐶 为所有边的容量之和．

证明 首先，Ford–Fulkerson算法必然能终止，因为对于整数容量网络，每次增广总是使
得流量至少增加 1，因此最多操作 𝑒(𝑁)𝐶 次．
再证明得到最大流的充分必要条件是图中没有增广路径．必要性显然．对于充分

性，令

𝑆 = {𝑗 ∈ 𝑉 (𝑁) ∶残量网络中有 𝑠𝑗 路径（不计边的方向）}.

因最后残量网络中必然没有 𝑠𝑡路径，所以 𝑡 ∉ 𝑆．而且 𝐸(𝑆, 𝑆)就是一个 𝑠, 𝑡-割．注意到，
设 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑗 ∈ 𝑆 且 𝑖𝑗 边为割边，那么有：若原网络中有 (𝑖, 𝑗)边，则它是被饱和；若原网络
有 (𝑗, 𝑖)边，则它的流量是 0．否则根据算法，𝑠𝑗 将可增广，与 𝑆 的定义矛盾．
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因此，根据习题 19.3.3的直观结果，

𝑣(𝑓) =
∑

(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑆,𝑆)

𝑓(𝑖, 𝑗) −
∑

(𝑗,𝑖)∈𝐸(𝑆,𝑆)

𝑓(𝑗, 𝑖) =
∑

(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑆,𝑆)

𝑐(𝑖, 𝑗) − 0 = 𝑐(𝑆, 𝑆).

于是由最大流–最小割定理，(𝑆, 𝑆)为最小割，相应流为最大流． ◻

19.3.8注 在容量不是有理数的容量网络中，Ford–Fulkerson算法可能陷入循环 [zwick1995smallest]．
对这一问题有多种改进算法，参看一般的算法教科书． ♤

以下我们利用网络流的模型和最大流–最小割的理论导出一些图论中的重要结果，
这些结果往往深刻反映了“对偶”这一重要性质．

Hall婚姻定理 回顾作业匹配问题，设 𝑋 表示作业，𝑌 表示工作人员，它要求二部图
𝐺 = (𝑋, 𝑌 )的一个饱和𝑋的匹配．首先注意，问题有可能是无解的（例如图 16.6右侧）．
怎样判定问题是否有解？

一个比较明显的必要条件是，对于任意的 𝑆 ⊆ 𝑋，至少要有 |𝑆|个工作人员能做 𝑆
中的工作．形式言之，若记 Γ(𝑆) ≝ ⋃𝑥∈𝑆 𝒩 (𝑥)，则必须 |Γ(𝑆)| ≥ |𝑆|．可以证明，这又是
一个 TONCAS的例子，此即 Hall婚姻定理．

19.3.9定理 (Hall, [hall1935representatives]) 二部图 𝐺 = (𝑋, 𝑌 )存在一个饱和 𝑋 的匹
配当且仅当对任意的 𝑆 ⊆ 𝑋 都有 |Γ(𝑆)| ≥ |𝑆|．

证明 必要性已经说明，下证充分性．我们还是按照例 19.3.3的方法建立容量网络．但
为了论证方便，使所有 𝐺中原来的边的容量均为∞．因为源点和汇点连出的边的容量
仍为 1，所以修改这一容量不影响最大流的值．

现在假设不存在饱和 𝑋 的匹配，那么最大流的流量必然严格小于 |𝑋|．由最大
流–最小割定理，也有一个边数严格小于 |𝑋|的割．因为 𝑋𝑌 边的容量均为∞，所以割
边只能选择 𝑠与 𝑋 或者 𝑌 与 𝑡之间的边．用顶点 𝑆1 ⊆ 𝑋, 𝑇1 ⊆ 𝑌 表示这些割边，于是
|𝑆1| + |𝑇1| < |𝑋|．令 𝑆2 = 𝑋 ⧵ 𝑆1, 𝑇2 = 𝑌 ⧵ 𝑇1，则结合 |𝑆1| + |𝑆2| = |𝑋|得 |𝑇1| < |𝑆2|．
另一方面，𝑆2, 𝑇2 之间没有连边（否则与所选边集不是割），可见 Γ(𝑆2) ⊆ 𝑇1，但这导出

|Γ(𝑆2)| ≤ |𝑇1| < |𝑆2|，与 Hall条件矛盾． ◻

起初 Hall提出上述定理是为了研究集合的相异代表系问题．

19.3.10定义 设 𝑆1, … , 𝑆𝑛 是一组有限集的族，集合 {𝑎1, … , 𝑎𝑛}如果满足 𝑎𝑖 ∈ 𝑆𝑖 (1 ≤
𝑖 ≤ 𝑛)且各不相同，就称它是相异代表系（SDR）．

19.3.11例 {{𝑥0}, {𝑥0, 𝑥1}, {𝑥1}} 不存在 SDR，而 {{𝑥0, 𝑥1}, {𝑥2, 𝑥3}, {𝑥0, 𝑥2}} 则存在
SDR {𝑥0, 𝑥3, 𝑥2}． ♢
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19.3.12推论 集族 𝑆1, … , 𝑆𝑛 存在 SDR的充分必要条件是对每个指标集 𝐼 ⊆ [𝑛]都有
|⋃𝑛

𝑖∈𝐼 𝑆𝑖| ≥ |𝐼|．

证明 构作二部图，两边的点集分别是 [𝑛]和⋃𝑛
𝑖=1 𝑆𝑖：如果 𝑎 ∈ 𝑆𝑖，就在 (𝑖, 𝑎)间连接一

条边．想要求出的是饱和 [𝑛]的匹配，可以验证题设就是 Hall条件． ◻

Dilworth定理 Dilworth定理是有关有限偏序集的结构的一个定理，它在 Hasse图中有
相应直观．

偏序关系是反对称的，可以用有向图来图示．不过我们要进行简化．根据偏序关系

的传递性，只需要连接“不存在中介元素”的那些点，即 𝑥 < 𝑦且不存在 𝑧使得 𝑥 < 𝑧 < 𝑦，
这样的情形叫作 𝑦覆盖 𝑥．剩下的箭头可以自然地根据传递性添加．

在偏序关系对应的关系图上，作如下简化：

(i) 所有有向箭头都改为无向的线段；
(ii) 省略所有顶点的自环；
(iii) 只有具有覆盖关系的关联边保留．
此外，要求每条无向边中，较小元素处于下方以表示略去的箭头的朝向．这样所得的图

称为偏序集的 Hasse图．

19.3.13例 偏序集 ({𝑥 ∶ 𝑥 ∣ 60}, ∣)的 Hasse图如图 19.8所示．（∣表示整除．）

5

15 10

30 20

60

1

3 2

6 4

12

图 19.8: ({𝑥 ∶ 𝑥 ∣ 60}, ∣)的 Hasse图

我们发现，Hasse图可形象地表出偏序集中许多特殊元素．例如，粗略地说，最大元
和最小元分别在图最上部和最下部；链可描述为严格从下向上的一条线，反链的构造则

需要从左往右取元素，等等．根据这些形象表示，引出如下定义．

19.3.14定义 有限偏序集中最长链和最长反链的大小分别称为其高度和宽度．

19.3.15定理 (Dilworth, [dilworth1950decomposition]) 设 𝑃 是有限偏序集，称𝑀 为其

（反）链覆盖，如果𝑀 是 𝑃 的划分且𝑀 中元素均为（反）链．那么 𝑃 的宽度等于 𝑃 的
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最小链覆盖的大小．

证明 首先显见有：𝑃 的宽度 ≤ 𝑃 的最小链覆盖的大小，因为反链中的每个元素都必须
出现在不同的链中．由此只需要构造出一个反链和链覆盖，二者的大小相等，则它们必

然分别为最大和最小，于是命题成立．

用网络流的方式做这件事，建立容量网络如下：对每个元素 𝑠𝑖 ∈ 𝑃，分别引入两个顶
点 𝑠+

𝑖 , 𝑠−
𝑖 ，另有源点 𝑠和汇点 𝑡；对每个序关系 𝑝 < 𝑞，添加有向边 (𝑝−, 𝑞+)；所有的边的容

量均为 1．
鉴于边的容量都是整数，故可用 Ford–Fulkerson 算法计算其最大流 𝑓 和最小割

(𝑆, 𝑆)．令
𝐶 = {𝑝 ∈ 𝑃 ∶ 𝑓(𝑠, 𝑝−) = 0},

由于流量平衡条件和每条边的容量限制，若 𝑓(𝑠, 𝑝−) = 1，那么一定存在一个 𝑞使得 𝑝 < 𝑞
以及 𝑓(𝑝−, 𝑞+) = 1，因此我们有 |𝐶| = |𝑃 | − 𝑣(𝑓)，进一步对每个 𝑝 ∈ 𝑃 ⧵ 𝐶，它都有一个
后继 𝑞．对于这个后继 𝑞，或者 𝑞 ∈ 𝐶，或者 𝑞 ∉ 𝐶，若是后者，则链可加长，否则链终止．
因为 𝑃 有限，因此这样的扩展过程必然会停止，而且把 𝑃 划分为链的集合，每个链的集
合的最大元素是 𝐶 中元素．因边容量的限制，不可能有两条边同时流入一个顶点，所以
这个最大元唯一代表了每条链．由此知 𝑃 划分为 |𝐶|个链．

对于反链的构造，我们令

𝐴 = {𝑝 ∈ 𝑃 ∶ 𝑝− ∈ 𝑆 且 𝑝+ ∈ 𝑆}.

任取不同的 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴，根据 𝐴的构造和 FF算法的性质（参看命题 19.3.7），(𝑝−, 𝑞+)之
间或者没有边，或者 𝑓(𝑝−, 𝑞+) > 0．如果后者成立，则根据平衡条件 𝑓(𝑠, 𝑝−) = 1，但
𝑝− ∈ 𝑆，亦即 𝑠𝑝− 是残量网络中的增广路径，矛盾．所以 (𝑝−, 𝑞+)之间没有边，表明 𝐴
为反链．再计数 |𝐴|．再次由前面的论证知对不同的 𝑝, 𝑞，边 (𝑝−, 𝑞+)不可能在最小割
中．换言之，最小割中的割边只能形如 (𝑠, 𝑝−)或者 (𝑝+, 𝑡)，其中 𝑝− ∈ 𝑇 , 𝑝+ ∈ 𝑆，因此
|𝐴| = |𝑃 | − 𝑐(𝑆, 𝑆)．
最后，由最大流–最小割定理，|𝐴| = |𝐶|，定理证毕． ◻

Menger定理 关于连通度，我们之前把它表述成一个优化问题，没有一个比较形象的解

释．一个直观的观察是，如果 𝑆 是点割集，那么 𝐺 ⧵ 𝑆 中某两个点 𝑢, 𝑣之间不存在路径，
因而 𝑘-连通图的任意两个点之间一定有 𝑘条没有公共点的路径．这是关于 𝑘-连通图比
较具体的描述，可以证明，它也是一个充分条件．Menger定理刻画了这样的直观，用最
大流–最小割定理可以非常简单地导出它．

19.3.16定义 设 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑉 (𝐺)，一条 𝑿𝒀 路径是端点分别在 𝑋, 𝑌 中，但内点皆不在
𝑋 ∪ 𝑌 中的路径．如果 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺)满足 𝐺 ⧵ 𝑆 中不存在任何𝑋𝑌 路径，则称 𝑆 是一个𝑿𝒀
（点）割集．
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注意，我们认为 𝑋 ∩ 𝑌 中的每个点本身也算一条 𝑋𝑌 路径，只不过它是平凡的．我们用
𝜅(𝑋, 𝑌 )记最小的 𝑋𝑌 割的大小，用 𝜆(𝑋, 𝑌 )记最大的相互独立的 𝑋𝑌 路径的集合的大
小．

19.3.17定理 (Menger, [menger1927allgemeinen]) 设 𝑋, 𝑌 是图 𝐺 中的两个点集，则
𝜅(𝑋, 𝑌 ) = 𝜆(𝑋, 𝑌 )．

证明 我们给 𝐺加上定向，每条无向边均改为一对反向边，容量都设置为 1．添加源点 𝑠
和汇点 𝑡．其中 𝑠到 𝑋 中每个点以及 𝑌 中每个点到 𝑡都引一条容量为∞的有向边．
因为内部边的容量都是 1，可行流就对应了相互独立的 𝑋𝑌 路径数目，而 𝑠, 𝑡-割当

然是 𝑋𝑌 边割集．由于边割集的大小是最小 𝑋𝑌 点割集的上界，所以由最大流–最小
割定理

𝜆(𝑋, 𝑌 ) ≥最大流 =最小割 ≥ 𝜅(𝑋, 𝑌 ).

因为 𝜅(𝑋, 𝑌 ) ≥ 𝜆(𝑋, 𝑌 )是显然的，所以Menger定理断言的等式成立． ◻

19.3.18推论 对于图 𝐺，
(i) 它是 𝑘-连通的充分必要条件是任意两个顶点之间都存在 𝑘条独立路径；
(ii) 它是 𝑘-边连通的充分必要条件是任意两个顶点之间都存在 𝑘 条边互相不交的
路径．

本节仅仅是网络流理论的一隅．关于网络流还有一系列更高效的专门针对最大流

的算法，例如 Dinic算法等．本书选择略过这些是因为它们在后续的算法课程中都会仔
细讲述．

习题 19.3
1. 证明命题 19.3.2．
2. 给定有向无环图 𝐷 = (𝑉 , 𝐸)，它的一个路径覆盖指的是元素都是路径的集合 𝑃，满足每一个
𝑣 ∈ 𝑉 恰好属于其中一条路径（路径的长度可以是 0）．最小路径覆盖指的是使得路径数 |𝑃 |最少
的路径覆盖 𝑃．用网络流建模最小路径覆盖问题（即将问题写为某个网络流上的最大流问题）．

3. 设容量网络 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)上有可行流 𝑓 以及割 (𝑆, 𝑆)，证明：

𝑣(𝑓) =
∑

(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝑆,𝑆)

𝑓(𝑖, 𝑗) −
∑

(𝑗,𝑖)∈𝐸(𝑆,𝑆)

𝑓(𝑗, 𝑖).

4. 设 (𝑆, 𝑆), (𝑇 , 𝑇 )都是容量网络上的 𝑠, 𝑡-割．证明：

𝑐(𝑆 ∪ 𝑇 , 𝑆 ∪ 𝑇 ) + 𝑐(𝑆 ∩ 𝑇 , 𝑆 ∩ 𝑇 ) ≤ 𝑐(𝑆, 𝑆) + 𝑐(𝑇 , 𝑇 ).

由此导出如果 (𝑆, 𝑆), (𝑇 , 𝑇 )都是最小割，那么 𝑆 ∪ 𝑇 , 𝑆 ∪ 𝑇 , 𝑆 ∩ 𝑇 , 𝑆 ∩ 𝑇 也都是最小割．
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5. 假设容量网络的 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡)的容量限制改为 𝑐 ∶ 𝑉 (𝑁) ⟶ ℝ≥0，要求流过某个顶点 𝑣的流量不
超过 𝑐(𝑣)，请给出求最大流的算法（直接求解或者使用线性规划均可．）
6. 在图 19.6示出的网络上用 FF算法进行操作，给出相应的最大流和最小割．
7. 若容量网络 (𝑁, 𝑐, 𝑠, 𝑡) 上有额外的流量下界 ℓ∶ 𝐸(𝑁) ⟶ ℝ≥0，要求边 (𝑢, 𝑣) 的流量不低于
ℓ(𝑢, 𝑣)．如何使用 FF算法求出最大流？（假设最初已经给出一个可行流．）

8. 设 𝐺为连通带权图．对其生成树 𝑇，令 𝑣(𝑇 )表示树 𝑇 的所有边中最小的权值；对割 (𝑆, 𝑆)，令
𝑣(𝑆, 𝑆)表示其所有边中最大的权值．证明：

max
𝑇 为生成树

𝑣(𝑇 ) = min
(𝑆, 𝑆)是割

𝑣(𝑆, 𝑆).

9. (Berge) 定义：在一般图的匹配中，增广路径是指端点不饱和，但内点皆饱和的路径．设𝑀 是一

般图 𝐺中的匹配，证明：它是最大匹配的充分必要条件是它不存在增广路径．
10.（Dilworth定理的对偶）设 𝑃 是有限偏序集，证明：𝑃 的高度等于 𝑃 的最小反链划分的大小．
11. (Sperner) 记 [𝑛] ≝ {1, 2, … , 𝑛}，在集合 𝒫 ([𝑛])上定义包容序得到偏序集ℬ𝑛，设 ℱ ⊆ 𝒫 ([𝑛])为
其中一个反链．

(1) 对整数 0 ≤ 𝑘 ≤ ⌊
𝑛
2 ⌋，称链 {𝐿𝑘, … , 𝐿𝑛−𝑘} ⊆ 𝒫 ([𝑛])是对称的，如果对每个 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑘都有

|𝐿𝑖| = 𝑖．证明：𝒫 ([𝑛])可以划分为对称链的并．
(2) 试用上一问的结论导出 |ℱ | ≤ ( 𝑛

⌊
𝑛
2 ⌋

)，并指出这个界是否可以改进．

(3) 尝试直接使用 Hall定理给出问 (2)结论的证明．

12. 证明推论 19.3.18．
13. 用 Dilworth定理证明定理 11.4.4．
14. (1) 证明：推论 19.1.12的 (i)、Dilworth定理和 Hall婚姻定理都是等价的．
(2) 不用线性规划和网络流的理论，直接使用图论方法证明上述三个结论．

15. (Ford–Fulkerson, [ford1958network]) 设 𝒜 = {𝐴1, … , 𝐴𝑚}, ℬ = {𝐵1, … , 𝐵𝑚}分别为有限集的
族，证明：存在一个集合 𝐶 同时为 𝒜, ℬ的相异代表系，当且仅当对每个 𝐼, 𝐽 ⊆ [𝑚]有

|(

𝑚

⋃
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖)
∩

(

𝑚

⋃
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗)|
≥ |𝐼| + |𝐽| − 𝑚.

16. 证明：任何一棵树最多有一个完美匹配，并给出一个判定其是否存在完美匹配的算法．
17. 设 𝐴 ∈ ℤ𝑚×𝑛，其中第 𝑘行上的元素全部是自然数 𝑘 (𝑘 = 1, 2, … , 𝑚)．现在将 𝐴中元素以任意
的方式重新放置在它的 𝑚 × 𝑛个位置上．证明：可以从每一行中取出一个自然数，使得这些自然数
恰好形成一个 1, 2, … , 𝑚的全排列．
18. 给定一个 𝑟 × 𝑠的矩阵 𝐴，如果它的元素都取在 {1, … , 𝑛}并且每个整数在每一行、每一列都至
多出现一次，那么我们称 𝐴是拉丁矩阵．证明：任意给定一个 𝑟 × 𝑛的拉丁矩阵，都可以适当地添
加若干行使其变成一个 𝑛 × 𝑛的拉丁矩阵． 提示 考虑如何从 𝑟 × 𝑛得到 (𝑟 + 1) × 𝑛，用匹配来解
决这个问题．
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19. 离散数学课上的同学计划暑假出去旅行．有 𝑘个目的地 𝑡1, … , 𝑡𝑘 可供选择，每个目的地可报

名的名额为 𝑛1, … , 𝑛𝑘．假设每位同学都对目的地有一些偏好（可以去或者不去）．请给出关于偏

好的一个充分必要条件，使得每位同学都能够被安排到想去的地方．

20. 甲乙两个同学在给定的图 𝐺上做游戏，方法是轮流挑选顶点 𝑣0, 𝑣1, …，要求后一个顶点是前
一个顶点的邻居．当挑选不能进行下去时，最后一个取点的同学获胜．证明：先手有必胜策略当且

仅当 𝐺有完美匹配．
21. 设二部图 𝐺 = (𝑋, 𝑌 )满足对任意的非空集合 𝑆 ⊆ 𝑋，严格成立 |Γ(𝑆)| > |𝑆|．证明：每条 𝐺中
的边都可以在某个饱和 𝑋 的匹配中．
22. (Ore, [ore1955graphs]) 在二部图 𝐺(𝑋, 𝑌 )中，对每个 𝑆 ⊆ 𝑋 定义 𝑑(𝑆) ≝ |𝑆| − |Γ(𝑆)|，规定
𝑑(∅) = 0．证明：𝜈(𝐺) = |𝑋| − max𝑆⊆𝑋 𝑑(𝑆)．

23. (1) 设 𝐺至少有两个顶点，证明：𝛼(𝐺) ≤ |𝐺| − 𝑒(𝐺)/Δ(𝐺)．
(2) 设 𝐺是二部图，证明：𝛼(𝐺) = |𝐺|

2 当且仅当 𝐺有完美匹配．

24. (中国邮递员问题, [guan1960cpp]) 考虑一张代表街道的带权无向连通图 𝐺(𝑉 , 𝐸)，某人从一
点出发，希望经过每条边至少一次，然后回到起点，且路径最短．请设计一个算法解决该问题．

提示 已知求解一般图上的匹配也有多项式时间的算法．

19.4 稳定匹配
匹配问题的一个推广方向是考虑所谓的稳定匹配问题．2012年 Nobel经济学奖授

予了稳定匹配理论及其应用的发展者 Alvin E. Roth和 Lloyd S. Shapley（图 19.9）．
现实中，存在很多带有偏好的匹配市场，例如学生投报和学校录取存在双向选择．

稳定匹配的抽象理论回答了这样的匹配应该如何完成，尽可能让大家都满意，以及机

制对谁有利等问题．这样的机制应用非常广泛，例如美国的 National Resident Matching
Program（NRMP）．

图 19.9: Lloyd S. Shapley（1923–2016），美国数学家、经济学家．他在数理经济学，尤其是博弈论领
域作出了贡献（如 Shapley value、potential game等）．图片来源：Wikimedia Commons，使用许可：
CC BY 2.0

设想有 𝑛个男生和 𝑛个女生，每个男生按喜欢程度对女生排序，女生也按喜欢程度
对男生排序，且设没有相同喜欢程度的可能．设这些同学男女之间互相匹配组成了 𝑛对
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情侣，如果存在一个男生和一个女生，他们喜欢对方的程度都比喜欢自己男/女朋友的程
度要高，那么称这样的匹配是不稳定的，否则称匹配是稳定的．

19.4.1例 男生 𝑥, 𝑦, 𝑧和女生 𝑎, 𝑏, 𝑐 的喜好排序如下：

第一 第二 第三

𝑥 𝑎 𝑏 𝑐
𝑦 𝑏 𝑎 𝑐
𝑧 𝑎 𝑏 𝑐

第一 第二 第三

𝑎 𝑦 𝑥 𝑧
𝑏 𝑥 𝑦 𝑧
𝑐 𝑥 𝑦 𝑧

那么 𝑥𝑐, 𝑦𝑏, 𝑧𝑎不是稳定匹配，但 𝑥𝑎, 𝑦𝑏, 𝑧𝑐 是稳定匹配． ♢

问题是，是否一定存在稳定匹配？如果问题从二部图改成一般图，假设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 四位
同学打算两两组成小组，则没有稳定匹配满足下面的喜好排序：

第一 第二 第三

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑏 𝑐 𝑎 𝑑

𝑐 𝑎 𝑏 𝑑
𝑑 𝑎 𝑏 𝑐

所以答案并没有那么显然．我们下面指出二部图上进行稳定匹配总是可以的，采用的算

法也十分简单．

假设每个男生手中有一张纸，上面按喜欢程度从高到低写着所有女生的名字．考虑

下面自然而简单的流程（Gale–Shapley算法 [gale1962college]）：
(i) 上午：男生们选择自己纸上喜欢程度最高的女生，并到她的寝室下面唱歌．这名男
生被称为这名女生的追求者．（万一男生的纸上已经没有女生的名字了，他就呆在

寝室里做离散数学的作业．）

(ii) 下午：如果女生有追求者，她就在自己的追求者中选择一个最喜欢的让他留下来一
起写离散数学的作业，并把其他的追求者赶走．

(iii) 晚上：如果男生被女生赶走了，他就将这名女生从自己的纸上划掉．
(iv) 终止条件：每个女生都只有一名追求者或没有追求者．这时，女生就和自己的追求
者（如果有的话）成为情侣．

证明这一算法的正确性包含终止，完美匹配和稳定性三步．

19.4.2定理 上述约会流程满足：

(i) 在 𝑛2 天内一定能结束；

(ii) 结束时，每个男生和每个女生都已经被匹配；
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(iii) 结束时，得到的匹配是稳定的．

证明 (i) 观察所有男生纸条上女生名字数量之和．流程开始时其值为 𝑛2．如果某天

晚上约会流程没有结束，那么一定有一个女生有两个或更多追求者，这些追求者中

一定有人将女生的名字从纸上划掉．因此在纸条上的名字总数是严格递减的，约会

流程会在 𝑛2 天内结束．

(ii) 如果男生 Bob和女生 Alice在流程结束时没有被匹配，则 Bob一定划掉了所有的
女生，包括 Alice．这表明 Alice除了 Bob之外还有追求者，所以 Alice一定会被匹
配，矛盾．因此所有人都能被匹配．

(iii) 在流程结束后，若 Alice和 Bob不是情侣，则可能：
⋄ Alice被 Bob划掉了，则 Alice对自己情侣的喜欢程度大于 Bob；
⋄ Alice没有被 Bob划掉，此时 Bob对自己情侣的喜欢程度大于 Alice．

所以得到的匹配是稳定的． ◻

不难看出，尽管稳定匹配可能有多个，Gale–Shapley算法对于单一实例总是给出某
一个解．引人注意的是，这个解具有十分有趣的性质．

对于女生 𝑤和男生 𝑚，如果存在一种稳定匹配，二者互为情侣，那么称 𝑤和 𝑚互为
对方的潜在情侣．

19.4.3引理 对女生 𝑤和男生 𝑚，如果 𝑤被 𝑚划掉了，那么 𝑤不是 𝑚的潜在情侣．

证明 我们对算法运行的步数（天数）归纳．假设某一天 Bob把 Alice划掉了，则 Alice
有一个更加喜欢的追求者 Ted．Ted在这一天没有划掉任何人．设这一天到来前命题都
成立，那么 Ted喜欢 Alice的程度大于等于他所有的潜在情侣．如果在某个稳定匹配中
Alice和 Bob是情侣，则 Alice和 Ted喜欢对方的程度都大于自己的情侣，这和稳定匹配
矛盾．根据归纳假设，Alice不是 Bob的潜在情侣． ◻

19.4.4定理 在一个人的潜在情侣中，他/她喜欢程度最高的称为最优情侣，喜欢程度最
低的称为最差情侣．那么上述约会流程中，每个男生将和他的最优情侣匹配，每个女生

将和她的最差情侣匹配．

证明 如果 Bob和 Alice匹配，则 Bob名单中在 Alice之上的女生都被划掉了．根据引
理，被 Bob划掉的女生都不是 Bob的潜在情侣，因此 Alice是 Bob的最优情侣．
只需再证如果 Alice是 Bob的最优情侣，那么 Bob是 Alice的最差情侣．若 Alice有

一个喜欢程度低于 Bob的潜在情侣 Ted，则如果在某个稳定匹配中，Alice和 Ted是情侣，
那么 Alice和 Bob喜欢对方的程度都高于自己的情侣，这和稳定匹配矛盾．因此 Bob是
Alice的最差情侣． ◻

这一性质用通俗的话翻译，就是恋爱关系中要积极主动（“犹豫就会败北”）．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



§19.4 稳定匹配 317

习题 19.4
1. 考虑一类稳定匹配问题，其中有一对男女，互相都为对方偏好排序中最喜欢的人．如果在所有
可能的稳定匹配中，两位同学都匹配在一起，就称此问题下“有情人终成眷属”．是否每个这样的稳

定匹配问题都是“有情人终成眷属”？证明你的结论．

2. 对给定的稳定匹配问题，如果存在一个稳定匹配，使得有一对匹配的男女互相都为对方偏好排
序中最喜欢的人，就称此问题“存在月老”．是否每个稳定匹配问题都“存在月老”？证明你的结论．

3. 在稳定匹配问题的 GS算法中，假如在约会流程开始之前，每个女生对男生的喜好排序要被公
开，判断以下命题的真假并说明理由．

(1) 男生可以通过修改他的喜好排序来获得更好的配对女生．
(2) 女生可以通过修改她的喜好排序来获得更好的配对男生．

4. 在稳定匹配问题中，假设 𝑛位男生和 𝑛位女生中各有 𝑘位“坏人”（1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1），而且每位同
学都不喜欢坏人，也就是说其偏好中，所有的好人都排在坏人的前面．证明：在 GS算法获得的稳
定匹配中，好人和好人结为情侣，坏人则和坏人结为情侣．

5. 假设有 𝑚位同学报考 𝑛个学校，每个学校有 𝑠1, … , 𝑠𝑛 个名额．每个学校对同学都有一个偏好，

而每个同学也对学校有偏好（同原始版本的稳定匹配问题）．设 𝑠1 + ⋯ + 𝑠𝑛 < 𝑚，因此会有同学没
有被录取．一个录取方案称为稳定的，如果以下情况不发生：

(i)存在学生 𝑠, 𝑠′，学校 𝑆, 𝑆′，使得 𝑠录到 𝑆，𝑠′ 录到 𝑆′，但 𝑠′ 更想去 𝑆 而 𝑆 更想录取 𝑠′；

(ii)存在学生 𝑠, 𝑠′，学校 𝑆，使得 𝑠录到 𝑆，𝑠′ 没被任何学校录取，但 𝑆 更想录取 𝑠′．

同时，要求所有名额都被消耗．证明：总是存在一个稳定的录取方案，并给出一个求稳定录取方案

的算法．
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20 | 平面图
阅读提示

本章回答的是哪些图可以边不交叉地“画在纸上”的问题．虽然将图画在纸上是

很形象的事情，但具体定义“绘图”还是要引入极少量的拓扑学概念——在 §20.1
节中将涉及这些内容，这里我们仅从应用的角度给出一些简单情形的性质且不

证明，所以只要掌握了数学分析中的最基础点集拓扑概念就可以理解．不过之后

的 Euler公式以及非平面嵌入（参见习题）都有着丰富的拓扑学背景，推荐感兴
趣的读者深入阅读引文学习之．对于平面图的判定，我们将给出一个简单的必

要条件和一个充分必要条件（分别对应 §20.2节的前半部分和后半部分）．后者
（Kuratowski定理）的证明比较复杂，读者可以根据自身情况选择跳过（跳过证明
基本不影响课后习题的完成）．

在用图示表示抽象图时，我们总是希望画出来的图越美观、越清晰越好．其中一个

自然的要求就是所有的边都不要交叉（交叉通常会带来额外的麻烦，例如物理学中的电

路图如果出现交叉，则要使用另外的记号区分两条线路是否真的接触）．然而，有些图看

起来就不太能无交叉地画在纸上，形象的例子包括完全图．可以“边不交”地绘制在平面

上的图有怎样的性质，又如何判定？回答这一问题引出利用拓扑学的眼光来研究图论的

一个小分支，即平面图．

平面图的理论还和著名的四色猜想相关：每张（没有飞地1的）地图都可以用不多于

四种颜色来染色，而且不会有两个邻接的区域颜色相同．若将国家视为顶点，边表示边

界相邻的关系，那么地图都是平面图．所以考察地图的染色也要知道平面图的性质．

20.1 基本概念
尽管细究拓扑图论需要很多背景知识，但处理平面图一般只需要 ℝ2 上的简单点集

拓扑，这是我们在数学分析中就学过的内容．下面我们回忆这些概念．

1飞地是一种人文地理概念，意指在某个地理区划境内有一块隶属于他地的区域．
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20.1.1定义 连续映射 𝛾 ∶ [0, 1] ↦ ℝ2 称为曲线；如果 𝛾(0) = 𝛾(1)，则称 𝛾 是一条闭曲线；
如果除了可能 𝛾(0) = 𝛾(1)外，𝛾(𝑥) ≠ 𝛾(𝑥′) (∀𝑥, 𝑥′ ∈ [0, 1])，则称 𝛾 是简单曲线．简单闭曲
线又叫 Jordan曲线．曲线中一类特别的为直线 {𝑎 + 𝜆(𝑏 − 𝑎) ∶ 0 ≤ 𝜆 ≤ 1, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ2}，由
有限条直线相接形成的曲线称为多边形曲线（或折线）．

我们之后会混用记号，同时用 𝛾 记曲线及其像．

20.1.2定义 图 𝐺(𝑉 , 𝐸)的画法（平面嵌入），是指映射 𝜑 ∶ 𝑉 ⟶ ℝ2 和映射 𝜓 ∶ 𝐸 ⟶
{多边形曲线}．映射 𝜑把 𝑉 中顶点映射到 ℝ2 中的点，映射 𝜓 把 𝐸 中的边 {𝑢, 𝑣}映射到
以 𝜑(𝑢), 𝜑(𝑣)为端点的多边形曲线（即 𝜓({𝑢, 𝑣})(0) = 𝑢, 𝜓({𝑢, 𝑣})(1) = 𝑣）．如果边 𝑒, 𝑒′

满足 𝜓(𝑒)([0, 1]) ∩ 𝜓(𝑒′)([0, 1])包含 𝜑(𝑒 ∩ 𝑒′)之外的点，我们就称这两条边发生了交叉．

20.1.3定义 若图 𝐺存在无交叉边的画法，则称它是可平面图．可平面图的画法都称为
平面图．

注意，因为同一个图可以有不同的嵌入，所以这里所定义的平面图和几何形状有关！在

不引起混淆的情况下，我们还是会用抽象图 𝐺表示平面图，而且平面图仍然沿用顶点、
边、子图、连通性等等概念及其记号，但是可平面图的不同平面嵌入性质可能不同．

现在让我们来看一个并非可平面图的例子，这是 1913年刊于 The Strand Magazine
的一个谜题．如图 20.1所示，假设在平面上有三个死对头的三间房子，它们都要连接到
天然气公司、水厂以及电力公司．若不考虑使用立体架构，也不通过任何小屋或是其他

公共设备来传送资源，是否可以用九条线连结三间小屋及三间公共设备，而且九条线完

全没有交错？

图 20.1: Gas-water-electricity问题．图片来源：Wikimedia Commons，使用许可：CC BY-SA 4.0

显然，这等价于问 𝐾3,3 是否为可平面图，直观上容易证明它不是可平面的，因此上

述问题的答案是否定的．

20.1.4命题 𝐾3,3 不是可平面图．

证明 (不严谨) 假设 𝐾3,3 是可平面图，注意到 𝐾3,3 中有一个长度为 6的圈，则它在平面
嵌入中为一条 Jordan曲线．另外，每个顶点的度都是 3，所以剩下三条边两两没有公共
端点．参看图 20.2，这 Jordan曲线将平面分为一个面积无限的外部和面积有限的内部，
而这三条边中任意一条都不能同时处于外部和内部（否则和圈上的边交叉）；而因为它
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图 20.2: 𝐾3,3 不是可平面图

们各自的顶点在 Jordan曲线上是交替排列的，因此任意两条也不能同时处于外部或者
同时处于内部（否则相互交叉），矛盾．所以它不可平面嵌入． ◻

不过，我们上面证明可以说是很不严谨，从“这曲线将平面分为一个面积无限的外部

和面积有限的内部”开始的每句断言实际上都未加严格证明．下面引入一个看上去很明

显的定理来补充之．

20.1.5定理 (Jordan曲线定理) 设 𝛾 ⊆ ℝ2 为 Jordan曲线，那么 ℝ2 ⧵ 𝛾 由两个不同的连
通分量组成，其中一个分量有界，称为内部；另外一个无界分量称为外部．两个分量的边

界都是 𝛾，连接内部和外部的任何连续曲线必定和 𝛾 相交．

你可能会问：“这难道不是显然的吗，为什么会大费周章？”其实不然，这一定理不显然的

原因是有一些比较奇特的、病态的 Jordan曲线需要处理，起初 Jordan给出的证明就是错
误的．虽然如此，在平面图中我们只需要用到闭合的多边形曲线的情形，此时定理容易

证明，建议读者阅读 [tverberg1980proof]．

20.1.6定义 设 𝐺为平面图，ℝ2 ⧵ 𝐺中的极大区域2称为面．面积有限的面称为内部面，

否则为外部面．

由于 𝐺是有界的，故 𝐺 ⊆某个充分大的圆盘，因而外部面有且仅有一个．

20.1.7引理 设 𝑒为可平面图 𝐺的任意一条边，则存在 𝐺的平面嵌入使得 𝑒在外部面的
边界上．

证明 这一引理为可平面图判定定理的证明作了铺垫，我们要用到一个著名的映射：

球极投影，它把球面 𝑆2 上除去一个点和 ℝ2 建立了一一对应．具体地说，考虑球面

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1，对于每一个点 (𝜉, 𝜂, 𝜁) ∈ 𝑆2 ⧵ {(0, 0, 1)}，将其同 (0, 0, 1)连结并与平面
交于一点（参看图 20.3）．这是一个 𝑆2 ⧵ {(0, 0, 1)} → ℝ2 的双射．若 𝑒在某一平面嵌入
𝐺̃的内部面 𝐹 的边界，将 𝐺̃嵌入球面，滚动 𝑆2 使得 𝑆2 中 𝐹 对应的面包含 (0, 0, 1)，再
作用球极平面投影回到平面，此时 𝐹 为外部面． ◻

20.1.8推论 图可（边不交地）嵌入球面当且仅当它是可平面图．

2回忆区域是指连通的开集，而对于开集来说，连通等价于道路连通．
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𝑧 = 0

𝑃 (𝑥, 𝑦, 0)

(𝜉, 𝜂, 𝜁)

(0, 0, 1)

图 20.3: 球极投影

20.1.9引理 设 𝐹 是平面图 𝐺的一个面，𝑒是 𝐺的一条边，并用 ̊𝑒表示 𝑒去掉两个端点，
那么或者 𝑒 ⊆ 𝜕𝐹，或者 ̊𝑒 ∩ 𝜕𝐹 = ∅．

我们不打算对这个拓扑意义的引理给出证明，我们只是希望由此严格地导出，平面图的

面的边界都由完整的边组成（而不可能是半条边，云云），从而它们都可视为一些回路．

进一步，对于连通平面图，每个面的边界都是单个回路（为什么？）；而非连通平面图中，

某些面（例如外部面）的边界可能是多条回路．

20.1.10定义 设 𝐹 是平面图 𝐺的一个面，其长度 ℓ(𝐹 )是指其构成其边界的回路的总长
度，其中每条边的长度都视为 1．

20.1.11例 图 20.4示出的平面图中，共有 5个面．我们用 𝑅e 表示外部面．图 20.4中，

𝑅1

𝑅2

𝑅3 𝑅4

𝑅e

图 20.4: 平面图的面的长度

𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4 的边界都是圈，长度分别为 4、3、3、3．而 𝑅e 的边界由一个长度为 8的简
单回路、一个长度为 3的圈和一个长度为 2的复杂回路构成，总长 13． ♢

20.1.12引理 设 𝐺为平面图，{𝐹𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}为其全部面的集合，则 2𝑒(𝐺) =
∑

𝑖∈𝐼 ℓ(𝐹𝑖)．

证明 边 𝑒或者为两个面的公共边界，或者只属于一个面的边界．对于前一种情况，计
算长度时会算两次；对于后一种情况，由于边界需要是回路，所以它也必然被算两次． ◻
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习题 20.1
1. 确定所有的正整数 𝑚, 𝑛，使得 𝐾𝑚,𝑛 是可平面图．

2. 证明：存在无穷多个最小度为 5的可平面图，其中恰有 12个度为 5的顶点．
3. 举例说明可平面图各个面的长度和画法有关．
4. 证明：一个可平面图是二部图，当且仅当它所有面的长度都是偶数．
5. 证明 Fáry定理 [fary1948straight]：若 𝐺是可平面图，则它可嵌入平面，使得每条边都是直线段．
6. 证明三维 Fáry定理：任何有限图都可边不交地嵌入 ℝ3，使得每条边都是直线段．

20.2 可平面图的判定
在讨论可平面图判定定理之前，让我们来先考虑一个简单的必要条件．

20.2.1定理 (Euler) 设 𝐺是连通平面图，𝑛, 𝑒, 𝑓 分别为其顶点数、边数和面数，那么

𝑛 − 𝑒 + 𝑓 = 2.

证明 对 𝑛用归纳法．若 𝑛 = 1，则所有的边都是自环．𝑒 = 0时，𝑓 = 1，公式成立；每添
加一个自环，依据 Jordan曲线定理，都增加一个面，因而 𝑓 − 𝑒仍然不变，结论亦成立．
设命题对 𝑛 = 𝑘 > 1已经成立，对于有 𝑘 + 1个顶点的图，由于它至少有两个顶点且

是连通的，故而必有一条非自环的边．现在收缩这条边，得到的新平面图中，面数不变

（只是一些面的长度变小），边数和顶点数各减一，由归纳假设知命题成立． ◻

20.2.2推论 (i)连通的可平面图的任何平面嵌入中，面数都相等．
(ii)设 𝐺是平面图，𝑛, 𝑒, 𝑓 , 𝑝分别为其顶点数、边数、面数和连通分量数，那么

𝑛 − 𝑒 + 𝑓 = 𝑝 + 1.

证明 (i)是 Euler公式的直接推论．对于 (ii)，设所说的连通分量为 𝐺1, … , 𝐺𝑝，它们单独

作为一个平面图的顶点数、边数和面数分别为 𝑛𝑖, 𝑒𝑖, 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑝)．于是

𝑒 =
𝑝∑

𝑖=1
𝑒𝑖, 𝑛 =

𝑝∑
𝑖=1

𝑛𝑖, 𝑓 =
𝑝∑

𝑖=1
𝑓𝑖 − 𝑝 + 1,

其中最后一式是因为每个平面图都恰有一个外部面，将它们放在一起时将共用一个外部

面．结合 Euler公式 𝑛𝑖 − 𝑒𝑖 + 𝑓𝑖 = 2知

2𝑝 =
𝑝∑

𝑖=1
(𝑛𝑖 − 𝑒𝑖 + 𝑓𝑖) = 𝑛 − 𝑒 + 𝑓 + 𝑝 − 1,
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324 二十 平面图

整理就得到想要的结论． ◻

Euler公式有着广泛的应用，我们可以据此证明一个形象的结论：可平面图的边数不
能太多．

20.2.3定理 设 𝐺是至少有三个顶点的简单可平面图，则 𝑒(𝐺) ≤ 3|𝐺| − 6；若 𝐺中无三
角形，命题可加强为 𝑒(𝐺) ≤ 2|𝐺| − 4．

证明 因为在图上加边只会加强结论，故不妨设 𝐺是连通的．因为 𝐺至少有三个顶点，
所以每个面的长度至少为 3．设 𝐺有 𝑓 个面，由引理 20.1.12和 Euler公式

2𝑒(𝐺) =
∑
𝑖∈𝐼

ℓ(𝐹𝑖) ≥ 3𝑓 = 3(2 − |𝐺| + 𝑒(𝐺))

即得．若图中没有三角形，则 2𝑒(𝐺) ≥ 4𝑓，余下同理． ◻

20.2.4例 𝐾5 和 𝐾3,3 的边数，顶点数分别为 (10, 5), (9, 6)．前者不满足 𝑒(𝐺) ≤ 3|𝐺| − 6；
后者没有三角形，且不满足 𝑒(𝐺) ≤ 2|𝐺| − 4，因此它们都不是平面图． ♢

20.2.5例 (正凸多面体的分类) 正凸多面体又称 Plato多面体，它的每个面都是全等的正
多边形，且每个顶点都是相同数量之正多边形的公共顶点，而且必须是凸的（边和面都

不能交叉）．下面我们运用 Euler公式定出全部五种正凸多面体．
由对称性，可以将正凸多面体画（投影）在一个球面上，结合推论 20.1.8得它们也可

以嵌入平面．因为球极投影是个双射，所以正凸多面体的顶点数、边数和面数 𝑛, 𝑒, 𝑓 也
是平面嵌入中的顶点数、边数和面数．设多面体中每个顶点为 𝑘个正 ℓ多边形的公共
顶点，即平面嵌入是 𝑘-正则的，根据引理 20.1.12和握手定理，2𝑒 = 𝑘𝑛 = ℓ𝑓，代入 Euler
公式得

𝑒 (
2
𝑘 + 2

ℓ − 1) = 2.

又 𝑒 > 0，所以 2
𝑘 + 2

ℓ − 1 > 0，整理得 (𝑘 − 2)(ℓ − 2) < 4．易见 𝑘, ℓ ≥ 3，和该不等式
结合得到 3 ≤ 𝑘, ℓ ≤ 5．枚举得到表 20.1中的结果．这就是全部的 Plato多面体． ♢

𝑘 ℓ (𝑘 − 2)(ℓ − 2) 𝑒 𝑛 𝑓 正凸多面体名称

3 3 1 6 4 4 正四面体

3 4 2 12 8 6 立方体

4 3 2 12 6 8 正八面体

3 5 3 30 20 12 正十二面体

5 3 3 30 12 20 正二十面体

表 20.1: 正凸多面体的分类
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§20.2 可平面图的判定 325

现在我们来介绍可平面图判定的一个基本定理，它由波兰数学家 Kuratowski 在
1930年提出 [kuratowski1930probleme]，其叙述用到了细分和拓扑子式的概念．

20.2.6定义 在图 𝑋 中的边上添加若干个顶点得到的新图称为图的细分，记为 𝑇 (𝑋)，如
果 𝑌 包含一个 𝑋 的细分作为子图，我们就称 𝑋 是 𝑌 的拓扑子式．

20.2.7例 图 20.5给出了一个拓扑子式的例子．

𝑌
𝑇 (𝑋) 𝑋

图 20.5: 𝑋 是 𝑌 的拓扑子式

20.2.8定理 (Kuratowski) 一个图是可平面图，当且仅当它不包含 𝐾5 和 𝐾3,3 的细分作

为子图（𝐾5, 𝐾3,3 不是它的拓扑子式）．

我们把作为 𝐾5 或 𝐾3,3 的细分的子图称为 Kuratowski子图．
这一命题的必要性是显然的，因为可平面图的子图一定是可平面化的，但我们已经

证明过 𝐾5, 𝐾3,3 都不是可平面图．对于充分性，证明就比较复杂，需要用到 3-连通图和
2-连通图的几个性质．不关心证明的读者可跳过后文，掌握结论即可．

证明思路如下：假设充分性不成立，则可以取边数最少的不含 Kuratowski子图的不
可平面图，我们先 (1)证明它是 3-连通的，再 (2)证明不含 Kuratowski子图的 3-连通图一
定是可平面图，从而导出矛盾．

首先用以下两个引理完成第一步．

20.2.9引理 极小（即其任何真子图都是可平面图）的不可平面图是 2-连通的．

证明 如果所说的图 𝐺并非连通，由极小性知其分量 𝐶1, … , 𝐶𝑝 都是可平面图，那么把

𝐶1, … , 𝐶𝑝−1 的平面嵌入放到 𝐶𝑝 平面嵌入的外部面中即可得到原图的平面嵌入，矛盾．

如果 𝐺有一个割点 𝑣，我们考虑 𝐺 ⧵ 𝑣的分量为 𝐶1, … , 𝐶𝑝．我们记 𝑣和 𝐶𝑖 中的顶点构

成的导出子图为 𝐺𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑝)．由极小性，𝐺1, … , 𝐺𝑝 都是可平面图．引理 20.1.7指
出可以构作 𝐺1 的平面嵌入，使得 𝑣在外部面内，现在把剩下 𝐺2, … , 𝐺𝑝 的平面嵌入放在

这个外部面上，使得它们的顶点 𝑣重合（适当缩小这些图使得它们能放在 2𝜋
𝑝 的扇形内

部）．这也得到原图的平面嵌入，矛盾． ◻

20.2.10引理 最小（边数最少）的不含 Kuratowski子图的不可平面图是 3-连通的．
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326 二十 平面图

证明 设所说的图是 𝐺，显然删去一条边不会生成 Kuratowski 子图，所以 𝐺 也是极
小不可平面图，由引理 20.2.9 知 𝐺 2-连通．假设 𝐺 不是 3-连通，𝑆 = {𝑥, 𝑦} 是其一
个点割集．再设 𝐺 ⧵ 𝑆 的分量为 𝐶1, … , 𝐶𝑝，及 𝑆 和 𝐶𝑖 中的顶点构成的导出子图为

𝐺𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑝)．用和上面引理的证明一模一样的手段可证存在某一个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝使得
在 𝐺𝑖 中添加边 𝑥𝑦将导致 𝐺𝑖 ∪ {𝑥, 𝑦}变为不可平面图（否则的话就可以按前面引理一
样的办法摆放每个 𝑥, 𝑦, 𝐺𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝)得到平面嵌入）．根据 𝐺的最小性，𝐻 = 𝐺𝑖 ∪ 𝑥𝑦
必然含有 Kuratowski子图．

最后，如果 𝐺 中有 𝑥𝑦边，则 𝐺 和 𝐻 有共同的 Kuratowski子图；否则，由于 𝑆 是
最小的点割集，所以 𝐺中一定还有一个除了可能的 𝑥𝑦边之外的 𝑥𝑦路径，此时把 𝐻 中
的 𝑥𝑦边换成该 𝑥𝑦路径就得到 𝐺的一个 Kuratowski子图．总之，𝐺有 Kuratowski子图，
矛盾． ◻

第二步的证明方法是通过边收缩做归纳法，因此先给出 3-连通图的一个性质：

20.2.11定理 设 𝐺是至少有 5个顶点的 3-连通图，则存在一条边 𝑥𝑦 ∈ 𝐺使得 𝐺/𝑥𝑦仍
然是 3-连通图．

证明 如若不然，每条边 𝑥𝑦 ∈ 𝐺的收缩都导致连通度下降．设 𝑆 是 𝐺/𝑥𝑦的一个最小点
割集，我们断言 𝑥𝑦收缩得到的点 𝑣𝑥𝑦 ∈ 𝑆，否则 𝑆 也是 𝐺的点割集，与 𝜅(𝐺) ≥ 3矛盾．
进一步，|𝑆| = 2（即包含除 𝑣𝑥𝑦 之外的另一个点），不然 {𝑥, 𝑦}是 𝐺的点割集，仍然矛盾．

于是 𝑆 = {𝑣𝑥𝑦, 𝑧}，则 𝑇 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}是 𝐺的点割集．再次考虑到 𝜅(𝐺) ≥ 3，故 𝑥, 𝑦, 𝑧
中每个点与 𝐺 ⧵ 𝑇 中每个分量都有边相通（否则作为最小点割集，那个点不必删去了）．
我们现在适当地选取选取边 𝑥𝑦、顶点 𝑧和 𝐺 ⧵ {𝑥, 𝑦, 𝑧}的连通分量 𝐶 使得 𝐶 最小，并取
𝑧在 𝐶 中的一个邻居 𝑣．根据假设 𝐺/𝑧𝑣也不是 3-连通的，作和前面相同的论述知道存在
某个 𝑤使得 {𝑧, 𝑣, 𝑤}也是 𝐺的点割集，且 𝑧, 𝑣, 𝑤也和 𝐺 ⧵ {𝑧, 𝑣, 𝑤}中每个分量都有边
相通．参看图 20.6，在 𝐺 ⧵ {𝑧, 𝑣, 𝑤}的连通分量中寻求一个 𝐷 ⊊ 𝐶 以导出矛盾．实际上，

𝑥
𝑦
𝑧

𝑣

𝐷

𝑇

𝐶

𝑧
𝑣

𝑤

𝑥
𝑦

𝐷

图 20.6: 定理 20.2.11的证明过程示意图

因为 𝑥𝑦相连，故存在 𝐺 ⧵ {𝑧, 𝑣, 𝑤}的连通分量 𝐷使得 𝑥𝑦 ∉ 𝐷．另一方面，前面的论述
说明 𝑣和 𝐷是有边相通的，而 𝑣 ∈ 𝐶，从而必有 𝐷 ⊆ 𝐶（注意连通分量的定义），结合
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§20.2 可平面图的判定 327

𝑣 ∈ 𝐶 ⧵ 𝐷知 𝐷 ⊊ 𝐶，这和 𝐶 的最小性矛盾（因为我们可以改为删除 {𝑥, 𝑦, 𝑣}得到更小
的连通分量 𝐷）．以上矛盾说明总可以收缩一条边使得 3-连通性保持． ◻

20.2.12引理 若 𝐺 无 Kuratowski 子图，则对任意的边 𝑥𝑦 ∈ 𝐺，𝐺/𝑥𝑦 也无 Kuratowski
子图．

证明 假设 𝐺/𝑥𝑦有 Kuratowski子图 𝐻，设 𝑧是收缩 𝑥𝑦得到的新点，我们分情况讨论，
设法从 𝑧中恢复出 𝑥, 𝑦，然后找到 𝐺中的 Kuratowski子图．
(1) 若 𝑧 ∉ 𝐻，显然𝐻 也是 𝐺的 Kuratowski子图．
(2) 若 𝑧 ∈ 𝐻 但是 𝑑(𝑧) ≤ 2，把 𝑧重新展开成 𝑥𝑦边就得到 𝐺的 Kuratowski子图（参考
图 20.7）．

𝑧 𝑥

𝑦
⇝

图 20.7: 𝑑(𝑧) ≤ 2的情形

(3) 若 𝑧 ∈ 𝐻 而且 𝑑(𝑧) = 3，设 𝒩 (𝑧) = 𝐴 ∪ 𝐵，其中 𝐴包含 𝐺中和 𝑥相连的点，𝐵 包含
𝐺中和 𝑦相连的点．由于我们只需要构造 𝐺的子图作为 𝐾3,3, 𝐾5 的细分，故不妨设

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅．
(a) 若 |𝐴| = 3, |𝐵| = 0，则把 𝑧直接替换成 𝑥即可（图 20.8左）．
(b) 若 |𝐴| = 2, |𝐵| = 1，还是把 𝑧重新展开成 𝑥𝑦边，得到 𝐺的 Kuratowski子图（图

20.8右）．

𝑧 𝑥
𝑦

⇝

情形 (3a)

𝑧 𝑥

𝑦
⇝

情形 (3b)

图 20.8: 𝑑(𝑧) = 3的情形

(4) 若 𝑧 ∈ 𝐻 而且 𝑑(𝑧) = 4，这只会在𝐻 是 𝐾5的细分且 𝑧是 𝐾5上顶点时才会发生．沿

用情形 (3)的符号：
(a) 若 |𝐴| = 4, |𝐵| = 0，则同理把 𝑧直接替换成 𝑥即可．
(b) 若 |𝐴| = 3, |𝐵| = 1，亦同理把 𝑧重新展开成 𝑥𝑦边，得到 𝐺的 Kuratowski子图．
(c) 若 |𝐴| = 2, |𝐵| = 2，把 𝑧重新展开成 𝑥𝑦边，会得到 𝐾3,3 的细分（图 20.9示出了
全部三种情况，枚举情况的方法就是分配 𝑧的四个邻居到 𝐴, 𝐵中．所得 𝐾3,3 中

的两个独立集用灰白两种颜色标出，虚线表示要删掉的边）．

综上我们穷尽了所有情况（因为 Kuratowski子图中顶点的度不会超过 4），所以总是能
找到 𝐺中的 Kuratowski子图，矛盾，于是命题成立． ◻
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𝑧 𝑥 𝑦
𝑥 𝑦 𝑥 𝑦⇝ 或 或

图 20.9: 𝑑(𝑧) = 4的情形

最后，在完成归纳证明之前，我们还需要用到两个关于 2-连通性的简单事实．

20.2.13引理 (i) 设 𝐺是 3-连通图，则对任意的边 𝑒 ∈ 𝐺，𝐺 ⧵ 𝑒是 2-连通的．
(ii) 至少有 3个顶点的 2-连通平面图的面的边界都由圈构成．

证明 对于 (i)，若 𝐺 ⧵ 𝑒不连通，则 𝑒 = {𝑢, 𝑣}是 𝐺的点割集，矛盾；若 𝐺 ⧵ 𝑒有割点 𝑤，则
𝑤 ∉ {𝑢, 𝑣}，否则 𝑤也是 𝐺的割点，但是这样 {𝑤, 𝑢}也成为 𝐺的点割集．所以 𝐺 ⧵ 𝑒是
2-连通的．

对于 (ii)，我们首先注意任何一个面的边界都包含一个圈．如果不然，则某个面的边
界为一棵树．但由Menger定理（推论 19.3.18），这个面的边界上的某两个点共圈，这和
面的极大性矛盾．再次由极大性知面的边界恰包含一个圈．以下证明边界就是这个圈．

假设边界不是圈，则这个圈上存在一个顶点 𝑣连到其他点上．由于其他点到这个圈上必
无路径（否则 𝑣连出的那条边不属于此面的边界），所以 𝑣是一个割点，这与 2-连通性
矛盾．

20.2.14定理 (Tutte) 不含 Kuratowski子图的 3-连通图一定是可平面图．

证明 为了方便归纳，我们将命题加强为，不含 Kuratowski子图的 3-连通图一定存在满
足每个面都是凸多边形，且任意三顶点均不共线的平面嵌入．以下设所说的图为 𝐺，有 𝑛
个顶点．

若 𝑛 ≤ 4，这样的 3-连通图只有 𝐾4，而显然 𝐾4 存在上述平面嵌入．设 𝑛 = 𝑘时命题
已经成立．对于有 𝑘 + 1个顶点的 3-连通图，由定理 20.2.11，可以收缩一条边 𝑒 = {𝑥, 𝑦}
使得 3-连通性保持，再由引理 20.2.12，𝐺/𝑒满足命题的条件，由归纳假设，它存在满足每
个面都是凸多边形，且任意三顶点均不共线的平面嵌入．接下来我们尝试重新恢复出 𝑒
以得到 𝐺的平面嵌入．
记𝐻 = 𝐺/𝑒，𝑒收缩为 𝐺 ⧵ 𝑒中的点 𝑧．根据引理 20.2.13，𝐻 ⧵ 𝑧是 2-连通的．而 𝑧在

𝐻 ⧵ 𝑧的一个面上，从而这个面的边界是一个圈 𝐶，而且此面的内部除了 𝑧外没有其他顶
点（2-连通性和面是极大区域导出之）．设这个圈上的 𝑥的邻居依次是 𝑐1, … , 𝑐𝑘．

(1) 如果圈上所有 𝑦的邻居都在某个 𝑐𝑖 和 𝑐𝑖+1 之间（可以包含 𝑐𝑖, 𝑐𝑖+1），则我们可以直

接把 𝑦适当地放在 𝑥𝑐𝑖𝑐𝑖+1 这个凸区域中，𝑥放在 𝑧的位置上得到 𝐺的满足要求的平
面嵌入（参考图 20.10）．

(2) 如果不是这样，则有两种可能．一种是 𝑦的某两个邻居 𝑢, 𝑣位于某 𝑐𝑖, 𝑐𝑖+1 的两侧，另

一种是 𝑦和 𝑥有至少 3个公共的邻居．然而这两种情况都是不可能的，前一种导致
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𝑐𝑖

𝑐𝑖+1

𝑥
𝑦

𝑐𝑖

𝑥
𝑐𝑖+1

𝑦

图 20.10: Tutte定理的证明：情形 (1)

出现 𝐾3,3 的细分，后一种导致出现 𝐾5 的细分（参考图 20.11）．

𝑣 𝑢

𝑐𝑖+1

𝑐𝑖

𝑥
𝑦

𝐾3,3 的细分

𝑤

𝑣

𝑢𝑥
𝑦

𝐾5 的细分

图 20.11: Tutte定理的证明：情形 (2)

从而，𝐺有满足要求的平面嵌入，命题成立． ◻

这样，我们就完成了 Kuratowski定理的证明．

习题 20.2
1. 设 𝐺是连通平面图，各面长度的最小值为 ℓ (ℓ ≥ 3)，证明：

𝑒(𝐺) ≤ ℓ
ℓ − 2 (|𝐺| − 2).

2. 设可平面图 𝐺的阶 𝑛 ≥ 3，如果 𝐺不含三角形，则必存在一个顶点度数小于等于 3．
3. 设 𝐺是连通的 3-正则图，而且每个顶点恰在一个长度 4、一个长度 6和一个长度 8的面上．求
𝐺的面数．
4. 图 𝐺的顶点集为 1, 2, … , 𝑛，而且 𝑖, 𝑗 之间有边当且仅当 |𝑖 − 𝑗| ≤ 3．证明：𝐺是可平面图，而且
在 𝐺中任意加一条边就导致其成为不可平面图．
5. (1) 证明：每个可平面图都至少有一个顶点，其度不超过 5．
(2) 设可平面图 𝐺至少有四个顶点，证明：其中至少有四个顶点的度不超过 5．

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58



330 二十 平面图

6. 在 ℝ2 上有 𝑛个点，它们两两之间的欧氏距离不小于 1．证明：最多有 3𝑛 − 6对顶点，每对顶点
之间的距离恰好为 1．
7. 分别判定 𝑄3 和 Peterson图是否是可平面图．

8. 设图 𝐺的顶点数小于 8个，证明：𝐺和 𝐺中至少有一个是可平面的．
9. 如图 20.12，Möbius带是将一个纸带旋转半圈再把两端粘上之后得到的几何结构．我们可以仿

图 20.12: Möbius带

照可平面图的概念来定义可嵌入 Möbius带的图．容易观察到，可嵌入平面的图也一定可以嵌入
Möbius带．反过来，是否存在一个图，它可以嵌入Möbius带，但不能嵌入平面？如果存在，请给出
图及其嵌入构造；如果不存在，请给出证明．

10. 如果图 𝐺存在一个平面嵌入，满足其每个顶点都在外部面的边界上，就称其为外可平面图．证
明：一个图是外可平面图，当且仅当它不包含 𝐾4 和 𝐾2,3 的细分作为子图（𝐾4, 𝐾2,3 不是它的拓扑

子式）．

11. 图 𝐺的交叉数 cr(𝐺)是指将 𝐺嵌入平面后，可能产生的最少的交叉边的对数．（因为交叉两次
的多边形曲线可以直接分开，故可不妨设每两条边交叉的次数至多为一次，此时交叉边的对数就

是交叉点的个数．）

(1) 证明：
cr(𝐺) ≥ 𝑒(𝐺) − 3|𝐺| + 6.

(2) 设 𝐺 有 𝑛 个顶点和 𝑚 条边，𝑘 为 𝐺 的所有平面嵌入中平面子图的最大边数，证明：
cr(𝐺) ≥ 𝑚 − 𝑘，而且 cr(𝐺) ≥ 𝑚2

2𝑘 − 𝑚
2．

(3) 设 𝑒(𝐺) ≥ 4|𝐺|，证明：cr(𝐺) ≥ Ω(𝑒(𝐺)3/|𝐺|2)． 提示 用概率方法．

12. (Guy, [guy1972crossing]) 证明：cr(𝐾𝑛) ≥ 1
80 𝑛4 + 𝑂(𝑛3)．
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21 | 图的染色
阅读提示

本章我们探讨一个实际意义很强的图论问题：染色．一般地确定各种图的色数是

很困难的，因此我们在引入概念之后介绍几个有关色数的不等式，其证明进路统

一运用贪心算法的构造方法——后者也是许多应用中采用的算法．在 §21.2节给
出了四色定理的介绍，同时证明了一个弱化版本：五色定理．阅读 §21.2节需要用
到前一章平面图的前置基础．由于染色也是一个庞大的话题，因此我们只能给出

一个非常基本的介绍，而对于染色问题的研究还能带出许多有趣的现代话题，故

请感兴趣的读者移步习题和章末注解．

四色猜想是说：每张（没有飞地的）地图都可以用不多于四种颜色来染色，而且不

会有两个邻接的区域颜色相同．这种对图进行染色的要求还有各种丰富的应用．比如，

一个同学参与多个学生会部分是常见的事情，参与多个部门的同学无法同时参加这些部

分的会议，请问如何安排学生会各部分的会议，使得在尽可能短的时间内开完所有的会？

这也是图的染色问题：将有公共成员的部分用边相连，然后按照邻居皆不同色的要求求

最少染色数即可．在计算机系统中也有十分有趣的一例，读者可能会在后续课程中编码

实现这种算法：

21.0.1例 编译器生成机器代码的一个关键步骤是对寄存器进行分配．简单地说，在进

行算术运算时，变量必须存储在 CPU内一组数量极为有限的寄存器中．为了提高性能，
我们希望尽量把变量都放在寄存器中，而不是反复从内存中存取．对于不会同时活跃/被
使用的变量，它们可以共用寄存器而不会彼此覆盖．因而，如果把变量视为图的顶点，存

在活跃范围冲突时连一条边，则给顶点着色，满足邻接的点的颜色皆不相同且所用颜色

数量尽可能少，就可以得到一个优化的寄存器分配的方案．这就要要用到图着色的技术

和算法．此外，为了提高染色的效率和结果的性能，人们还利用完美图和弦图的染色性

质发展了诸如如线性扫描寄存器分配算法、静态单赋值（SSA）形式的中间代码的寄存
器分配等算法． ♢
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332 二十一 图的染色

21.1 色数和染色算法
接下来就让我们抽象地考虑对图中顶点染色的问题，我们用映射来表示染色．

21.1.1定义 对简单图 𝐺，映射 𝑓 ∶ 𝑉 (𝐺) ⟶ [𝑘]是 𝐺的 𝒌-着色，其中 [𝑘]被称为色盘．
一个恰当的着色要求任意两个邻接的顶点所染颜色不同．如果 𝐺有恰当的 𝑘-着色，就说
它是 𝒌-可着色的，进一步若还不存在恰当的 (𝑘 − 1)-着色，则它是 𝒌-色图，并把 𝑘记为其
色数 𝜒(𝐺)，相应的着色方案称为最优着色．

𝑘-着色诱导了 𝑉 (𝐺)上的一个等价关系，这些等价类中的顶点都是同色的，从而根据定义
每个等价类必然是一个独立集．反过来，如果图 𝐺中的顶点可以被划分为 𝑘个独立集，
则它当然是 𝑘-可着色的．所以 𝑘可着色等价于 𝑘部图，特别地，判定 2-可着色的方法和
判定二部图的方法一致．

回忆我们用 𝛼(𝐺)表示图中最大独立集的大小，现在我们再取 𝜔(𝐺)表示图中最大团
的大小．上面的讨论自然导出如下命题：

21.1.2命题 对每个简单图 𝐺有 𝜒(𝐺) ≥ 𝜔(𝐺)和 𝜒(𝐺)𝛼(𝐺) ≥ |𝐺|．

以上命题对色数作出了简单的估计．如何更精确地计算/估计色数呢？可以证明，确
定图的色数也是 NP-难问题，所以常常使用启发式算法近似该任务．我们可以比较容易
地想到下面这个简单（但强大）的贪心算法．

(i) 选择 𝐺某个的顶点序列 𝜎 = 𝑣1, … , 𝑣𝑛，色盘标号为 1, 2, …；
(ii) 按上述顶点顺序，每次给 𝑣𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)染上和其已经上色的每个邻居都不同的标
号最小的颜色．

根据 (ii)可以知道这算法的正确性，而且估计算法所使用的颜色的最大数目还可导出的
𝜒(𝐺)的简单上界．下面具体处理．

21.1.3引理 设 𝐺, 𝜎 如上所示，令 𝐺𝑖 = 𝐺[𝑣1, … , 𝑣𝑖]，则 𝜒(𝐺) ≤ 1 + max𝑖 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖)．（换言
之算法消耗的色数按该不等式有上界．）

证明 只需注意到给 𝑣𝑖 染色时，我们考虑的已经上色的邻居恰导出了子图 𝐺𝑖，此图中和

𝑣𝑖邻接的顶点有 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖)个，所以 𝑣𝑖使用的颜色标号至多为 1 + 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖)，对所有 𝑣𝑖取最大

即得到结论． ◻

根据上面的引理，我们知道染色算法中顶点序列 𝜎 的选择是很重要的．当然，无论
怎样做，我们恒有 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖) ≤ min{𝑑𝐺(𝑣𝑖), 𝑖 − 1}，所以可以有下面（相对平凡的）上界：

21.1.4推论 (Welsh–Powell, [welsh1967upper]) 设 𝐺的度数序列为 𝑑1 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑛，则

𝜒(𝐺) ≤ 1 + max
𝑖

min{𝑑𝑖, 𝑖 − 1} ≤ Δ(𝐺) + 1.

那么，怎样选择较好的顶点序列呢？我们首先指出总是寻求最优是不可行的：
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§21.1 色数和染色算法 333

21.1.5定理 对于每一张图 𝐺，都存在某一种顶点的排列 𝜎∗，使得贪心算法得到的结果

恰好用了 𝜒(𝐺)种颜色．

证明 设图 𝐺的最优染色为 𝑓，令 𝜎∗ 为顶点按 𝑓 中所染颜色的序号从小到大排序（同
色顶点顺序任意）．我们用归纳法证明此时进行贪心染色，𝑣𝑖 的颜色序号一定不超过

𝑓(𝑣𝑖)．
对于 𝑣1，它的颜色是 1，命题成立．假设每个顶点 𝑣𝑗 (𝑗 < 𝑖) 的颜色序号都不超

过 𝑓(𝑣𝑗)，在贪心算法对 𝑣𝑖 染色时，我们说它一定能染上 𝑓(𝑣𝑖)．如若不然，则存在
𝑣𝑗 (𝑗 < 𝑖)使得 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 邻接且（由归纳假设）𝑓(𝑣𝑗) ≥ 𝑣𝑗 的颜色 = 𝑓(𝑣𝑖)，根据序列的构造
有 𝑓(𝑣𝑗) ≤ 𝑓(𝑣𝑖)，所以 𝑓(𝑣𝑗) = 𝑓(𝑣𝑖)，这与 𝑓 是一个合法的染色矛盾．所以 𝑣𝑖 至少可以

染上 𝑓(𝑣𝑖)，表明 𝑣𝑖 的颜色序号一定不超过 𝑓(𝑣𝑖)，结论成立． ◻

因为决定 𝜒(𝐺)是 NP-难的，所以根据上面的证明不难看出对每张图都找最优序列也是
困难的．变通的方法是，我们找一个序列 𝜎̃，让它对每个图都最小化引理 21.1.3右边的
界．方案只要反过来思考就很容易想到：令 𝑣𝑛 为 𝐺中度最小的顶点；对每个 𝑖 < 𝑛，选择
𝑣𝑖 为 𝐺 − {𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛}中度最小的顶点．

21.1.6定理 (Szekeres–Wilf, [szekeres1968inequality]) 若记 𝑓(𝜎) = 1 + max𝑖 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖)，则
上面阐述的 𝜎使得 𝑓(𝜎)最小化，而且它导出上界

𝜒(𝐺) ≤ 1 + max
𝐻⊆𝐺

𝛿(𝐻).

证明 任给顶点序列 𝜎 和子图 𝐻．设在 𝜎 的排序下，𝐻 中的最后一个顶点是 𝑣𝑖，

则 𝐻 ⊆ 𝐺𝑖，所以 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖) ≥ 𝛿(𝐻)．进一步 𝑓(𝜎) ≥ 1 + 𝛿(𝐻) (∀𝐻 ⊆ 𝐺)，推出 𝑓(𝜎) ≥
1 + max𝐻⊆𝐺 𝛿(𝐻)．另一方面，注意 𝐺 ⧵ {𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛} = 𝐺[𝑣1, … , 𝑣𝑖] = 𝐺𝑖，故根据 𝜎 的构
造得 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖) = 𝛿(𝐺𝑖) ≤ 𝛿(𝐻∗)，其中𝐻∗ ∈ argmax𝐻⊆𝐺 𝛿(𝐻)，从而该选法使得最小化的等
号成立． ◻

寄存器分配中的 Chaitin算法 [chaitin1982register]就基于这样的贪心度数序列．
对 𝐺加以限制，我们还可以进一步选择好的贪心序列，把前面几种不等式中的 +1

去掉，得到稍强的估计．

21.1.7定理 (Brooks, [brooks1941colouring]) 设 𝐺 是连通图且既不是完全图也不是奇
圈，则 𝜒(𝐺) ≤ Δ(𝐺)．

为证明 Brooks定理，我们首先需要如下有关 2-连通性的性质．

21.1.8定义 没有割点的极大连通子图称为块．如果一个图本身没有割点，则我们也把

它叫作块．

21.1.9例 块作为子图没有割点，但它可能包含原来图中的割点．图 21.1中，虚线框出了
图中的每一个块．中间用椭圆形标明的两个点是整个图的割点． ♢
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334 二十一 图的染色

图 21.1: 块和割点的关系

如果一个没有割点的图有至少 3个顶点，则它一定是块（也是 2-连通的）．容易看出，单
点是一个块当且仅当它是孤立点，由一条边连接的两个点是一个块当且仅当它不在某个

圈中，也当且仅当它是一条割边．所以图中的块恰由孤立点、割边和 2-连通子图组成，可
以说它们对整个图构成了一个分解．

21.1.10命题 图中的两个块至多有一个公共点，即它们没有公共边．

证明 若某两个块 𝐵1, 𝐵2 有两个公共点，则 𝐵1 ∪ 𝐵2 也是一个块，与定义矛盾．实际上，

如果删去 𝐵1 △ 𝐵2 中的一个点，因为 𝐵1, 𝐵2 是块，所以图仍然保持连通．而删除 𝐵1 ∩ 𝐵2
中的点保证 𝐵1, 𝐵2 还有一个公共点，也是连通的． ◻

21.1.11推论 图中所有的块对其构成了一个分解．

回到定理的证明中来．

证明 (定理 21.1.7) 我们想要找一个顶点序列，在贪心算法的执行过程中让 𝑑𝐺𝑖 (𝑣𝑖) ≤
𝑘 − 1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)．设 𝑘 = Δ(𝐺)．

(i)若 𝐺不是 𝑘-正则的，我们选择一个度小于 𝑘的顶点，将其记为 𝑣𝑛．因为 𝐺是连
通的，故 𝑣𝑛 到每个顶点都存在一条路径，所以 𝐺有一棵以 𝑣𝑛 为根的生成树．现在将图

中的顶点按在这棵生成树中的深度（和 𝑣𝑛 的距离）排序并运行贪心算法．此时，每一个

除 𝑣𝑛 外的顶点都拥有一个邻居，后者在构造的顶点序列中出现在它的后面，所以这些顶

点在算法运行过程中至多存在 𝑘 − 1个邻居，从而至多只需要 𝑘 − 1 + 1 = 𝑘种颜色．
(ii)否则，𝐺是 𝑘-正则的．这样无论怎么选 𝑣𝑛，它总有 𝑘个邻居．不过，我们还是希

望能找到某个 𝑣𝑛 及其邻居中的一对顶点 𝑣1, 𝑣2，设法让 𝑣1, 𝑣2 的颜色相同．一个很明显

的要求是 𝑣1, 𝑣2 不相邻．如果 𝐺 ⧵ {𝑣1, 𝑣2}还是连通的，那我们可对 𝐺 ⧵ {𝑣1, 𝑣2}应用 (i)
中的生成树排序，然后把 𝑣1, 𝑣2排在它们前面．𝑣1, 𝑣2排在最前面保证了它们俩在贪心算

法中染上相同的颜色，而 𝑣3 至 𝑣𝑛−1 的颜色论证同 (i)，不会用超过 𝑘种，而此时 𝑣𝑛 的邻

居有一对同色，所以也不会用超过 𝑘种颜色．
现在考虑满足条件的 𝑣1, 𝑣2, 𝑣𝑛 的存在性问题．遗憾的是，这并不一定成立，比如图

21.2不满足条件；任何一个偶圈也不满足条件．还是有变通的办法．我们断言 2-连通，且
满足 𝑘 ≥ 3的图可以找到 𝑣1, 𝑣2, 𝑣𝑛，而不是 2-连通的图可以换一种方法——如果 𝐺存在
割点 𝑥，设 𝐺 ⧵ 𝑥的各个连通分量是 𝐺1, … , 𝐺𝑚，则 𝑉 (𝐺𝑖) ∪ 𝑥 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚)导出的子图又可
按 (i)染色．此时对这 𝑚个染色方案的色盘各作适当的排列，使 𝑥的颜色相同即可．至
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图 21.2: 想要的 𝑣1, 𝑣2, 𝑣𝑛 不一定存在

于 𝑘 = 1和 𝑘 = 2的情形则是平庸的，因为 𝑘 = 1只能是 𝐾2，𝑘 = 2时 𝐺只能是路径或偶
圈（定理条件排除了奇圈），它们都是存在满足要求的染色的．

最后完成加强条件下 𝑣1, 𝑣2, 𝑣𝑛 的寻找工作．任取顶点 𝑥 ∈ 𝐺，若 𝜅(𝐺 ⧵ 𝑥) ≥ 2，我
们选择一个和 𝑥距离为 2的顶点（存在性由 𝐺 是度至少 3的正则非完全图保证），令
𝑥 = 𝑣1，距离为 2 的顶点为 𝑣2，这条长度为 2 的路径的中间结点为 𝑣𝑛．否则我们有

𝑣2𝑣1
𝑥

图 21.3: 把 𝐺 ⧵ 𝑥分解成块，这些块两两至多只有一个公共割点

𝜅(𝐺 ⧵ 𝑥) = 1，现在依据推论 21.1.11把 𝐺 ⧵ 𝑥分解成块，注意这些块两两至多只有一个公
共点，这些公共点都是 𝐺 ⧵ 𝑥的割点（命题 21.1.10，参看图 21.3）．因 𝐺没有割点，所以
𝑥和每个块中至少一个非 𝐺 ⧵ 𝑥的割点的顶点相邻．任取两个块中 𝑥的邻居 𝑣1, 𝑣2，则

𝐺 ⧵ {𝑥, 𝑣1, 𝑣2}是连通的（因块是连通的），又 𝑘 ≥ 3，所以 𝐺 ⧵ {𝑣1, 𝑣2}也是连通的．令
𝑥 = 𝑣𝑛 就完成了证明． ◻

类似于点连通度和边连通度的区别，在着色问题上也可以考虑对边着色，此时要求

邻接的边的颜色各不相同．边着色的色数记为 𝜒′(𝐺)，我们不加证明地给出如下结果：

21.1.12定理 (Vizing, [vizing1964estimate]) 设𝐺是简单图，则Δ(𝐺) ≤ 𝜒′(𝐺) ≤ Δ(𝐺)+1．

虽然 𝜒′(𝐺)的取值只有两种，但据此对图进行分类却是尚未解决的问题．对于二部图，
其边色数总是 Δ(𝐺)（读者可尝试用归纳法证之）．

习题 21.1
1. 设 𝑣为图 𝐺中顶点，证明：𝜒(𝐺 ⧵ 𝑣) ≤ 𝜒(𝐺)．
2. 设 𝑒为图 𝐺中边，证明：𝜒(𝐺 ⧵ 𝑒) ≥ 𝜒(𝐺) − 1．
3. 证明：𝜒(𝐺) ≤ 𝑛(𝐺) − 𝛼(𝐺) + 1．
4. 假设图 𝐺中任意两个奇圈都有一个公共点，证明：𝜒(𝐺) ≤ 5．
5. 设 𝐺的补图是二部图，证明：𝜒(𝐺) = 𝜔(𝐺)．
6. 设图 𝐺至少有一个顶点，其最小边覆盖数为 𝜌(𝐺) ≥ 1．证明：𝜒(𝐺)𝜌(𝐺) ≥ |𝐺|．
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7. (Nordhaus–Gaddum, [nordhaus1956complementary]) 证明：2√|𝐺| ≤ 𝜒(𝐺) + 𝜒(𝐺) ≤ 𝑛(𝐺) + 1．

8. (Turán, [turan1941external]) (1) 证明：所有 𝑛个顶点的完全 𝑘部图中，Turán图 𝑇𝑛,𝑘 具有最多

边数．这里，𝑇𝑛,𝑘 各部顶点数的差不超过 1，也就是说 𝑟个部分分别有

⌊
𝑛
𝑘 ⌋ , ⌊

𝑛 + 1
𝑘 ⌋ , … , ⌊

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘 ⌋

个顶点．

(2) 证明：满足不存在 𝑟 + 1大小的团的 𝑛个顶点的边数最多的图是 Turán图 𝑇𝑛,𝑘．

9. 设简单图 𝐺中的最长路径长度为 𝐿，证明：色数 Δ(𝐺) ≤ 𝐿 + 1．
10. 假设平面上若干条直线任意三条都不共点，它们相交得到一些点，这些点之间自然由直线的
位置关系诱导出边的连接关系．证明：这样得到的图的色数不超过 3．
11. (Hedetniemi) 设 𝐺, 𝐻 为简单图，我们定义张量积 𝐺 × 𝐻 如下：顶点为 𝑉 (𝐺) × 𝑉 (𝐻)，而
(𝑢, 𝑣), (𝑢′, 𝑣′) ∈ 𝑉 (𝐺) × 𝑉 (𝐻)之间有连边当且仅当 𝑢𝑢′ ∈ 𝐸(𝐺), 𝑣𝑣′ ∈ 𝐸(𝐻)同时成立．
(1) 简单描述 𝑃𝑚 × 𝑃𝑛 和 𝑄𝑛 × 𝐾2 的结构．

(2) 证明：𝜒(𝐺 × 𝐻) ≤ min{𝜒(𝐺), 𝜒(𝐻)}．

12. (Vizing, [vizing1963cartesian]) 设 𝐺, 𝐻 为简单图，我们定义笛卡尔积 𝐺◻𝐻 如下：顶点为
𝑉 (𝐺) × 𝑉 (𝐻)，而 (𝑢, 𝑣), (𝑢′, 𝑣′) ∈ 𝑉 (𝐺) × 𝑉 (𝐻) 之间有连边当且仅当 𝑢 = 𝑢′, 𝑣𝑣′ ∈ 𝐸(𝐻) 或者
𝑣 = 𝑣′, 𝑢𝑢′ ∈ 𝐸(𝐺)．
(1) 简单描述 𝑃𝑚◻𝑃𝑛 和 𝑄𝑛◻𝐾2 的结构．

(2) 证明：𝜒(𝐺◻𝐻) = max{𝜒(𝐺), 𝜒(𝐻)}． 提示 设 𝑔, ℎ是 𝐺, 𝐻 的最小色数的着色，构作着色
𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑢) + ℎ(𝑣) (modmax{𝜒(𝐺), 𝜒(𝐻)})．

13. 证明：3-正则的 Halmilton图可以 3-边着色．
14. (Alon, [alon2002nonrepetitive]) 给定一个字符串，如果字符串没有紧邻的相同子串，我们就称
这个字符串是非重复的，例如 12323就有紧邻的相同子串 23，但是 123132123213就是非重复字符
串．给定图 𝐺的一个边染色，如果 𝐺的每一条路径的染色序列都是非重复的，那么我们说这个染
色是非重复的．能够进行非重复染色的最小（边）色数记为 𝜋(𝐺)．给定简单图 𝐺，设其最大度为
Δ，证明：

𝜋(𝐺) ≤ (2e16 + 3)Δ2.

提示 使用 Lovász局部引理．

21.2 平面图的着色
完成了平面图和染色的基本概念的介绍，我们现在可以讨论和四色猜想（因为该猜

想已经被数学家证明成立，故下文也称为其为定理）相关的内容了．首先证明五色定理：

21.2.1定理 (Heawood, [heawood1890map]) 任何平面图都是 5-可着色的．

证明 设 𝐺是平面图，我们对 𝑛 = |𝐺|作归纳．显然顶点数不超过 5的任何图都是 5-可
着色的．现设 𝑛 > 5，由平面图的 Euler公式知 𝐺至少有一个顶点 𝑣的度不超过 5（否则

未定稿: 编译于 2023-06-06 17:58
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边数 ≥ 6𝑛/2 > 3𝑛 − 6）．归纳假设表明 𝐺 ⧵ 𝑣是 5-可着色的．如果 𝐺不是 5-可着色的，则
对于每一个恰当的 𝑓 ∶ 𝐺 ⧵ 𝑣 ⟶ [5]，𝑓 都给 𝑣的邻居 5种不同的颜色，故 𝑑(𝑣) = 5．任
取这样的 𝑓，我们将重新着色以导出矛盾．

设 𝑣的邻居在平面上按逆时针依次为 𝑣1, … , 𝑣5，并适当排列颜色使得 𝑓(𝑣𝑖) = 𝑖 (1 ≤
𝑖 ≤ 5)．令 𝐺𝑖,𝑗 表示在 𝑓 下染为颜色 𝑖, 𝑗 的全部顶点导出的子图，那么在该子图的任意一
个连通分量中互换颜色 𝑖, 𝑗仍然保持着色的恰当性．假使某个 𝐺𝑖,𝑗 的分量包含 𝑣𝑖却不含

𝑣𝑗，则在这个分量中把颜色 𝑖, 𝑗 互换，将导致 𝑣𝑖 染为颜色 𝑗，从而 𝑣这时可以选择颜色 𝑖，
得到一个 5-着色．所以，𝐺不是 5-可着色的一定是如下情况发生：对于任意的 𝑖, 𝑗 ∈ [5]，
总有 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 同时属于 𝐺𝑖,𝑗 的某个连通分量．此时再设 𝑃𝑖,𝑗 为这个连通分量中 𝑣𝑖 至 𝑣𝑗 的

路径，𝐶𝑖,𝑗 = 𝑃𝑖,𝑗 ∪ {𝑣}是一个圈（参考图 21.4）．现在，由 Jordan曲线定理 𝑣3, 𝑣5 分居于

𝑣

1
2

3
4

5

4
1

1
43

535

图 21.4: 五色定理证明的示意图

𝐶1,4 划出的两个区域中，所以 𝐶1,4 和 𝐶3,5 必然要交叉，但 𝐺是平面图，二者只好用公共
顶点来完成“交叉”，但这与两个圈上的顶点所染颜色不同矛盾．从而 𝐺是 5-可着色的，
定理证毕． ◻

实际上，平面图只需要用 4种颜色就可以染色，这就是四色定理．它早在 1852年
就已经被提出，而 1878年由 Cayley提交给伦敦数学会征解．1879年 Kempe宣称他证
明了这一命题，但十多年后 Heawood发现了他证明中的错误．尽管如此，Heawood利用
Kempe的思路证明了上面的五色定理 [heawood1890map]，后来四色定理的真正证明也
是基于 Kempe的思路．

四色定理证明的思路可以非正式地表述如下．在五色定理证明中我们导出了可能

的反例不可能出现在平面图里；同样，对于四色定理，我们假设存在极小的反例，设法找

一组一定会出现在反例中的子图（称为 unavoidable set），希望证明这些子图实际上都可
以通过重新染色等方式使得原图能够 4-着色．在最后成功的证明中，这组构形的搜索和
矛盾的导出是由计算机辅助完成的．1976年 Appel、Haken和 Koch等人在计算机上运
算了 1200个小时，找到了一组 1936个一定出现的子图并验证了每一个子图都导出矛
盾，从而证明了四色定理 [appel1989every]．这也是第一个主要由计算机验证成立的著
名数学定理．有的数学家不接受机器证明的定理，因而后来还引出了一系列改良．2004
年，加拿大数学家 Gonthier使用 Coq等工具对程序进行了形式化验证，因此现在除了机
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338 二十一 图的染色

器本身可能存在问题外，四色定理的证明都得到了检验．

习题 21.2
1. 证明：任何平面图都是 6-可着色的．（不要引用五色定理或者四色定理．）
2. 证明：任何顶点数不超过 12的平面图都是 4-可着色的．（不要引用四色定理．）
3. (Chvátal, [chvatal1975combinatorial]) 证明每个外可平面图（参看习题 20.2.10）都是 3-可着色
的（不要引用四色定理）．由此证明：假设一个艺术馆是一个 𝑛边形，那么可以在其内部安排 ⌊

𝑛
3 ⌋

个警卫，使得这些警卫的视线范围合起来能看到整个艺术馆．
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A | 渐近分析
阅读提示

本附录介绍一些有用的进行渐近估计和求和的技巧．§A.1节前半部分是简单的
复习，后半部分则非常重要，介绍了实际解决问题中经常用到的 Stirling公式（定
理 A.1.5）和隐函数渐近估计技巧（命题 A.1.7），值得掌握．§A.2介绍了两个求和
公式，它们在算法分析等场合中可以用到．

我们在课文中经常遇到渐近符号 𝑂(⋅), Ω(⋅), Θ(⋅), 𝑜(⋅)等等，这些符号在算法分析中
也是很常用的．在这个附录中，我们简单罗列一下和渐近分析有关的记号的定义和

性质．

A.1 函数的渐近行为
对于一些比较复杂的函数 𝑓(𝑛)，我们希望在 𝑛很大的时候用比较简单的函数 𝑔(𝑛)

近似它的行为．通常来说，这种“简单的函数”是常数、𝑛的单项式、log 𝑛的单项式、𝑐𝑛 和

𝑛𝑐𝑛 这样的项相乘得到（𝑐 为常数）．比如，𝑛!不够简单，但我们接下来要证明的 Stirling
公式则利用简单的√2𝜋𝑛 (

𝑛
e)

𝑛
来渐近地代替它．

A.1.1定义 设 𝑓(𝑛) 是函数，𝑔(𝑛) 对所有充分大的 𝑛 均为正（常选择为上面的简单函
数）．

⋄ 若 lim𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = 1，则称二者渐近等价，记为 𝑓(𝑛) ∼ 𝑔(𝑛)．

⋄ 若 lim𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = 0，则记为 𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛))或者 𝑓(𝑛) ≪ 𝑔(𝑛)．

⋄ 若 lim𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = ∞，则记为 𝑓(𝑛) = 𝜔(𝑔(𝑛))或者 𝑓(𝑛) ≫ 𝑔(𝑛)．

⋄ 若存在正常数 𝐶 使得 𝑛充分大时恒有 |𝑓 (𝑛)| ≤ 𝐶𝑔(𝑛)，则记为 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))．
⋄ 若存在正常数 𝜀使得 𝑛充分大时恒有 |𝑓 (𝑛)| ≥ 𝜀𝑔(𝑛)，则记为 𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛))．
⋄ 同时满足 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))和 𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛))的情况记为 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛))．

有两类函数 𝑓(𝑛)经常被人们提及：若存在正常数 𝑐 使得 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛𝑐)，就称它是多项式
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340 附录 A 渐近分析

（poly(𝑛)）；类似地，在 𝑓(𝑛) = Θ(log𝑐 𝑛)的情形中则称 𝑓(𝑛)是对数多项式（polylog(𝑛)）．
不难看出，在 𝑂, Ω, Θ, 𝜔, 𝑜的使用中，使用不同底的对数只会差一个常数，因此这个因素
常常不被考虑．

这些渐近式有很多简单的性质，它们中的很多我们已经在分析中不自觉地使用了．

A.1.2命题 假设对于每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟有 𝑓𝑖(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))，那么 𝑓1(𝑛) + ⋯ + 𝑓𝑟(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))．
命题中的 𝑂换成 Ω, Θ, 𝜔, 𝑜也都成立．

证明 因为对充分大的 𝑛，存在常数 𝐶𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) 使得 |𝑓𝑖(𝑛)| ≤ 𝐶𝑖𝑔(𝑛)，所以此时
|𝑓1(𝑛) + ⋯ + 𝑓𝑟(𝑛)| ≤ |𝑓1(𝑛)| + ⋯ + |𝑓𝑟(𝑛)| ≤ (𝐶1 + ⋯ + 𝐶𝑟)𝑔(𝑛)．其他情况也同理可证．◻

利用渐近式，我们可以感受函数增长速度的差异．总地来说，常数 ≪对数多项式 ≪
多项式≪指数函数．这直观的感觉总结在下面的命题中．

A.1.3命题 设 𝐶, 𝜀是任意给定的正常数，那么

log𝐶 𝑛 ≪ 𝑛𝜀, 𝑛𝐶 ≪ (1 + 𝜀)𝑛, 𝐶𝑛 ≪ 𝑛𝜀𝑛.

证明 我们首先研究 𝑛/(1 + 𝜀)𝑛，因为 (1 + 𝜀)𝑛 ≥ (𝑛
2)𝜀2，所以 lim𝑛→∞

𝑛
(1+𝜀)𝑛 = 0，这推出

lim𝑛→∞
𝑛𝐶

(1+𝜀)𝐶𝑛 = 0，所以第 2个关系式成立．由此可进一步知 𝑛𝐶 ≪ e𝜀𝑛，作换元𝑚 = log 𝑛
即得到第 1个关系式．最后一个关系式是显然的． ◻

A.1.4例 鉴于对数函数以上的特性，我们知道对于任意的 𝜀 > 0，𝑛2 log 𝑛 = 𝑂(𝑛2(1+𝜀)) =
Ω(𝑛2(1−𝜀))，这种情况常常被记成 𝑛2 log 𝑛 = 𝑛2(1+𝑜(1))，或者用 𝑂̃(𝑛2)来表示省略了对数多
项式的因子（文献中 𝑂̃(⋅)的具体含义需要视上下文而定）． ♢

下面我们来证明渐近式中一个很有用的精彩结果，即 Stirling公式．

A.1.5定理 (Stirling) 对阶乘函数有 𝑛! ∼ √2𝜋𝑛 (
𝑛
e)

𝑛
．

证明 令

𝐼𝑛 =
ˆ ∞

0
𝑥𝑛e−𝑥 d𝑥.

分部积分

𝐼𝑛 =
ˆ ∞

0
𝑥𝑛e−𝑥 d𝑥 = −𝑥𝑛e−𝑥|∞

0 + 𝑛
ˆ ∞

0
𝑥𝑛−1e−𝑥 d𝑥 = 𝑛𝐼𝑛−1,

知 𝐼𝑛 = 𝑛!．现在换元 𝑥 = 𝑛 + √𝑛𝑡（类似于对正态分布进行变量的标准化），我们得到

𝑛! = √𝑛 (
𝑛
e)

𝑛 ˆ ∞

−√𝑛 (
1 + 𝑡

√𝑛)

𝑛

e−√𝑛𝑡 d𝑡.

这时我们已经和结论非常接近了，接下来就是要证明后面的积分（在 𝑛 → ∞时）是一个
常数（并顺带计算出它）．
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令 𝑓𝑛(𝑡) = (1 + 𝑡
√𝑛 )

𝑛
e−√𝑛𝑡，只需要计算 lim𝑛→∞

´ +∞
−√𝑛 𝑓𝑛(𝑡) d𝑡．由于

´ +∞
−∞ e− 𝑡2

2 d𝑡 =

√2𝜋，所以我们想用 e− 𝑡2
2 来近似它．分段：

|
|
|
||

ˆ +∞

−√𝑛
𝑓𝑛(𝑡) d𝑡 −

ˆ 𝑛
1
8

−𝑛
1
8
e− 𝑡2

2 d𝑡
|
|
|
||

≤
ˆ 𝑛

1
8

−𝑛
1
8

|𝑓𝑛(𝑡) − e− 𝑡2
2 | d𝑡 +

⎛
⎜
⎜
⎝

ˆ −𝑛
1
8

−√𝑛
+
ˆ ∞

𝑛
1
8

⎞
⎟
⎟
⎠

|𝑓𝑛(𝑡)| d𝑡.

对于第一项，先注意到 |𝑡| ≤ 𝑛
1
8 时有，

log
𝑓𝑛(𝑡)

e− 𝑡2
2

= −√𝑛𝑡 + 𝑡2

2 + 𝑛
(

𝑡
√𝑛

− 𝑡2

2𝑛 + 𝜉3

3 )
≤ 𝑛𝑡3

3𝑛
3
2

≤ 1
3𝑛

1
8 (

0 ≤ 𝜉 ≤ 𝑡
√𝑛)

,

所以 ˆ 𝑛
1
8

−𝑛
1
8

|𝑓𝑛(𝑡) − e− 𝑡2
2 | d𝑡 ≤

ˆ 𝑛
1
8

−𝑛
1
8
e− 𝑡2

2
|
exp 1

3𝑛
1
8

− 1
|
d𝑡 ≤ 𝐶 ⋅ 2

3𝑛
1
8

→ 0.

对于剩下两项，简单计算导数知 𝑡 < 0时 𝑓𝑛(𝑡)单调递增而其余情况下单调递减，由
此得到第二项的估计

ˆ −𝑛
1
8

−√𝑛
|𝑓𝑛(𝑡)| d𝑡 ≤ √𝑛 (1 − 𝑛− 3

8 )
𝑛
e𝑛

5
8

= exp{𝑛
5
8 + 𝑛 log(1 − 𝑛− 3

8 ) + 1
2 log 𝑛} ≤ exp{

1
2 log 𝑛 − 1

2𝑛
1
4 } → 0,

式中对 log(1 − 𝑛− 3
8 )展开到二阶．针对第三项，我们再次拆分两个积分区间 [𝑛

1
8 , √𝑛]和

[√𝑛, ∞)．前一个积分区间的估计和第二项的方法完全相同（√𝑛 ⋅ 𝑓𝑛(𝑛
1
8 ) → 0），后一个

区间的估计我们则利用 𝑥 > 1时 log(1 + 𝑥) ≤ 0.7𝑥，于是

log 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑛 log
(

1 + 𝑡
√𝑛)

− √𝑛𝑡 ≤ 0.7√𝑛𝑡 − √𝑛𝑡 = −0.3√𝑛𝑡,

因而 ˆ ∞

√𝑛
|𝑓𝑛(𝑡)| d𝑡 ≤

ˆ ∞

√𝑛
e−0.3√𝑛𝑡 d𝑡 = 𝑂(e−0.3𝑛) → 0.

综上所述，我们有

lim
𝑛→∞

ˆ +∞

−√𝑛
𝑓𝑛(𝑡) d𝑡 = lim

𝑛→∞

ˆ 𝑛
1
8

−𝑛
1
8
e− 𝑡2

2 d𝑡 = √2𝜋,
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故 Stirling公式证完． ◻

A.1.6例 利用 Stirling公式，我们可以给出

(
2𝑛
𝑛 ) ∼ ((2𝑛)2𝑛/e2𝑛)√2𝜋 ⋅ 2𝑛

(𝑛𝑛/e𝑛)2(2𝜋𝑛)
= 22𝑛

√𝜋𝑛
,

这部分对应式 (15.2.2c)的结果． ♢

在使用概率方法等技巧的时候，我们经常需要对满足某些不等式的 𝑥作出渐近估
计．但是一般这样的不等式或方程都没有显式解，以下命题及其证明思想可以帮助我们

求出答案．

A.1.7命题 设 𝑦 = 𝑐𝑥𝑎 log𝑏 𝑥，其中 𝑎, 𝑐 ∈ ℝ>0, 𝑏 ∈ ℝ，那么当 𝑦充分大时有

𝑥 ∼ (𝑎
𝑎
𝑏 𝑐− 1

𝑎 )𝑦
1
𝑎 (log 𝑦)− 𝑏

𝑎 .

证明 注意到 log 𝑦 = log 𝑐 + 𝑎 log 𝑥 + 𝑏 log log 𝑥 ∼ 𝑎 log 𝑥，所以 𝑦 ∼ 𝑐𝑥𝑎𝑎𝑏 log𝑏 𝑦，由此就
立刻解出了命题中的渐近式． ◻

习题 A.1
1. 设序列 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 的渐近阶均为 𝑂(𝑓(𝑛))，对于常数 𝑐 > 1，考虑 𝑆 =

∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘．若 𝑓(𝑛) = 𝑛−𝑐，是

否有 𝑆 = 𝑂(𝑓(𝑛))？若 𝑓(𝑛) = 𝑐−𝑛 呢？

2. 比较 𝑛!, (𝑛!)2 和 𝑛𝑛 的阶．

3. (Wallis) 利用 Stirling公式计算
lim
𝑛→∞

1 ⋅ 3 ⋯ (2𝑛 − 1)
2 ⋅ 4 ⋯ 2𝑛 .

4. 假设你设计了一个算法，其输入规模是 𝑛．这个算法由两部分组成：一部分需要时间 𝑂(𝑛3/𝑡)，另
一部分需要时间 𝑂(𝑡 log 𝑡)，𝑡是一个可调参数．如何选择 𝑡 = ℎ(𝑛)使得算法性能较好？

A.2 两个渐近求和公式
在比较复杂的序列求和和递归式求解中，我们可能只关心结果的渐近行为．本节我

们介绍两个较为基本的处理这些问题的工具．

今后我们在分析分治算法时常常会遇到下面这样的递归式：

(A.2.1) 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 (
𝑛
𝑏 ) + 𝑓(𝑛) (𝑇 (1) = Θ(1)),

其中 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1，𝑓(𝑛)是正值函数．这类递归式和我们经常遇见的版本有一些不同之
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𝑓(𝑛)

𝑓 (
𝑛
𝑏 )

𝑓 (
𝑛
𝑏2 )

⋮

Θ(1) Θ(1)

⋮

𝑓 (
𝑛
𝑏2 )

⋮ ⋮

𝑓 (
𝑛
𝑏 )

𝑓 (
𝑛
𝑏2 )

⋮ ⋮

𝑓 (
𝑛
𝑏2 )

⋮ ⋮

Θ(1) Θ(1)

Θ(𝑛log𝑏 𝑎) +
log𝑏 𝑛−1∑

𝑗=0
𝑎𝑗𝑓 (

𝑛
𝑏𝑗 )

= 共 log𝑏 𝑛层

⋮

𝑎2𝑓 (
𝑛
𝑏2 )

𝑎𝑓 (
𝑛
𝑏 )

𝑓(𝑛)

+

+ ++

+ +⋯

𝑛log𝑏 𝑎

+

+

+
=

+
=

=

⇓
+ +

⋯

图 A.1: 主定理的证明

处，因为其中的依赖关系是树状而不是线性的（参看图 A.1）．利用这种树形结构进行求
和就可以获得有意义的渐近式．

A.2.1定理 (主定理) 对于式 (A.2.1)所给出的递归式的解，有如下结论：
(i) 若 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛log𝑏 𝑎−𝜀)，则 𝑇 (𝑛) = 𝑛log𝑏 𝑎；

(ii) 若 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘 𝑛) (𝑘 ∈ ℤ≥0)，则 𝑇 (𝑛) = 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘+1 𝑛；
(iii) 若 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛log𝑏 𝑎)，且存在正常数 𝑐 < 1使得 𝑛充分大时有 𝑎𝑓 (

𝑛
𝑏 ) ≤ 𝑐𝑓(𝑛)，则

𝑇 (𝑛) = Θ(𝑓(𝑛))．

证明 我们仅对 𝑛 = 𝑏𝑘 的情况给予证明，一般的情况可以利用单调性或者利用顶函数

和底函数的性质进行推广．由图 A.1中的求和可知

𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎) +
log𝑏 𝑛−1∑

𝑗=0
𝑎𝑗𝑓 (

𝑛
𝑏𝑗 ) .

接下来的任务就是讨论上式中两项的相对大小．

(i)若 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛log𝑏 𝑎−𝜀)，则后一项求和由

log𝑏 𝑛−1∑
𝑗=0

𝑎𝑗
(

𝑛
𝑏𝑗 )

log𝑏 𝑎−𝜀
= 𝑛log𝑏 𝑎−𝜀

log𝑏 𝑛−1∑
𝑗=0

(𝑏𝜀)𝑗 = 𝑛log𝑏 𝑎−𝜀
(

𝑛𝜀 − 1
𝑏𝜀 − 1 )

控制，所以 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎)．
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(ii)第二种情况也类似计算，后一项求和与

log𝑏 𝑛−1∑
𝑗=0

𝑎𝑗
(

𝑛
𝑏𝑗 )

log𝑏 𝑎
log𝑘 𝑛

𝑏𝑗 = 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑏 𝑛 log𝑘 𝑛 −
log𝑏 𝑛−1∑

𝑗=0
𝑗𝑘 log 𝑏 ∼ 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘+1 𝑛

渐近等价，所以 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘+1 𝑛)．
(iii)首先后一项求和显然是 Ω(𝑓(𝑛))的，而在所给出的正则性条件下，它还由

log𝑏 𝑛−1∑
𝑗=0

𝑐𝑗𝑓(𝑛) + 𝑂(1) ≤ 𝑓(𝑛)
∞∑

𝑗=0
𝑐𝑗 + 𝑂(1) = 𝑓(𝑛) (

1
1 − 𝑐 ) + 𝑂(1)

控制，这表明 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑓(𝑛))． ◻

A.2.2例 Strassen 的矩阵乘法 [strassen1969gaussian] 对 𝑛 阶矩阵的运行时间满足
𝑇 (𝑛) = 7𝑇 (

𝑛
2 ) + 𝑂(𝑛2)，这对应于主定理的第一种情况，所以 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛log2 7) =

𝑂(𝑛2.81)． ♢

主定理还有一个推广版本，更适合比较不对称的情形．我们列出而不证明．

A.2.3定理 (Akra–Bazzi, [akra1998solution]) 对每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚给定常数 𝑎𝑖 ≥ 1, 𝑏𝑖 > 1，
假设方程

∑𝑚
𝑖=1

𝑎𝑖
𝑏𝑝

𝑖
= 1有唯一正实数解 𝑝，那么递归式

𝑇 (𝑛) = 𝑓(𝑛) +
𝑚∑

𝑖=1
𝑎𝑖𝑇 (

𝑛
𝑏𝑖 )

的渐近行为满足如下性质：

(i) 若 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝑝−𝜀)，则 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛𝑝)；
(ii) 若 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛𝑝 log𝑘 𝑛)，则 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛𝑝 log𝑘+1 𝑛)；
(iii) 若 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛𝑝+𝜀)，则 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑓(𝑛))．

在数学分析中，我们知道积分和求和是有紧密的联系的．比如无穷级数的 Cauchy
积分判准就是利用积分来对一些和式给出界．这些方法可以给单调函数作出很简单的

估计．以下 Euler求和公式则是更广泛的结论，它同时给出了误差的渐近阶．

A.2.4定理 (Euler) 设 𝑎 < 𝑏 ∈ ℤ且 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏]，则

𝑏∑
𝑛=𝑎+1

𝑓(𝑛) =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) d𝑡 + 𝑂 (

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑓 ′(𝑡)| d𝑡)

=
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) d𝑡 + 1

2𝑓(𝑏) − 1
2𝑓(𝑎) + 𝑂 (

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑓 ″(𝑡)| d𝑡) .
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证明 记 {𝑥} ≝ 𝑥 − ⌊𝑥⌋为 𝑥的小数部分，任取整数 𝑎 < 𝑛 ≤ 𝑏，考虑
ˆ 𝑛

𝑛−1
{𝑥}𝑓 ′(𝑥) d𝑥 =

ˆ 𝑛

𝑛−1
(𝑥 − 𝑛 + 1)𝑓 ′(𝑥) d𝑥 分部积分======== 𝑓(𝑛) −

ˆ 𝑛

𝑛−1
𝑓(𝑥) d𝑥,

并对 𝑛 = 𝑎 + 1, … , 𝑏求和得

𝑏∑
𝑛=𝑎+1

𝑓(𝑛) =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 +

ˆ 𝑏

𝑎
{𝑥}𝑓 ′(𝑥) d𝑥 =

ˆ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 + 𝑂 (

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑓 ′(𝑥)| d𝑥) ,

这就得到前一式．

通过类似的分部积分得出

ˆ 𝑛

𝑛−1

1
2({𝑥} − {𝑥}2)𝑓 ″(𝑥) d𝑥 = 1

2𝑓(𝑛) + 1
2𝑓(𝑛 − 1) −

ˆ 𝑛

𝑛−1
𝑓(𝑥) d𝑥,

就可证明后一式． ◻

A.2.5例 (i)对于𝐻𝑛 = 1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛 的渐近估计，我们可以得出

𝐻𝑛 = 1 +
ˆ 𝑛

1

1
𝑥 d𝑥 + 𝑂 (

ˆ 𝑛

1

−1
𝑥2 d𝑥) = log 𝑛 + 𝑂(1).

(ii)将 Euler求和公式用于
∑𝑛

𝑖=1 log 𝑖，得到

𝑛∑
𝑖=1

log 𝑖 =
ˆ 𝑛

1
log 𝑥 d𝑥 + 1

2 log 𝑛 + 𝑂 (

ˆ 𝑛

1

1
𝑥2 d𝑥) = 𝑛 log 𝑛 − 𝑛 + 1

2 log 𝑛 + 𝑂(1),

这可以导出

𝑛! = (𝐶 + 𝑜(1))√𝑛 (
𝑛
e)

𝑛
,

即简化版的 Stirling公式． ♢

习题 A.2
1. 给下面五个递归式作渐近估计：
(1) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (

𝑛
2 ) + 𝑛3；

(2) 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (
𝑛
4 ) + √𝑛；

(3) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (
𝑛
2 ) + 𝑛 log 𝑛；

(4) 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (√𝑛) + 10；
(5) 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (

𝑛
2 ) + 𝑛(2 − cos 𝑛)．
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2. 记𝐻 (2)
𝑛 ≝

∑𝑛
𝑖=1

1
𝑖2，对 exp{𝐻𝑛 + 𝐻 (2)

𝑛 }给出渐近估计．

3. 对
∑𝑛

𝑖=1
1

𝑛2+𝑖2 和
∑𝑛

𝑖=1
1
𝑖 𝐻𝑖 分别作渐近估计．
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