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不会涉及到的内容

多项式乘法
多项式求逆
多项式开根
多项式除法
多项式求 ln
多项式求 exp
均可在 O(nlogn) 的时间复杂度内求出。
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生成函数

生成函数是对于一个数列构造的形式幂级数。
对于一个数列 {an}，它对应的生成函数为 G(x) =

∑+∞
i=0 aixi。

一般会求出序列的生成函数，然后再对生成函数进行运算，最后还
原成所求的序列。
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一些序列的生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . .

1, 2, 4, 8, 16, . . .(n
0

)
,
(n
1

)
,
(n
2

)
,
(n
3

)
, . . .
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一些序列的生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . .
∑+∞

i=0 xi = 1
1−x , x ∈ (−1, 1)

1, 2, 4, 8, 16, . . .
∑+∞

i=0 2ixi =
∑+∞

i=0 (2x)i = 1
1−2x , x ∈ (−1

2 ,
1
2)(n

0

)
,
(n
1

)
,
(n
2

)
,
(n
3

)
, . . .

∑n
i=0

(n
i
)
xi = (1 + x)n
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生成函数的性质

这里假设数列 {an}, {bn}, {cn} 对应的生成函数分别为
A(x),B(x),C(x)。
1. 若 bn = kan，则 B(x) = kA(x)。k 为任意常数。
2. 若 cn = an + bn，则 C(x) = A(x) + B(x)。
3. 若 cn =

∑n
i=0 aibn−i，则 C(x) = A(x)B(x)。

4. 若 bn =
∑n

i=0 ai，则 B(x) = A(x)
1−x。

5. 若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
6. 若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

由于生成函数是对于一个数列构造的形式幂级数，所以我们可以通
过生成函数还原原来的序列。
设当前生成函数为 f(x)，对应的数列为 {an}，我们可以通过它 xn

的系数得到 an，记作 [xn]f(x)。
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

由于生成函数是对于一个数列构造的形式幂级数，所以我们可以通
过生成函数还原原来的序列。
设当前生成函数为 f(x)，对应的数列为 {an}，我们可以通过它 xn

的系数得到 an，记作 [xn]f(x)。
例如：[x4] 1

1−x = 1, [x6] 1
1−2x = 26 = 64

我们不难得到：[xn] 1
1−ax = an。
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

由于生成函数是对于一个数列构造的形式幂级数，所以我们可以通
过生成函数还原原来的序列。
设当前生成函数为 f(x)，对应的数列为 {an}，我们可以通过它 xn

的系数得到 an，记作 [xn]f(x)。
例如：[x4] 1

1−x = 1, [x6] 1
1−2x = 26 = 64

我们不难得到：[xn] 1
1−ax = an。

那 [xn] 1
1−3x+2x2 呢？
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

1
1−3x+2x2 = 1

(1−x)(1−2x) =
A

1−x + B
1−2x

其中，A,B 为常数且满足 A(1− 2x) + B(1− x) = 1，可以解出
A = −1,B = 2。
故 [xn] 1

1−3x+2x2 = [xn]( −1
1−x + 2

1−2x) = −1 + 2n+1。
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

再看一个例子：[xn] 1
(1−x)k ?
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

[xn] 1
(1−x)k = [xn](1 + x + x2 + x3 + . . .)k
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

[xn] 1
(1−x)k = [xn](1 + x + x2 + x3 + . . .)k

它的组合意义为选 k 个非负整数 a1, a2 . . . ak，使得
∑k

i=1 ai = n 的
方案数
由插板法得，该方案数为

(n+k−1
k−1

)
。故 [xn] 1

(1−x)k =
(n+k−1

k−1

)
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从封闭的幂级数形式还原原来的序列

易得 [xn] 1
(1−ax)k = an(n+k−1

k−1

)
故根据代数基本定理，对于任意复数域上的多项式 P(x),Q(x)，均
可将 P(x)

Q(x) 写成 R(x) +
∑m

i=1
Pi(x)

(1+aix)bi，故可根据之前的方法还原出
原序列。
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小练习

求多重集 {1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3} 中不同的 4 元多重子集的个数。
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小练习

求多重集 {1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3} 中不同的 4 元多重子集的个数。
考虑每种数选了多少个，可以得到答案为
[x4](1 + x + x2 + x3 + x4)(1 + x)(1 + x + x2 + x3) = 8。

吕秋实 生成函数 2023.11.16 16 / 50



小练习

有一个果篮，里面一共有苹果、香蕉、橙子、梨四种水果，总共有
n 个，其中苹果的数量是偶数，香蕉的数量不超过 4 个，橙子的数
量是 5 的倍数，梨的数量不超过 1 个。求果篮里各种水果的数目的
方案数。
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小练习

有一个果篮，里面一共有苹果、香蕉、橙子、梨四种水果，总共有
n 个，其中苹果的数量是偶数，香蕉的数量不超过 4 个，橙子的数
量是 5 的倍数，梨的数量不超过 1 个。求果篮里各种水果的数目的
方案数。
答案即为
[xn](1+ x2+ x4+ . . .)(1+ x+ x2+ x3+ x4)(1+ x5+ x10+ . . .)(1+ x) =
[xn] (1+x+x2+x3+x4)(1+x)

(1−x2)(1−x5) = [xn] 1
(1−x)2 = n + 1
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斐波那契数列通项公式

斐波那契数列的定义为：fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2

f0 = f1 = 1。
设 {fn} 的生成函数为 F(x)，即 F(x) =

∑+∞
i=0 fixi

F(x) = 1 + x +
+∞∑
i=2

fixi

= 1 + x +
+∞∑
i=2

(fi−1 + fi−2)xi

= 1 + x + x
+∞∑
i=1

fixi + x2
+∞∑
i=0

fixi

= 1 + x + x(F(x)− 1) + x2F(x)
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斐波那契数列通项公式

整理得：F(x) = 1
1−x−x2

设 ϕ1 =
1+

√
5

2 , ϕ2 =
1−

√
5

2 , 则 1
1−x−x2 =

ϕ1√
5

1−ϕ1x +
− ϕ2√

5

1−ϕ2x

故 fn = 1√
5
(ϕn+1

1 − ϕn+1
2 )
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运用导数和积分求生成函数

若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。

0, 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . 的生成函数？
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运用导数和积分求生成函数

若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。

0, 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . 的生成函数？
f(x) = x( 1

1−x)
′ = x

(1−x)2
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运用导数和积分求生成函数

若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。

0, 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . 的生成函数？
f(x) = x( 1

1−x)
′ = x

(1−x)2

0, 1, 4, 9, 16, . . . , n2, . . . 的生成函数？
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运用导数和积分求生成函数

若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。

0, 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . 的生成函数？
f(x) = x( 1

1−x)
′ = x

(1−x)2

0, 1, 4, 9, 16, . . . , n2, . . . 的生成函数？
可以将 n2 拆成 n(n − 1) + n，于是
f(x) = x2( 1

1−x)
′′ + x( 1

1−x)
′ = 2x2

(1−x)3 + x
(1−x)2 = x2+x

(1−x)3。
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运用导数和积分求生成函数

若 bn = nan，则 B(x) = xA′(x)。
若 bn = an

n+1，则 B(x) =
∫

A(x)dx
x 。

0, 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . 的生成函数？
f(x) = x( 1

1−x)
′ = x

(1−x)2

0, 1, 4, 9, 16, . . . , n2, . . . 的生成函数？
可以将 n2 拆成 n(n − 1) + n，于是
f(x) = x2( 1

1−x)
′′ + x( 1

1−x)
′ = 2x2

(1−x)3 + x
(1−x)2 = x2+x

(1−x)3。

1, 12 ,
1
3 ,

1
4 , . . . ,

1
n+1 , . . . 的生成函数？

f(x) =
∫

1
1−x dx

x = − ln(1−x)
x
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平方和公式

求
∑n

j=1 j2。
之前我们已经求出了 {n2} 的生成函数为 f(x) = x2+x

(1−x)3

于是∑n
j=1 j2 = [xn] f(x)

1−x = [xn] x2+x
(1−x)4 =

(n+2
3

)
+
(n+1

3

)
= 1

6n(n + 1)(2n + 1)。
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Catalan 数

求 n 对括号能够组成的合法括号序列的个数。
例如：n = 3 时，合法的括号序列有
((())), (()()), (())(), ()(()), ()()()，故答案为 5。

吕秋实 生成函数 2023.11.16 27 / 50



Catalan 数

求 n 对括号能够组成的合法括号序列的个数。
例如：n = 3 时，合法的括号序列有
((())), (()()), (())(), ()(()), ()()()，故答案为 5。
求将 n + 2 边形划分成若干三角形的方案数。
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Catalan 数

求 n 对括号能够组成的合法括号序列的个数。
例如：n = 3 时，合法的括号序列有
((())), (()()), (())(), ()(()), ()()()，故答案为 5。
求将 n + 2 边形划分成若干三角形的方案数。
它们都有相同的递推公式：cn =

∑n−1
i=0 cicn−i−1, 其中 c0 = 1。

称这个数列为 Catalan 数。
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运用生成函数求 Catalan 数的通项公式

设 C(x) 为 Catalan 数的生成函数，根据递推公式，有
cnxn = x

∑n−1
i=0 (cixi)(cn−i−1xn−i−1), ∀n ≥ 1

故 C(x) = 1 +
∑∞

n=1 cnxn = 1 + x
∑∞

i=0

∑∞
j=0(cixi)(cjxj) = 1 + xC2(x)

故 xC2(x)− C(x) + 1 = 0, 解得 C(x) = 1±
√
1−4x
2x

取 C(x) = 1−
√
1−4x
2x (为什么?)。
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运用生成函数求 Catalan 数的通项公式
根据广义二项式定理:

√
1− 4x = (1− 4x) 1

2

=
∞∑
i=0

(1
2

i

)
(−4x)i

= 1− 2x +
∞∑
i=2

1
2 · −1

2 · −3
2 . . .−

2i−3
2

i! (−4)ixi

= 1− 2x −
∞∑
i=2

(2i − 3)!! ∗ 2i

i! xi

= 1− 2x − 2

∞∑
i=2

(2i − 2)!

i!(i − 1)!
xi

故 C(x) = 1 +
∑∞

i=1
(2i)!

(i+1)!i!xi, 故可得 Catalan 数的通项公式为
cn = (2n)!

(n+1)!n! =
1

n+1

(
2n
n
)
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指数生成函数

对于一个序列 {an}，定义它的指数生成函数 (EGF) 为
f(x) =

∑∞
n=0

an
n! xn。

对于一个指数生成函数，将它还原到原数列可以将每项系数乘以
n!，记作 an = [ xn

n! ]f(x)。
之前讲的生成函数称作普通生成函数 (OGF)。
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

2nxn
n! =

∑∞
n=0

(2x)n

n! = e2x。
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

2nxn
n! =

∑∞
n=0

(2x)n

n! = e2x。
0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 的指数生成函数？
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

2nxn
n! =

∑∞
n=0

(2x)n

n! = e2x。
0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

nxn
n! =

∑∞
n=1

xn

(n−1)! =
∑∞

n=0
xn+1

n! = xex。
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

2nxn
n! =

∑∞
n=0

(2x)n

n! = e2x。
0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

nxn
n! =

∑∞
n=0

xn

(n−1)! =
∑∞

n=0
xn+1

n! = xex。

1, 12 ,
1
3 ,

1
4 , . . . 的指数生成函数？
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一些数列的指数生成函数

1, 1, 1, 1, 1, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

xn
n! = ex。

1, 2, 4, 8, 16, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

2nxn
n! =

∑∞
n=0

(2x)n

n! = e2x。
0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 的指数生成函数？
f(x) =

∑∞
n=0

nxn
n! =

∑∞
n=1

xn

(n−1)! =
∑∞

n=0
xn+1

n! = xex。

1, 12 ,
1
3 ,

1
4 , . . . 的指数生成函数？

f(x) =
∑∞

n=0
xn

(n+1)n! =
∑∞

n=0
xn

(n+1)! =
ex−1

x 。
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自然数幂和

固定 n，设 ak =
∑n−1

i=0 ik，求 {ak} 的 EGF。
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自然数幂和

固定 n，设 ak =
∑n−1

i=0 ik，求 {ak} 的 EGF。

f(x) =
+∞∑
k=0

ak
xk

k!

=

+∞∑
k=0

n−1∑
i=0

(ix)k

k!

=

n−1∑
i=0

+∞∑
k=0

(ix)k

k!

=

n−1∑
i=0

eix

=
enx − 1

ex − 1
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EGF 的乘法

设 {an}, {bn}, {cn} 的 EGF 分别为 A(x),B(x),C(x)。
若 C(x) = A(x)B(x)，则 cn =

∑n
k=0

(n
k
)
akbn−k。

这个可以理解为：n 个有标号的物体，在其中选 k 个放入 A 集合
中，剩下的放入 B 集合中，每个集合内部还有一个方案数。
注意它跟 OGF 相乘的区别。
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小练习

由 1, 2, 3, 4 组成的五位数中，要求 1 出现不超过 2 次，但不能不出
现，2 出现不超过 1 次，3 出现可达 3 次，4 出现偶数次。求这样
的五位数个数。
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小练习

由 1, 2, 3, 4 组成的五位数中，要求 1 出现不超过 2 次，但不能不出
现，2 出现不超过 1 次，3 出现可达 3 次，4 出现偶数次。求这样
的五位数个数。
答案即为 [ x5

5! ](x +
x2
2! )(1 + x)(1 + x + x2

2! +
x3
3! )(1 +

x2
2! +

x4
4! ) = 215。
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另一种理解方式

将 n 个有标号的物体分成大小分别为 x1, x2, . . . , xm 个有标号的类
(满足

∑m
i=1 xi = n) 的方案数为

( n
x1x2...xm

)
= n!

x1!x2!···xn!

所以可以先将 xi! 除到每个项中，最后再将 n! 乘回来即可。
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exp

只由一个环组成的排列个数的 EGF:
F(x) = x + x2

2 + x3
3 + . . . = −ln(1− x)。

所有排列个数的 EGF: G(x) = 1
1−x。

可以发现 G(x) = exp(F(x))，有没有其它解释？
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exp

只由一个环组成的排列个数的 EGF:
F(x) = x + x2

2 + x3
3 + . . . = −ln(1− x)。

所有排列个数的 EGF: G(x) = 1
1−x。

可以发现 G(x) = exp(F(x))，有没有其它解释？
考虑每个排列都是由一些环组成的，于是考虑枚举环的个数，假设
环的个数为 k，那么贡献的方案数即为 Fk(x)

k! 。

故 G(x) =
∑∞

k=0
Fk(x)

k! = exp(F(x))。
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exp

只由一个环组成的排列个数的 EGF:
F(x) = x + x2

2 + x3
3 + . . . = −ln(1− x)。

所有排列个数的 EGF: G(x) = 1
1−x。

可以发现 G(x) = exp(F(x))，有没有其它解释？
考虑每个排列都是由一些环组成的，于是考虑枚举环的个数，假设
环的个数为 k，那么贡献的方案数即为 Fk(x)

k! 。

故 G(x) =
∑∞

k=0
Fk(x)

k! = exp(F(x))。
求仅由大小为 2, 3, 4 的环组成的大小为 8 的排列的个数？
[ x8
8! ]exp( x2

2 + x3
3 + x4

4 ) = [ x8
8! ]exp( x2

2 )exp( x3
3 )exp( x4

4 ) =

[ x8
8! ](1 +

x2
2 + x4

8 + x6
48 + x8

384)(1 +
x3
3 + x6

18)(1 +
x4
4 + x8

32) = 3745
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Thank you for Listening!
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