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问题描述

正方形顶点的二染色（红色/蓝色），有多少种本质不同的染色方
案？

如果要求顶点两红两蓝，有多少种方案？

一般性地，对具有某种对称性的物体染色，问非等价的染色方案数.
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刻画对称性

先不考虑对称性，记 X = {x | D → C} 为所有染色方案的集合.
e.g. 四边形顶点二染色, |X| = 24.

考虑 D 上的变换群 G.
变换：如何操作这个物体？e.g. 旋转、反射.
G 满足封闭性、结合律，存在单位元（恒等变换）、逆元.

置换 g : D → D 诱导出 X 上的置换，从而描述染色方案的对称性.
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群作用

∀g ∈ G, x ∈ X 定义 g ∗ x : D → C 为

g ∗ x(d) = x(g−1(d)) ∀d ∈ D.

称映射 ϕ : G × X → X 为 G 在 X 上的一个群作用，如果 ϕ 满足
ϕ(1, x) = x，
ϕ(g1, ϕ(g2, x)) = ϕ(g1g2, x).

易验证 ϕ(g, x) = g ∗ x 是 G 在 X 上的群作用.

4 / 29



对称等价类

定义对称: 任意 x, y ∈ X，若存在 g ∈ G 使得 x = g ∗ y，则说染色方
案 x, y 是对称的.
对称是一种等价关系，满足

自反性,
对称性,
传递性.

称 Ox = {x | g ∗ x, ∀g ∈ G} 为 x 的轨道.
求解目标: 等价类的数目/轨道个数

|{Ox | x ∈ X}|
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Burnside 引理

Burnside 引理

Burnside 引理:
轨道个数 =

1

|G|
∑
g∈G

|FixX(g)|.

FixX(g)：g 作用下的不动点.

FixX(g) = {x ∈ X | g ∗ x = x}
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Burnside 引理

证明

思路：计数 {(g, x) | g ∈ G, x ∈ X, g ∗ x = x}.
按照 g ∈ G 计数，

∑
g∈G |FixX(g)|.

按照 x ∈ X 计数，
对 X 中的元素 x 定义稳定化子：Sx = {g ∈ G | g ∗ x = x}.∑

g∈G |FixX(g)| =
∑

x∈X |Sx|.
只要证 ∑

x∈S

|Sx|
|G| =

∑
x∈X

1

|Ox|
.
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Burnside 引理

轨道–稳定子定理

有限群 G 作用在集合 X 上，那么 ∀x ∈ X, |Ox||Sx| = |G|.
证明：

x 的稳定化子 Sx = {g ∈ G | g ∗ x = x} 是 G 的子群.
按照 g(x) 的值将 G 划分成若干个等价类 A1,A2, · · · ,Am. 那么，
m = |Ox|.
∀1 ≤ i ≤ m, |Ai| = |Sx|.

固定 gi ∈ Ai.
h ∈ Ai ⇐⇒ gi ∗ x = h ∗ x ⇐⇒ g−1

i ∗ h ∗ x = x ⇐⇒ g−1
i ∗ h ∈ Sx

⇐⇒ h ∈ gi ∗ Sx 其中 gi ∗ Sx = {gi ∗ g | g ∈ Sx}.
|Ai| = |g ∗ Sx| = |Sx|.
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Burnside 引理

例子

正方形顶点的 p 染色，允许旋转和反射，问非等价的染色方案数.
变换群：D8，一个恒等变换，三个旋转，四个反射.

恒等变换不动点：所有染色法，有 p4 种.
90◦ 旋转不动点：四个顶点同色，有 p 种.
180◦ 旋转不动点：对顶点同色，有 p2 种.
沿边反射不动点：邻边顶点同色，有 p2 种.
沿对角线反射不动点：对顶点同色，另一对顶点随意，有 p3 种.

非等价染色数：

1

8
(p4 + 2p + p2 + 2p2 + 2p3) = 1

8
(p4 + 2p3 + 3p2 + 2p).
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轮换分解

轮换分解

将 D 中的元素标号为 {1, 2, · · · , n}, D 上的一个变换 g 对应一个排
列 π, 可对 π 进行轮换分解.

e.g.
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

π(i) 6 2 7 10 3 8 9 1 5 4
分解成轮换 (1, 6, 8), (2), (3, 7, 9, 5), (4, 10).
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轮换分解

二面体群的轮换分解

例：D8 = {e, r, r2, r3, s, rs, r2s, r3s}.

r 是顺时针转 90◦，s 是关于 1− 2 边中垂线的反射.
e = (1)(2)(3)(4).
r = (1 2 3 4)，r2 = (1 3)(2 4)，r3 = (1 4 3 2).
s = (1 2)(3 4).
rs = (1 3)(2)(4)，r2s = (1 4)(2 3)，r3s = (2 4)(1)(3).
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Pólya 计数

不动点集计算

考虑正方形顶点染色（p 种颜色）.
对变换 s = (1 2)(3 4)，如何确定它的不变染色方案数 |FixX(s)|？
如果 s ∗ x = x，那么 x 一定要把 1 和 2 染成同一种颜色，也要把 3

和 4 染成同一种颜色.
因此，对 1 和 2，我们可以选择 p 种颜色，对 3 和 4，也可以选择
p 种颜色.
总共有 p2 种不变的染色方案数.
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Pólya 计数

不动点集计算

更一般地，考虑集合 D 的 p 染色.
置换 σ ∈ SD.
σ 可以分解成轮换乘积，设它是 c(σ) 个轮换的乘积.
对 σ 不变的染色方案数有 kc(σ) 个.
运用 Burnside 引理，可以得到非等价染色方案数.
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Pólya 计数

Pólya 定理（弱化版本）

轮换长度为 k 时我们叫该轮换为 k -圈.
如果 σ 有 e1 个 1 -圈，⋯，en 个 n -圈，称 σ 的型为

(e1, . . . , en).

e1 + · · ·+ en = c(σ).
对 σ 不变的染色方案数只依赖于 σ 的型.
为此，引入 σ 的单项式来表示 σ 的型：

mon(σ) = ze1
1 . . . zen

n .
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Pólya 计数

Pólya 定理（弱化版本）

当 z1 = · · · = zn = p 时，mon(σ) = |FixX(σ)|.
定义群 G 的轮换指数为

PG(z1, . . . , zn) :=
1

|G|
∑
g∈G

mon(g).

这是一个关于 z1, . . . , zn 的多元多项式.
于是，D 的非等价 p 染色数为 PG(p, . . . , p).
为什么需要轮换指数？
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Pólya 计数

特定颜色出现次数限制

正方形顶点的二染色, 如果要求顶点两红两蓝，有多少种本质不同
的染色方案?

如果要求红色出现 m 次，有多少种本质不同的染色方案?
关心那些满足颜色出现次数限制的染色方案数.

假设红色的 k -圈有 tk 个，那么必须要有 0 ≤ tk ≤ ek 且

p = t1 · 1 + t2 · 2 + · · ·+ tn · n.

对每一组解，我们还需要决定是哪几个 k -圈染成红色，因此还需要
在解数上乘一个 (

e1
t1

)
. . .

(
en
tn

)
.
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Pólya 计数

固定数目染色

设 r 和 b 分别代表红色和蓝色.
考虑如下多项式：

(r + b)e1(r2 + b2)e2 . . . (rn + bn)en .

p = t1 · 1 + t2 · 2 + · · ·+ tn · n 的解数可以用 rpbq 的系数来表示.

PG(z1, . . . , zn) :=
1

|G|
∑
g∈G

mon(g).

mon(σ) = (r + b)e1(r2 + b2)e2 . . . (rn + bn)en .
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Pólya 计数

Pólya 定理（一般版本）

根据 Burnside 引理，有 x 个红色，y 个蓝色的非等价染色数等于

PG(r + b, . . . , rn + bn)

中 rxby 的系数.
一般地，将 X 用 m1 个 c1 颜色，m2 个 c2 颜色⋯，mp 个 cp 染色，
非等价的染色方案数是

PG(u1 + · · ·+ up, . . . , un
1 + · · ·+ un

p)

中 um1
1 . . . ump

p 的系数.

21 / 29



Pólya 计数

Pólya 定理（一般版本）

取 ui = 1，轮换指数变为 PG(p, . . . , p)，恰好是染色数目任意时候
的非等价方案数.
弱化版本的 Pólya 定理是一般版本的特例.
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Pólya 计数

例题

考虑正方形顶点的二染色，要求两红两蓝，问非等价方案数.
轮换指数为：

PG(z1, z2, z3, z4) =
1

8
(z41 + 2z21z2 + 3z22 + 2z4).

将 rk + bk 代入 zk：

1

8
((r + b)4 + 2(r + b)2(r2 + b2) + 3(r2 + b2)2 + 2(r4 + b4))

=b4 + b3r + 2b2r2 + br3 + r4.

因此两红两蓝有 2 种.
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Pólya 计数

练习

用 n 种颜色给立方体进行点染色/边染色/面染色，问非等价方案数.
如果要求红色出现 m 次？
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* 生成函数形式的 Pólya 定理

一卤代烃的同分异构体

n 元一卤代烃的分子式为 CnH2n+1X，X−−F,Cl,Br, I.
每个碳原子（C）有四个键（恰好连四个其他原子）.
氢原子（H）和卤原子（X）有一个键（恰好连一个其他原子）.
不考虑立体异构，n 元一卤代烃有多少个同分异构体?
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* 生成函数形式的 Pólya 定理

一卤代烃的同分异构体

将连接卤原子的碳原子看成根，问题变成：n 个节点非同构有根树
的数目，其中根节点度数至多为 3，其他节点度数至多为 4.
如何计算？
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* 生成函数形式的 Pólya 定理

一卤代烃的同分异构体

设 Rk 是 k 元一卤代烷的同分异构体数目，R0 = 1，令

r(x) = R0 + R1x + · · ·+ Rkxk + . . .

有根树的子树也是有根树，因而根结点的三个子树也可以看成一卤
代烷，而这些子树是不可区分的，所以这里的对称群结构是 S3.
轮换指数

PG(z1, . . . , zn) :=
1

|G|
∑
g∈G

mon(g) = (z31 + 3z1z2 + 2z3)/6.
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* 生成函数形式的 Pólya 定理

一卤代烃的同分异构体

每个子树位置的“染色数”是 r(x).
所以

r(x) = 1 + x · r(x)3 + 3r(x)r(x2) + 2r(x3)
6

.
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